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微积分发展的三个阶段 

创立（17世纪）：Newton（力学）Leibniz（几何） 

(无穷小) 

严格化（19世纪）: Cauchy, Riemann, Weierstrass 

(极限理论(ε-N, ε-δ语言)，实数理论) 

外微分形式（20世纪初）：Grassmann, Poincare, Cartan 

（微积分基本定理如何在高维空间得到体现） 



微积分继续发展的三个方向 

外微分形式 (整体微分几何) 

（微积分基本定理如何在高维空间得到体现） 

 

复数域上的微积分（复变函数） 

 

微积分的深化和拓展（实变函数） 



R积分定义 
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中无理数，为
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不R可积函数的典型例子 



L积分结果记为 
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1.用两种方法计算同一个曲边梯形的
面积应该是一样的 
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L积分能适应于更一般的函数 

 

 2.对于相当一类不能用R积分来计算面
积的曲边梯形，可以按L积分计算相应
曲边梯形的面积。 



一般函数确定的曲边梯形该如何计
算面积? 

 

的“长度”）
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可测函数定义的导出 
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因此实变函数中研究的是使对任

何实数 是一可

测集的函数即可测函数。



L积分思想 

 即采取对值域作分划，相应得到对定义域
的分划 

 （每一块不一定是区间）， 

 使得在每一块上的振幅都很小， 

 即按函数值的大小对定义域的点加以归类 
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Lebesgue积分思想简介 

1902年Lebesgue在其论文“积分、长度与面积”中
提出（参见：Lebesgue积分的产生及其影响，数学
进展，2002.1） 
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用 mEi 表示 Ei 的“长度” 

 



Lebesgue积分思想 
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取“极限”

})(:{ 1 iii yxfyxE  取点集
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f(x)在 Ei上的振幅不会大于δ 
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iii yy  1其中 mEi 表示 Ei 的“长度”， 

Mxfmyy ii   )(,1 其中

Myyyym n  210,0 作分划即： 



3.Lebesgue积分构思产生的问题 

 (1) 集合Ei 的“长度”如何定义（第三章 测度论）；  

 

 (2)怎样的函数可使 Ei 都有“长度”（第四章 可测函数）； 

 

 (3)定义Lebesgue积分并研究其性质（第五章  积分论）； 

 

 

第一章  集合，   第二章 点集，   第六章   微分与不定积分 

yi 

yi-1 

})(:{ 1 iii yxfyxE  



第一节  集合及其运算 

第一章  集合 



一.集合的概念 

 1. 集合的定义 

具有某种特性或满足一定性质的所有“对象”或 
“事物”的全体称为集合,其中这些“对象”或 
“事物”称为这个集合的元素. 

记为集合空集：不含任何元素的 ,

性，确定性，无序性集合的元素具有：互异

集合的表示：列举法，描述法



 2.集合的术语与记号 
    

;的元素是集，即属于表示 AxAxAx

., 的元素不是集即不属于表示 AxAxAx

;, 的元素的元素都是即的子集是集表示集 BABABA

.,, ABBABABA 于中至少有一个元素不属且的元素都属于即的真子集是表示
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."";":"Re 关系表示集合与集合之间的关系表示集合与元素之间的 



 3.集合的性质 
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均有定理：对任何集合
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二.集合的运算 

 1.集合并与交 

        

是任意两个集合设 BA,

}|{ BxAxxBA  或

{ : , }A x x A 
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推广: 

}|{ BxAxxBA  且

{ : , }A x x A 
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注：在本书中我们未把0包含在N内, +∞不在Ｎ中 



 2.集合的差集与余集 

}:{\ BxAxxBABA  但或差：

cBABA 注：

不一定成立ABBA  )(

ASACs 余： （其中S为全集）,简记为Ac 

A 
B 



注：通过取余集，使A与Ac，∪与∩互相转换 

3.集合运算性质 

De Morgan公式 
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},,:{ nAxNnNx  使

是一个集合序列设  ,,,, 21 nAAA
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或

属于无限多个集合

存在无限多个 ，使

上极限集 
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4.上极限与下极限 
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或

除去有限个集外，有

当 充分大时，有
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下极限集 



例： 设A2n=[0,1]，A2n+1=[1,2]; 

 

则上极限集为[0,2],下极限集为{1} 
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记收敛则称集列 ,}{ nA
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;}{),(}{ 1 为单调减少则称满足若集列 nnnn ANnAAA  

;}{),(}{ 1 为单调增加则称满足若集列 nnnn ANnAAA  

结论：单调集列是收敛的 
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5.单调集列 



单调增集列极限分析 
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当An为单调增加集列时 
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单调减集列极限分析 
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当An为单调减小集列时 





























11

1

n

n

N Nn

n

n

n

Nn

n

AA

AA


