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关于自由质点相对地球的运动

陈立群 1)

(上海大学力学系，上海 200444)

摘要 研究自由质点相对于旋转地球的运动. 导出了任意初

始条件下自由质点相对于旋转地球运动方程的显式精确解.

利用该精确解证明了自由落体偏东. 所导出精确解略去地球

自转速度高次项时与教材中用近似方法导出的一次近似解一

致.
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引 言

在分析地球自转对自由落体的影响时，需要求

解相对运动的运动微分方程. 传统的处理方法是

利用地球自转角速度很小的事实，将待求的运动

质点坐标展开为自转角速度的幂级数，然后逐次求

解 [1-4]. 在零次近似解基础上导出的一次近似解就

可以说明落体偏东 [1-4]. 也有些教材直接计算数值

解说明落体偏东 [5-6]. 若忽略空气阻力，质点相对于

地球运动的动力学方程为线性微分方程组，因此有

可能导出精确解. 本文通过解耦该微分方程组，显

式求得了任意初始条件下的精确解. 在精确解中只

保留地球自转角速度一次项时，与以往一次近似解

一致. 由所导出精确解还可以说明落体偏东.

1 相对地球运动质点动力学方程的求解

设质点在地球表面北纬 ϕ 的空域运动，将动参

考系固连在地球表面，轴 x 指向东，轴 y 指向北，

轴 z 指向天. 地球以角速度 ω 自转时，若忽略空气

阻力，质量为 m 质点满足动力学方程

ẍ = 2ω(ẏ sinϕ− ż cos ϕ) (1)

ÿ = −2ωẋ sinϕ (2)

z̈ = −g + 2ωẋ cos ϕ (3)

考虑一般的初始条件

x (0) = x0 , y (0) = y0 , z (0) = z0

ẋ (0) = ẋ0 , ẏ (0) = ẏ0 , ż (0) = ż0



 (4)

为求方程组 (1)∼(3) 的解，先进行解耦. 为此对

式 (1)两端求时间导数，并将式 (2)和式 (3)代入所

得结果消去 ÿ 和 z̈，整理得到

...
x + 4ω2ẋ− 2gω cos ϕ = 0 (5)

式 (5) 为 3 阶常系数线性非齐次微分方程，相应齐

次方程的本征方程 3个根分别为 0和 ±2ωi. 因此可

以导出方程 (5) 的通解为非齐次方程的特解与齐次

方程通解的叠加，即

x (t) =
gt

2ω
cos ϕ + A + B sin(2ωt) + C cos(2ωt) (6)

其中 A, B 和 C 为待定常数. 由式 (1) 可得

ẍ (0) = 2ω(ẏ0 sinϕ− ż0 cos ϕ) (7)

利用式 (1)给出关于 x的初位置和初速度以及式 (7)

给出的初加速度，可以确定式 (6) 的待定常数

A = x0 +
ẏ0 sinϕ− ż0 cos ϕ

2ω

B =
ẋ0

2ω
− g

4ω2
cos ϕ

C = − ẏ0 sinϕ− ż0 cos ϕ

2ω





(8)

将式 (8) 代入式 (3) 并积分两次，得到

y (t) = −1
2
gt2 sinϕ cos ϕ + B sinϕ cos(2ωt)−

C sinϕ sin(2ωt) + Dt + E (9)
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其中 D 和 E 为积分常数，可用式 (4)中给出的初始

条件求得为

D = ẏ0 cos2 ϕ + ż0 sinϕ cos ϕ

E = y0 − ẋ0

2ω
sinϕ +

g

4ω2
sinϕ





(10)

再将式 (8) 代入式 (2) 并积分两次，得到

z (t) = −1
2
gt2 sin2 ϕ+

cos ϕ [−B cos(2ωt) + C sin(2ωt)] + Ft + G

(11)

其中积分常数 F 和 G 为可由式 (4) 中给出的初始

条件确定为

F = ż0 + (ẏ0 sinϕ− ż0 cos ϕ) cos ϕ

G = z0 +
ẋ0 cos ϕ

2ω
− g cos2 ϕ

4ω2





(12)

2 落体偏东

考虑从高度 h 处自由下落的质点，则相应的初

始条件为

x0 = 0 , y0 = 0 , z0 = h

ẋ0 = 0 , ẏ0 = 0 , ż0 = 0



 (13)

由式 (8)，式 (10) 和式 (12) 可得到

A = 0 , B = − g

4ω2
cos ϕ , C = 0

D = 0 , E =
g

4ω2
sinϕ , F = 0 ,

G = h− g cos2 ϕ

4ω2





(14)

代入式 (6) 得到向东的坐标为

x (t) =
gt

2ω
cos ϕ

[
1− sin(2ωt)

2ωt

]
(15)

注意到对于任意正数 α 有 α > sinα，取 α = 2ωt，

由式 (14) 可知，x(t) > 0，即下落过程中向东偏.

当 ω 充分小时，式 (14)可以导出以往教材中一

次近似的结果 [1-4]. 事实上，对于地球附近下落的物

体，t 较小，因此可以认为 2ωt 为小量. 从而有

sin(2ωt) = 2ωt− 1
3!

(2ωt)3 +
1
5!

(2ωt)5 + O
[
(2ωt)7

]

(16)

将式 (15) 代入式 (14)，整理并略去 2 次以上的小

量，得到

x (t) =
1
3
gωt3 cos ϕ (17)

这就是用一次近似的结果 [1-4]. 若略去 4 次以上的

小量，可以得到 3 次近似的结果

x (t) =
1
3
gωt3

(
1− 1

5
ω2t2

)
cos ϕ (18)
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