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摘 要: 针对约束多目标区间优化问题,提出一种交互多属性决策NSGA-II算法. 该算法将非线性问题线性化,定义

𝑃 占优支配关系求出个体的序值,定义区间拥挤距离来区分具有相同序值个体的优劣,采用约束精英策略删除种群

中不满足约束的个体.将选出的个体作为方案集,目标函数作为属性集,决策者对于各目标函数的偏好作为属性权

重,构建一个多属性决策模型,在进化过程中融入该模型来选取符合决策者偏好的满意解. 仿真实验验证了所提出方

法的可行性和正确性.
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Abstract: For constrained multi-objective optimization problems with interval numbers, a kind of interactive multi-attribute

decision-making NSGA-II is proposed. In this algorithm, nonlinear optimization problems are transformed into linear ones. 𝑃

dominance relationship is defined to get the rank values of individuals and interval crowding distance is presented to

distinguish the quality of the individuals with the same rank value. A constrained elite strategy is used to remove those

individuals that do not satisfy the constraint from the population. A multi-attribute decision-making model(DMM) is built,

which regards the selected individuals as the alternatives set, the objective function as the attributes set, and the preference of

each objective function as the attribute weights. In the process of evolution, an interactive NSGA-II incorporated with DMM

is proposed to obtain satisfactory solutions which conform to the decision-makers preference. Simulation results show the

feasibility and correctness of the proposed method.
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0 引引引 言言言

在现实生活中, 很多复杂问题的数学模型都可

以归纳为约束多目标区间优化问题[1-4].这类优化问

题通常包含多个目标函数和约束函数, 且各目标函

数之间相互限制,因此不能找到单个解使所有目标函

数都达到最优, 即它的解是一个解集.人们往往只需

要解集中的一个解,而传统的多目标算法并没有给出

从解集中选择所需要解的方法.此外, 由于主客观因

素的影响,这些目标函数和约束函数中往往含有不确

定变量.由文献 [1]可知,在实际优化中得到不确定变

量的区间取值范围比得到其概率分布或隶属度函数

容易得多.因此, 本文重点求解不确定变量以区间形

式给出的约束多目标优化问题.进化算法能在一次运

行中找到最优解集, 已被广泛应用于多目标优化领

域[5]. 然而, 约束多目标区间优化问题中的目标函数

和约束函数都是区间数,因此上述进化算法无法直接

对其求解,如何利用进化算法求解约束多目标区间优

化问题已成为当今的研究热点[1-5]. 根据求解思路的

不同,已有的求解方法主要分为两类: 1)将约束多目

标区间优化问题转化为约束多目标确定优化问题,进
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而利用进化算法对其进行求解[6]; 2)提出可以直接求

解区间优化问题的进化算法[1,7]. 两类方法的目的都

是为了找到收敛性好且分布均匀的 Pareto最优解集.

但在实际应用中,决策者往往只需要众多解中的一个

或几个, 因此在求解优化问题时,有两个同等重要的

任务: 搜索 Pareto解集和选择满意解.两个任务的先

后顺序决定了 3种不同的方法[2-4]分别为:先验法、交

互法和后验法.其中, 交互法能得到比先验法更满意

的解, 同时算法耗时比后验法少, 且决策者的选择负

担小[4]. Sun等[2]从偏好多面体中提取决策者的偏好

方向,利用逼近测度区分具有相同序值和决策者偏好

的进化个体,引导进化的种群沿着决策者偏好方向进

化; Jeyadevi等[8]利用NSGA-II得到Pareto前沿, 进而

利用TOPSIS法找到Pareto前沿面上的满意解.

1 基基基本本本概概概念念念

1.1 问问问题题题描描描述述述

约束多目标区间优化问题描述如下:

𝑄 : min
𝑥

𝑭 (𝒙,𝒖) = (𝑓1(𝒙,𝒖), 𝑓2(𝒙,𝒖), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑓𝑧(𝒙,𝒖)).

s.t. 𝑔𝑗(𝒙,𝒖) ⩾ 𝑎𝑗 = [𝑎𝑗 , 𝑎𝑗 ], 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚;

ℎ𝑘(𝒙,𝒖) = 𝑏𝑘 = [𝑏𝑘, 𝑏𝑘], 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛;
𝒙 = (𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑞) ⊂ 𝑹𝑞, 𝑥𝑖 = [𝑥𝑖, 𝑥𝑖],

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑞;
𝒖 = (𝑢1, 𝑢2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢𝑝) ⊂ 𝑹𝑝, 𝑢𝑙 = [𝑢𝑙, 𝑢𝑙],

𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝. (1)

其中: 𝑭 (𝒙,𝒖)为目标函数向量; 𝑓𝑧(𝒙,𝒖)为第 𝑧个区

间目标函数; 𝒙 = (𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑞)为 𝑞维决策向量

(决策向量也可称为解), 𝑥𝑖为决策向量第 𝑖个变量, 𝑥𝑖

和𝑥𝑖分别为变量𝑥𝑖的上下边界; 𝒖 = (𝑢1, 𝑢2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢𝑝)

为 𝑝维区间向量, 𝑢𝑙为区间向量第 𝑙个变量, 𝑢𝑙和𝑢𝑙分

别为变量𝑢𝑙的上下边界; 𝑔𝑗(𝒙,𝒖)为第 𝑗个约束区间

不等式; ℎ𝑘(𝒙,𝒖)为第 𝑘个约束区间等式.

𝑄中存在不确定参数𝒖,因此𝒙对应的目标函数

和约束函数不再是确定数, 而变成区间数.本文为了

提高运算效率, 利用泰勒一阶展开[9], 将非线性问题

(1)转化为如下线性形式:

𝑄 : min
𝑥

𝑭 (𝒙,𝒖) =

((𝑓
1
(𝒙), 𝑓1(𝒙)), (𝑓2

(𝒙), 𝑓2(𝒙)),

⋅ ⋅ ⋅ , (𝑓
𝑧
(𝒙), 𝑓𝑧(𝒙))).

s.t. [𝑔
𝑗
(𝒙), 𝑔𝑗(𝒙)] ⩾ 𝑎𝑗 = [𝑎𝑗 , 𝑎𝑗 ], 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚;

[ℎ𝑘(𝒙), ℎ𝑘(𝒙)] = 𝑏𝑘 = [𝑏𝑘, 𝑏𝑘], 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛;
𝒙 = (𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑞) ⊂ 𝑹𝑞, 𝑥𝑖 = [𝑥𝑖, 𝑥𝑖],

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑞;

𝒖 = (𝑢1, 𝑢2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢𝑝) ⊂ 𝑹𝑝, 𝑢𝑙 = [𝑢𝑙, 𝑢𝑙],

𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝. (2)

1.2 区区区间间间的的的基基基本本本概概概念念念

定定定义义义 1 对于一个区间数 𝑎 = [𝑎, 𝑎], 设 𝑎𝑐 =
𝑎+ 𝑎

2
, 𝑎𝑟 =

𝑎− 𝑎

2
, 𝑎𝑤 = 𝑎−𝑎,则称 𝑎𝑐、𝑎𝑟、𝑎𝑤分别为

区间数 𝑎的中点、半径和不确定度.

1.3 区区区间间间可可可能能能度度度

为了比较决策向量𝒙𝑖和𝒙𝑗的优劣性, 将𝒙𝑖和

𝒙𝑗第 𝑧维上的区间目标函数分别表示为 𝑓𝑧(𝒙𝑖,𝒖) =

[𝑓
𝑧
(𝒙𝑖), 𝑓𝑧(𝒙𝑖)]和 𝑓𝑧(𝒙𝑗 ,𝒖) = [𝑓

𝑧
(𝒙𝑗), 𝑓𝑧(𝒙𝑗)], 这里

不妨设 𝑓𝑧(𝒙𝑖,𝒖)和 𝑓𝑧(𝒙𝑗 ,𝒖)在各自区间上服从独立

均匀分布.由文献 [9]可知, 𝑃 (𝑓𝑧(𝒙𝑖,𝒖) ⩽ 𝑓𝑧(𝒙𝑗 ,𝒖))

表示为⎧⎨⎩

0, 𝑓𝑧(𝒙𝑗) ⩽ 𝑓
𝑧
(𝒙𝑖);

(𝑓𝑧(𝒙𝑗)− 𝑓
𝑧
(𝒙𝑖))

2

8𝑓𝑟
𝑧 (𝒙𝑖)𝑓𝑟

𝑧 (𝒙𝑗)
,

𝑓
𝑧
(𝒙𝑗) < 𝑓

𝑧
(𝒙𝑖) < 𝑓𝑧(𝒙𝑗) < 𝑓𝑧(𝒙𝑖);

𝑓𝑐
𝑧 (𝒙𝑗)− 𝑓

𝑧
(𝒙𝑖)

2𝑓𝑟
𝑧 (𝒙𝑖)

,

𝑓
𝑧
(𝒙𝑖) < 𝑓

𝑧
(𝒙𝑗) < 𝑓𝑧(𝒙𝑗) ⩽ 𝑓𝑧(𝒙𝑖);

1− (𝑓𝑧(𝒙𝑖)− 𝑓
𝑧
(𝒙𝑗))

2

8𝑓𝑟
𝑧 (𝒙𝑖)𝑓𝑟

𝑧 (𝒙𝑗)
,

𝑓
𝑧
(𝒙𝑖) ⩽ 𝑓

𝑧
(𝒙𝑗) < 𝑓𝑧(𝒙𝑖) < 𝑓𝑧(𝒙𝑗);

𝑓𝑧(𝒙𝑗)− 𝑓𝑐
𝑧 (𝒙𝑖)

2𝑓𝑟
𝑧 (𝒙𝑗)

,

𝑓
𝑧
(𝒙𝑗) ⩽ 𝑓

𝑧
(𝒙𝑖) < 𝑓𝑧(𝒙𝑖) ⩽ 𝑓𝑧(𝒙𝑗);

1, 𝑓𝑧(𝒙𝑖) ⩽ 𝑓
𝑧
(𝒙𝑗).

(3)

1.4 区区区间间间距距距离离离公公公式式式

区间距离不能直接采用欧几里得距离公式,本文

利用下式对区间数距离进行计算:

𝑑(𝑓𝑧(𝒙𝑖,𝒖), 𝑓𝑧(𝒙𝑗 ,𝒖)) =

√
𝐷2 +

1

3
𝐹 − 2

3
(𝑇

𝑟
)2. (4)

其中: 𝐷 = 𝑓𝑐
𝑧 (𝒙𝑖,𝒖) − 𝑓𝑐

𝑧 (𝒙𝑗 ,𝒖), 𝐹 = 𝑓𝑟
𝑧 (𝒙𝑖,𝒖)

2 +

𝑓𝑟
𝑧 (𝒙𝑗 ,𝒖)

2, 𝑇 = (𝑓𝑧(𝒙𝑖,𝒖)
∩

𝑓𝑧(𝒙𝑗 ,𝒖))为区间 𝑓𝑧(𝒙𝑖,

𝒖)和 𝑓𝑧(𝒙𝑗 ,𝒖)的交集.

2 求求求解解解约约约束束束多多多目目目标标标区区区间间间优优优化化化问问问题题题的的的

改改改进进进NSGA-II算算算法法法
NSGA-II采用快速非占优支配、拥挤距离和精英

保留策略,使其具有较好的搜索性能,具体步骤见文

献 [5,8].

本文提出的改进NSGA-II仍采用NSGA-II框架,

在此基础上对其做如下改进:
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1) 提出基于可能度的𝑃 占优支配关系, 用于对

各区间目标函数进行占优排序;

2)利用区间距离公式求出相同序值解之间的拥

挤距离;

3)引入正态分布交叉 (NDX)算子替代模拟二进

制交叉 (SBX)算子;

4)定义约束违背度来判断种群个体是否满足约

束条件,进而提出考虑约束条件的约束精英策略;

5)在NSGA-II中融入交互多属性决策,有利于决

策者在整个Pareto前沿中选择符合决策者偏好的解.

本文从以上 5个方面介绍改进NSGA-II.

2.1 基基基于于于可可可能能能度度度的的的𝑃 占占占优优优支支支配配配关关关系系系

本文利用可能度 (如式 (3))求解两区间数之间的

相对大小关系,该关系定义如下.

定定定义义义 2 若可能度𝑃 (𝑓𝑧(𝒙𝑖,𝒖) ⩽ 𝑓𝑧(𝒙𝑗 ,𝒖)) ⩾
𝜎, 𝜎 ∈ [0.5, 1], 则称区间 𝑓𝑧(𝒙𝑖,𝒖)在区间意义𝜎下小

于等于 𝑓𝑧(𝒙𝑗 ,𝒖).

此处以 𝑓𝑖(𝒙1,𝒖)和 𝑓𝑖(𝒙2,𝒖)为例, 定义它们之

间的占优关系如下.

定定定义义义 3 如果所有的 𝑓𝑖(𝒙1,𝒖)均在区间意义

0.5下小于等于 𝑓𝑖(𝒙2,𝒖), 且存在 𝑓𝑖(𝒙1,𝒖)在区间意

义𝜎下小于等于 𝑓𝑖(𝒙2,𝒖),则称𝒙1以𝑃 占优𝒙2 (𝑃 代

表区间数之间的区间比较关系),记为𝒙1 ≻𝑃 𝒙2,即

∀𝑖 ∈ (1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑧), 𝑃 (𝑓𝑖(𝒙1,𝒖) ⩽ 𝑓𝑖(𝒙2,𝒖)) ⩾ 0.5,

∃𝑖 ∈ (1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑧), 𝑃 (𝑓𝑖(𝒙1,𝒖) ⩽ 𝑓𝑖(𝒙2,𝒖)) > 𝜎,

𝜎 ∈ [0.5, 1]. (5)

定定定义义义 4 如果𝒙1不以𝑃 占优𝒙2, 且𝒙2不以𝑃

占优𝒙1,则称𝒙1和𝒙2以𝑃 互不占优,记为𝒙1∥𝑃𝒙2.

2.2 区区区间间间拥拥拥挤挤挤距距距离离离

定义目标函数为区间数的拥挤距离如下.

定定定义义义 5 具有相同序值的种群个体 𝑖周围的个

体 𝑖− 1与 𝑖+ 1区间距离的 𝑧维欧几里得距离为

SD𝑖 =

√√√⎷ 𝑧∑
𝑚=1

𝑑2[𝑓𝑚(𝒙𝑖−1,𝒖), 𝑓𝑚(𝒙𝑖+1,𝒖)]. (6)

2.3 正正正态态态分分分布布布交交交叉叉叉 (NDX)算算算子子子

为了增强空间搜索能力, 本文将正态分布交叉

(NDX)算子[11]引入NSGA-II中.在交叉运算中, 选择

两个个体𝒙1和𝒙2 (成为父代),进而利用NDX算子产

生两个新的个体𝒚1和𝒚2 (成为子代). 对于第 𝑖个变量

(𝒙1,𝑖和𝒙2,𝑖),其交叉过程如下:

1)产生一个随机数𝑢 ∈ [0, 1].

2)如果𝑢 ⩽ 0.5,则有

𝒚1,𝑖 =
𝒙1,𝑖 + 𝒙2,𝑖

2
+

1.481(𝒙1,𝑖 − 𝒙2,𝑖)∣𝑁(0, 1)∣
2

,

𝒚2,𝑖 =
𝒙1,𝑖 + 𝒙2,𝑖

2
− 1.481(𝒙1,𝑖 − 𝒙2,𝑖)∣𝑁(0, 1)∣

2
;

如果𝑢 > 0.5,则有

𝒚1,𝑖 =
𝒙1,𝑖 + 𝒙2,𝑖

2
− 1.481(𝒙1,𝑖 − 𝒙2,𝑖)∣𝑁(0, 1)∣

2
,

𝒚2,𝑖 =
𝒙1,𝑖 + 𝒙2,𝑖

2
+

1.481(𝒙1,𝑖 − 𝒙2,𝑖)∣𝑁(0, 1)∣
2

.

其中 ∣𝑁(0, 1)∣为正态分布随机变量.

2.4 约约约束束束精精精英英英策策策略略略

对于等式约束, 可以以牺牲某些准确性为代价,

放宽约束,将他们转换成不等式约束 [9],不妨将ℎ𝑘(𝒙,

𝒖) = 𝑏𝑘表示为 𝑏𝑘⩽ ℎ𝑘(𝒙,𝒖)和ℎ𝑘(𝒙,𝒖) ⩽ 𝑏𝑘.为了

统一格式,本文将所有不等式都转化为大于等于的形

式,即ℎ𝑘(𝒙,𝒖) ⩾ 𝑏𝑘和 𝑏𝑘 ⩾ ℎ𝑘(𝒙,𝒖),进而利用式 (3)

计算解满足约束条件的可能度. 若约束条件为 𝑔𝑗(𝒙,

𝒖) ⩾ 𝑎𝑗 , 则满足约束条件的可能度为𝑃 (𝑔𝑗(𝒙,𝒖) ⩾
𝑎𝑗).令 ℓ𝑗为种群个体违反第 𝑗个不等式约束的约束违

背程度.由文献 [9]可得 ℓ𝑗 = 1− 𝑃 (𝑔𝑗(𝒙,𝒖) ⩾ 𝑎𝑗),即

ℓ𝑗 = 𝑃 (𝑔𝑗(𝒙,𝒖) ⩽ 𝑎𝑗).在此基础上给出可行解定义

如下.

定定定义义义 6 针对式 (2)中描述的优化问题,对于解

𝒙𝑞,若 ℓ𝑗 ⩽ 𝜃max
𝑗 ,则称𝒙𝑞为该优化问题的 Pareto可行

解,称 𝜃max
𝑗 为第 𝑗个约束允许违背度.

根据 𝜃max
𝑗 取值的不同,可以得到如下结论:

1) 当 𝜃max
𝑗 = 0时, 算法所得的解一定满足约束

条件;

2)当 0 < 𝜃max
𝑗 < 1时,算法所得的解不完全满足

约束条件;

3) 当 𝜃max
𝑗 = 1时, 算法所得的解完全不考虑约

束条件.

本文定义的约束精英策略用于删减不满足约束

条件的解,约束精英策略具体内容如下:

1)根据定义 6判断种群中的解是否为可行解,是

则保留,否则删减;

2)在保留的解中选取精英个体时,首先选取序值

小的个体,若在序值相同的情况下, 则选择拥挤距离

大的个体.

2.5 自自自适适适应应应交交交互互互多多多属属属性性性决决决策策策

定定定义义义 7 Pareto最优解集[5]中符合决策者偏好

的解称为满意解.

这里设种群个数为𝑁的决策方案集合为𝑨 =

{𝐴1, 𝐴2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴𝑁}.若目标函数个数为 𝑧 ,则对应的方

案属性集合记为𝑪 = {𝐶1, 𝐶2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐶𝑧}.决策者的偏

好 (各属性权重)为𝝎 = {𝜔1, 𝜔2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜔𝑧}, 方案集𝑨
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在属性集𝑪上的决策矩阵为

𝐷 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐴𝐶1

1 𝐴𝐶2
1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝐴𝐶𝑧

1

𝐴𝐶1
2 𝐴𝐶2

2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝐴𝐶𝑧
2

...
...

. . .
...

𝐴𝐶1

𝑁 𝐴𝐶2

𝑁 ⋅ ⋅ ⋅ 𝐴𝐶𝑧

𝑁

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , (7)

其中𝐴
𝐶𝑗

𝑖 = [𝑎
𝐶𝑗

𝑖 , 𝑎
𝐶𝑗

𝑖 ] (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑧)为方案𝐴𝑖在属性𝐶𝑗上的属性值.

为了公平比较不同量纲的属性值,对决策矩阵做

如下标准化处理 [10]:

𝑟
𝐶𝑗

𝑖 =
𝑎
𝐶𝑗

𝑖( 𝑁∑
𝑖=1

((𝑎
𝐶𝑗

𝑖 )2 + (𝑎
𝐶𝑗

𝑖 )2)
) 1

2

,

𝑟
𝐶𝑗

𝑖 =
𝑎
𝐶𝑗

𝑖( 𝑁∑
𝑖=1

((𝑎
𝐶𝑗

𝑖 )2 + (𝑎
𝐶𝑗

𝑖 )2)
) 1

2

.

规范后的决策矩阵表示为

𝑅 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑅𝐶1

1 𝑅𝐶2
1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑅𝐶𝑧

1

𝑅𝐶1
2 𝑅𝐶2

2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑅𝐶𝑧
2

...
...

. . .
...

𝑅𝐶1

𝑁 𝑅𝐶2

𝑁 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑅𝐶𝑧

𝑁

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (8)

其中: 𝑅
𝐶𝑗

𝑖 = [𝑟
𝐶𝑗

𝑖 , 𝑟
𝐶𝑗

𝑖 ], 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 , 𝑗 = 1, 2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑧.

利用式 (3)分别找出𝑅
𝐶𝑗

𝑖 中的最小值𝑅𝑗 min作为

理想方案𝑅+ = (𝑅1min, 𝑅2min, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑅𝑧min), 再利用

区间距离 (式 (4))计算各方案与理想方案之间的加权

距离

𝐷(𝑅𝑗 , 𝑅
+) =

[𝑑2(𝑅𝐶1

𝑗 , 𝑅1min)𝜔1 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑑2(𝑅𝐶𝑧

𝑗 , 𝑅𝑧min)𝜔𝑧]
1
2 . (9)

最后依据𝐷(𝑅𝑗 , 𝑅
+)对所有方案进行升序排序.

为了在所得 Pareto前沿的基础上选择出满意解,本文

将多属性决策与改进NSGA-II进行交互,即在该算法

中引入间隔代数 𝐼 (间隔代数 𝐼小于遗传代数), 在进

化过程中,设置种群每进化 𝐼代就进行一次多属性决

策,并存储当代种群中的满意解.若算法连续 3次 (进

化 3𝐼代)所得的满意解均为同一解, 则终止算法; 否

则,利用式 (3)对所有满意解进行排序,并选择其中的

最小值个体作为满意解.

3 算算算法法法步步步骤骤骤及及及复复复杂杂杂度度度分分分析析析

Step 1:设置遗传代数 𝑡 = 0,区间占优参数𝜎,间

隔代数 𝐼 , 遗传总代数𝐺, NSGA-II算法中变异因子

𝜂𝑚和每个约束函数的约束允许违背度 𝜃max
𝑗 , 初始化

个数为𝑁的种群𝑁(𝑡).

Step 2: 利用文献 [8,11]中正态分布交叉 (NDX)

算子和多项式变异算子计算𝑁(𝑡)经过交叉、变异之

后的种群𝑄(𝑡).

Step 3:合并种群𝑁(𝑡)和𝑄(𝑡),记作𝑅(𝑡).

Step 4:利用定义 6删除不满足约束要求的解. 若

解的个数不足𝑁 , 则随机产生个体将种群增加到𝑁

个; 若解的个数大于𝑁 , 则利用式 (5)和 (6)计算种群

𝑅(𝑡)中个体的序值和相同序值个体的区间拥挤距离,

并选取前𝑁个优势个体构成下一代种群𝑁(𝑡+ 1).

Step 5: 判断遗传代数是否为 𝐼的倍数.如果是,

则进行多属性决策并存储当前代的满意解;否则进行

Step 6.

Step 6:判断存储的满意解是否连续 3次相同.如

果是, 则输出当前满意解且算法提前终止;否则转到

Step 7.

Step 7:判断算法是否进化了𝐺代.如果是, 利用

TOPSIS法对储存的满意解进行排序并选择其中最好

的满意解,算法终止;否则,令 𝑡 = 𝑡+ 1,转到 Step 2.

设目标函数维数为𝑀 ,种群个数为𝑁 ,由文献 [5]

可知, 传统NSGA-II的时间复杂度为𝑂(𝑁2𝑀).由于

改进NSGA-II在进行𝑃 占优支配计算时需分别对目

标函数的上下边界进行比较,改进NSGA-II的时间复

杂度为𝑂(2𝑁2𝑀).

4 数数数值值值算算算例例例及及及讨讨讨论论论

以优化问题𝑄为例,验证所提算法的有效性.

𝑄 : min 𝑓1(𝒙,𝒖) =

𝑢1(𝑥1 + 𝑥2 − 7.5)
2
+

𝑢2
2(𝑥2 − 𝑥1 + 3)2

4
,

𝑓2(𝒙,𝒖) =
𝑢2
1(𝑥1 − 1)2

4
+

𝑢2
3(𝑥2 − 4)2

2
.

s.t. 𝑔1(𝒙,𝒖) =
𝑢2
1(𝑥1 − 2)3

2
+ 𝑢2𝑥2 − 2.5 ⩽ [0, 0.3];

𝑔2(𝒙,𝒖) =

𝑢3
1𝑥2 + 𝑢2

2𝑥1 − 3.85− 8𝑢2
2(𝑥2 − 𝑥1 + 0.65)2 ⩽

[0, 0.3];

𝑥1 ∈ [0, 5], 𝑥2 ∈ [0, 3], 𝑢1, 𝑢2 ∈ [0.9, 1.1].

若以下实验不做特殊说明,则参数设置为

𝜎 = 0.7, 𝑁 = 30, 𝐺 = 100,

𝜂𝑚 = 10, 𝐼 = 10, 𝜃max
1 = 0.2, 𝜃max

2 = 0.2.

4.1 算算算法法法测测测度度度

基于目标函数为区间数这一特点,参考文献 [12]

对于性能测度提出了𝐶测度、𝐸测度、𝐷测度和运算

时间,以检验所提出的改进NSGA-II的性能.

定定定义义义 8 𝐶测度用来衡量 Pareto前沿集合𝒙𝐴
𝑝 趋

近于参考Pareto前沿集合𝒙𝐵
𝑝 的情况.
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dm𝑖 =

∣𝐵∣
min
𝑗=1

√√√⎷ 𝑧∑
𝑚=1

(𝑑(𝑓𝑚(𝒙𝐴
𝑖 ,𝒖), 𝑓𝑚(𝒙𝐵

𝑗 ,𝒖))

𝑑(𝑓max
𝑚 , 𝑓min

𝑚 )

)2

, (10)

𝐶(𝒙𝐴
𝑝 ,𝒙

𝐵
𝑝 ) =

∣𝐴∣∑
𝑖=1

dm𝑖

∣𝐴∣ . (11)

其中: 𝑑(⋅, ⋅)代表两区间数的区间距离 (式 (4)),其余参

数与文献 [12]相同.由式 (11)可知, 𝐶测度值越小,趋

近性越好.

定定定义义义 9 𝐸测度用来衡量 Pareto前沿的均匀性.

𝐸 =

√√√⎷ 1

𝑛− 1

𝑛−1∑
𝑖=1

(𝑑
′
𝑖 − 𝑑)

2

𝑑
,

𝑑 =
1

𝑛− 1

𝑛−1∑
𝑖=1

𝑑
′
𝑖. (12)

其中: 𝑑
′
𝑖为第 𝑖个个体与 𝑖+ 1个个体之间的区间距离

(式 (4)).由式 (12)可知, 𝐸测度值越小,分布越均匀.

定定定义义义 10 𝐷测度可以用来衡量 Pareto前沿的散

布度.

𝐷 =

√√√⎷ 𝑧∑
𝑚=1

∣𝑑[max(𝑓𝑚(𝒙,𝒖)),min(𝑓𝑚(𝒙,𝒖))]∣. (13)

由式 (13)可知, 𝐷测度越大,分布越宽广.

4.2 𝜃max
𝑗 取取取值值值分分分析析析

仿真分析约束精英策略中 𝜃max
𝑗 对算法的影响.

分别取: 1) 𝜃max
1 = 0, 𝜃max

2 = 0; 2) 𝜃max
1 = 0.5, 𝜃max

2

= 0.5; 3) 𝜃max
1 = 1, 𝜃max

2 = 1. 表 1统计了在上述 3组

参数情况下的实验结果.
表 1 𝜃max

𝑗 对算法性能测度的影响

测度 情况 1) 情况 2) 情况 3)

𝐶 0 0.246 7 0.326 5

𝐸 0.312 0.248 0.242

𝐷 13.02 12.104 19.08

由表 1可得如下结论:

1) 𝜃max
𝑗 取值越大,所得解集的𝐶测度越大,即最

优解集违背约束条件的程度变高,但目标函数变小;

2) 𝜃max
𝑗 取值越大, 进入最优解集的不可行解越

多,算法的多样性越强,因此所得解𝐸测度越好,但同

时𝐷测度变差.

综合上述分析,本文选取 𝜃max
1 = 0.2, 𝜃max

2 = 0.2.

4.3 SBX算算算子子子与与与NDX算算算子子子比比比较较较

为了验证本文改进NSGA-II算法的有效性, 将

传统NSGA-II扩展为区间型 (SBX交叉算子[8]),并与

本文算法进行比较.两种算法优化问题𝑄所得 Pareto

前沿对比如图 1所示,两种算法所得数据的统计结果

如表 2所示.

6 10 14 18 22
0.5

1.5

2.5

3.5

f
1

f 2

!" #$NSGA-II

%&NSGA-II#$

图 1 两种算法优化函数𝑄

表 2 两种优化算法

测度 传统NSGA-II 改进NSGA-II

𝐸 0.270 0.224

𝐷 12 12.1

比较图 1中传统NSGA-II (“⋅”)与改进NSGA-II

(“∘”)可知: 后者的 Pareto前沿中两目标函数最小值

均小于前者,并且其 Pareto前沿上解的分布均匀性也

比传统NSGA-II优越 (表 2中的𝐷测度和𝐸测度也验

证了上述结论).

由此可见,在处理约束区间多目标问题时,采用

NDX算子的NSGA-II与采用 SBX算子的NSGA-II相

比,前者能得到更好的Pareto前沿.

4.4 交交交互互互法法法与与与后后后验验验法法法的的的比比比较较较

选取 4组偏好参数检验偏好对本文算法的影响:

1) 𝜔1 = 0.1, 𝜔2 = 0.9; 2) 𝜔1 = 0.5, 𝜔2 = 0.5; 3) 𝜔1

= 0.7, 𝜔2 = 0.3; 4) 𝜔1 = 1, 𝜔2 = 0. 满足 4组不同偏好

的满意解如图 2所示.

5 10 15 20
0

1.5

3.0

4.5

f
1

f 2

图 2 不同偏好优化问题𝑄

在图 2中:“Δ”为偏好 1)所得满意解中点,“∘”
为偏好 2)所得满意解中点,“∇”为偏好 3)所得满

意解中点,“+”为偏好 4)所得满意解中点,“⋅”为
Pareto前沿中点.由仿真可知, 4组参数得到满意解

的运算时间分别为 7.03 s (“Δ”), 8.66 s (“∘”), 8.59 s

(“∇”), 6.87 s (“+”). 因此可以得出结论:偏好所对应

的区域的Pareto最优解越密集,算法的运算效率越低.

为了比较交互NSGA-II与后验NSGA-II的差异,

本文在上述 4组偏好参数的情况下进行多次仿真实

验,其中具有代表性的数据如表 3所示.



870 控 制 与 决 策 第 30 卷

表 3 TOPSIS法运算

理想方案 与理想方案的距离
组别

𝑓1 𝑓2 交互法 后验法

1) [0.481 6, 0.517 8] [0.129 2, 0.695 2] 0 0

2) [0.451 6, 0.539 7] [0.317 3, 0.630 3] 0.009 0.011

3) [0.442 0, 0.541 7] [0.327 2, 0.620 8] 0.016 0.019

4) [0.358 0, 0.609 8] [0.383 7, 0.594 0] 0 0

比较表 3中的交互法和后验法与理想方案的距

离可知,交互法优于后验法. 在表 3中: 由于 1)组和 4)

组偏好所对应区域最优解相对稀疏,交互法和后验法

选择出的解相同;而在 2)组和 3)组偏好情况下,其对

应区域最优解相对密集,且交互法与理想方案距离小

于后验法,因此交互法决策出的满意解优于后验法.

综合本节可得结论如下: 1)决策者的偏好不同,

所得满意解随着偏好的不同而变化; 2) 偏好所对应

的区域的 Pareto最优解越密集,算法的运算效率越低;

3)与后验法相比,在稀疏区域选择满意解能提高算法

运算效率,在密集区域能选择出更好的满意解.

5 结结结 论论论

约束多目标区间优化问题是普遍存在且复杂

的问题, 而现有优化方法难以有效地求解.因此, 本

文在NSGA-II的基础上, 提出一种交互多属性决策

NSGA-II.为了比较种群个体的优劣, 该算法定义𝑃

占优支配关系、区间拥挤距离,提出约束精英策略区

分可行解和不可行解, 并选出可行解中的优势个体,

引入NDX交叉算子,增大算法的搜索空间,将多属性

决策与改进NSGA-II进行交互,不仅能在得到优化问

题Pareto前沿的基础上选择出符合决策者偏好的满

意解,还可以使算法自适应地终止进化代数.
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