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摘 要: 基于偏序集理论的数据包络分析方法,通过引进适当的偏序关系,挖掘出决策单元之间的特殊关系.然而,

随着决策单元所选取的投入产出指标个数的增加,决策单元之间的偏序关系变得越来越少. 对此,通过引进决策单元

之间的距离和适当的样本决策单元,建立决策单元之间的特殊关系,最终生成决策单元之间的格论关系,并引进相关

定理及其算法. 最后通过仿真结果表明了所提出算法的有效性和实用性.
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Abstract: With the introduction of proper partial order relation in the data envelopment analysis method based on the partial

ordered set theory, the special relationships between different decision making units are established. However, with the

increase of the number of index of input and output data, the relationships between different decision making units decrease.

With the introduction of distances between decision making units and proper sample decision making units, the relationships

between different decision making units are established, the relations based on the lattice theory of decision making units

are provided, and related theorems and algorithms are introduced. Finally, simulation results show the effectiveness and

practicability of the proposed method.
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0 引引引 言言言

数据包络分析 (DEA)[1]方法是用于评价具有多

投入多产出决策问题有效性的一种方法.以往DEA

方法的主要研究工作集中在以下几个方面: 不同类型

DEA模型的引进[2-8], 网络DEA模型的引进[9], DEA

方法与生产函数理论的结合[10], 交叉效率与广义

DEA方法的引进[11-13],以及DEA方法的各种应用[14]

等. 然而,关于决策单元之间关系的研究却非常少见.

2002年, 马占新等[15]结合了偏序集理论与数据

包络分析方法, 从 Pareto有效解角度证明了生产可

能集中决策单元有效的充分必要条件是该决策单元

为相应偏序集中的极大元. 与文献 [15]不同的是,文

献 [16]在CCR模型中直接引进了决策单元之间的偏

序关系,并分别从定义和实验两个角度建立了决策单

元之间的偏序关系.结果表明, 有效的决策单元必是

决策单元构成偏序集中的极大元, 但反之未必成立,

即极大元未必是有效的. 该结论说明了有效决策单元

必然能够建立相对其他决策单元的绝对优势,但决策

单元对其他决策单元的相对优势并不一定构成对所

有决策单元之间的绝对优势. 该结论同时也表明了决

策单元即使对每个决策单元均存在某一方面的优势,

但不一定存在某种优势适合于所有决策单元,而对有

效决策单元而言这种优势却是存在的.

最近,国外已经有专家开始研究基于半格的数据
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包络分析方法[17].该方法克服了传统数据包络分析

方法中凸性的要求,并提供了基于半格的生产技术理

论,但并未涉及到决策单元交并运算的概念.

虽然研究工作者们对决策单元特殊关系展开了

初步的研究,但对决策单元特殊关系建立方法的研究

非常少见.对此, 本文提出了基于最短距离的决策单

元特殊关系建立理论.首先, 通过引进决策单元之间

的不同最短距离定义,对指定的决策单元引进交并运

算;然后,引进基于格理论的数据包络分析方法相关

性质; 最后,为了将决策单元的特殊关系利用图形展

示出来,提供了决策单元之间格论关系建立相关算法

及其格论关系图绘制程序.这些方法在为决策单元的

投影与改进[18] 提供了最新思路的同时, 也为企业单

位的合作与竞争,以及各种团队的建设提供了相关参

考依据.

1 基基基本本本概概概念念念与与与定定定义义义

本节将简要介绍决策问题及其常用变量表示方

式,并引进偏序集与格的定义等概念.

假设某部门或单位具有𝑛个决策单元 (DMU)[14],

每个决策单元有𝑚种类型的“投入”(表示对“资

源”的耗费)和 𝑠种类型的“产出”(消耗“资源”之后,

表明“成效”的一些指标), 第 𝑖 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)个决
策单元的投入产出向量表示为 (X 𝑖,Y 𝑖).其中: X 𝑖 =

(𝑥1𝑖, 𝑥2𝑖, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑚𝑖)
T,Y 𝑖 = (𝑦1𝑖, 𝑦2𝑖, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦𝑠𝑖)T,取定产

出指标权重𝒖 = (𝑢1, 𝑢2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢𝑠)
T,投入指标权重𝒗 =

(𝑣1, 𝑣2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑣𝑚)T.

定定定义义义 1 若集合𝑃 上的一个二元关系≻满足
自反性、反对称性和传递性, 则称二元关系≻为一
个偏序关系. 偏序关系的集合𝑃 称为偏序集[16], 记

为 (𝑃,≻).

定定定义义义 2 偏序集 (𝑃,≻)称为格[19], 如果对于任

意 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑃 , Sup{𝑎, 𝑏}和 Inf{𝑎, 𝑏}都存在, 则通常将

Sup{𝑎, 𝑏}和 Inf{𝑎, 𝑏}记为 𝑎
⋁

𝑏和 𝑎
⋀

𝑏 , 并读作 𝑎与

𝑏的并和交.

由此易知,所谓格就是任意两个元都存在交并运

算的偏序集. 为了加以区别,将格记为𝐿 = (𝐿,
⋁
,
⋀
).

2 决决决策策策单单单元元元之之之间间间的的的偏偏偏序序序关关关系系系与与与交交交并并并运运运算算算

为了建立决策单元之间的特殊关系,本节将引进

决策单元之间的偏序关系、交并运算以及零元与单位

元的概念.

定定定义义义 3 (决策单元之间的偏序关系引进) 两个

决策单元DMU𝑖(X 𝑖,Y 𝑖)和DMU𝑗(X 𝑗 ,Y 𝑗)存在偏

序关系,如果下述两个条件中有一个成立:

1)如果X 𝑖 ⩾ X 𝑗 ,Y 𝑖 ⩽ Y 𝑗 ,则将其记为DMU𝑖

≺ DMU𝑗 ,并读作DMU𝑖次于DMU𝑗 ;特别地,如果X 𝑖

> X 𝑗 ,Y 𝑖 ⩽ Y 𝑗或X 𝑖 ⩾ X 𝑗 ,Y 𝑖 < Y 𝑗 , 则称决策

单元DMU𝑖小于决策单元DMU𝑗 ,并将其记为DMU𝑖

< DMU𝑗 .

2)如果X 𝑖 ⩽ X 𝑗 ,Y 𝑖 ⩾ Y 𝑗 ,则将其记为DMU𝑖

≻ DMU𝑗 ,并读作DMU𝑖优于DMU𝑗 ;特别地,如果X 𝑖

< X 𝑗 ,Y 𝑖 ⩾ Y 𝑗或X 𝑖 ⩽ X 𝑗 ,Y 𝑖 > Y 𝑗 , 则称决策

单元DMU𝑖大于决策单元DMU𝑗 ,并将其记为DMU𝑖

> DMU𝑗 .

定定定义义义 4 (决策单元之间的交并运算的引进) 决

策单元DMU𝑖(X 𝑖,Y 𝑖)和DMU𝑗(X 𝑗 ,Y 𝑗)的交并运

算定义如下:

DMU𝑖

⋁
DMU𝑗 = (X 𝑖,Y 𝑖)

⋁
(X 𝑗 ,Y 𝑗) =

(min{X 𝑖,X 𝑗},max{Y 𝑖,Y 𝑗}),
DMU𝑖

⋀
DMU𝑗 = (X 𝑖,Y 𝑖)

⋀
(X 𝑗 ,Y 𝑗) =

(max{X 𝑖,X 𝑗},min{Y 𝑖,Y 𝑗}).
其中

min{X 𝑖,X 𝑗} = (min{𝑥1𝑖, 𝑥1𝑗},min{𝑥2𝑖, 𝑥2𝑗}, ⋅ ⋅ ⋅ ,
min{𝑥𝑚𝑖, 𝑥𝑚𝑗})T,

max{Y 𝑖,Y 𝑗} = (max{𝑦1𝑖, 𝑦1𝑗},max{𝑦2𝑖, 𝑦2𝑗}, ⋅ ⋅ ⋅ ,
max{𝑦𝑠𝑖, 𝑦𝑠𝑗})T,

max{X 𝑖,X 𝑗} = (max{𝑥1𝑖, 𝑥1𝑗},max{𝑥2𝑖, 𝑥2𝑗}, ⋅ ⋅ ⋅ ,
max{𝑥𝑚𝑖, 𝑥𝑚𝑗})T,

min{Y 𝑖,Y 𝑗} = (min{𝑦1𝑖, 𝑦1𝑗},min{𝑦2𝑖, 𝑦2𝑗}, ⋅ ⋅ ⋅ ,
min{𝑦𝑠𝑖, 𝑦𝑠𝑗})T.

定定定义义义 5 (数据包络分析方法中引进交并运算后

的零元与单位元) 决策单元DMU𝑖称为零元, 如果

对于任意的DMU𝑗均有DMU𝑖

⋀
DMU𝑗 = DMU𝑖;决

策单元DMU𝑖称为单位元,如果对于任意的DMU𝑗均

有DMU𝑖

⋁
DMU𝑗 = DMU𝑖.

由定义 5易知零元与单位元的投入产出数据. 其

中: 零元的投入产出数据为

X = (max{𝑥11, 𝑥12, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥1𝑛},max{𝑥21, 𝑥22, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥2𝑛},
⋅ ⋅ ⋅ ,max{𝑥𝑚1, 𝑥𝑚2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑚𝑛})T,

Y = (min{𝑦11, 𝑦12, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦1𝑛},min{𝑦21, 𝑦22, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦2𝑛},
⋅ ⋅ ⋅ ,min{𝑦𝑠1, 𝑦𝑠2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦𝑠𝑛})T;

单位元的投入产出数据为

X = (min{𝑥11, 𝑥12, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥1𝑛},min{𝑥21, 𝑥22, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥2𝑛},
⋅ ⋅ ⋅ ,min{𝑥𝑚1, 𝑥𝑚2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑚𝑛})T,
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Y = (max{𝑦11, 𝑦12, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦1𝑛},max{𝑦21, 𝑦22, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦2𝑛},
⋅ ⋅ ⋅ ,max{𝑦𝑠1, 𝑦𝑠2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦𝑠𝑛})T.

3 决决决策策策单单单元元元之之之间间间的的的距距距离离离

通过引进决策单元之间的交并运算和相关样本

决策单元,能够建立起各个决策单元之间的特殊关系.

然而,在实际问题中这种特殊关系的构造需要可靠的

依据.利用数学理论引进决策单元之间的距离概念,

并根据该距离建立决策单元之间的特殊关系,那么这

种特殊关系的建立就有了理论技术支撑.

3.1 决决决策策策单单单元元元投投投入入入产产产出出出数数数据据据处处处理理理

数据包络分析方法在评价决策单元之间的有效

性时, 由于所选取的指标权重的任意性, 可不考虑决

策单元投入产出数据的量纲; 然而, 在研究决策单元

之间的差异、距离等概念时,不考虑决策单元投入产

出数据的量纲显然是不合理的. 在统计学理论中可以

通过中心化变换、标准化变换、极差标准化变换及极

差正规化变换对数据和变量进行无量纲化处理. 中心

化变换和标准化变换虽然对数据进行了无量纲化处

理, 但数据的变化区间仍然不是固定区间, 导致在对

不同组其他的数据进行比较时并不通用. 极差标准化

变换虽然对数据进行了无量纲化处理,并将数据投影

到了 [−1, 1]区间内,但由于存在负数的情形, 在数据

包络分析方法中也不是一种较科学的无量纲化数据

处理方法. 极差正规化变换不仅消除了决策单元之间

的量纲,同时也将数据投影到了 [0, 1]区间内,因此该

方法比较适合对数据包络分析方法中的数据进行相

关处理.为了了解该方法, 下面对数据包络分析方法

中的投入产出数据进行相关处理.

3.1.1 投投投入入入数数数据据据的的的极极极差差差正正正规规规化化化变变变换换换方方方法法法

已知决策单元的投入数据为X 𝑖 = (𝑥1𝑖, 𝑥2𝑖, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑥𝑚𝑖)

T, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛,经极差正规化变换后的第 𝑖个

决策单元的投入数据为

X̄ 𝑖 = (𝑥̄1𝑖, 𝑥̄2𝑖, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥̄𝑚𝑖)
T, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛,

其中

𝑥̄𝑘𝑖 =

𝑥𝑘𝑖 −min{𝑥𝑘1, 𝑥𝑘2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑘𝑛}
max{𝑥𝑘1, 𝑥𝑘2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑘𝑛} −min{𝑥𝑘1, 𝑥𝑘2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑘𝑛} ,

𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚.

3.1.2 产产产出出出数数数据据据的的的极极极差差差正正正规规规化化化变变变换换换方方方法法法

已知决策单元的产出数据为Y 𝑖 = (𝑦1𝑖, 𝑦2𝑖, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑦𝑠𝑖)

T, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, 经极差正规化变换后的第 𝑖个

决策单元的产出数据为

Ȳ 𝑖 = (𝑦1𝑖, 𝑦2𝑖, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦𝑠𝑖)T, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛,

其中

𝑦𝑘𝑖 =

𝑦𝑘𝑖 −min{𝑦𝑘1, 𝑦𝑘2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦𝑘𝑛}
max{𝑦𝑘1, 𝑦𝑘2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦𝑘𝑛} −min{𝑦𝑘1, 𝑦𝑘2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦𝑘𝑛} ,

𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠.
决策单元的投入产出数据虽然经极差正规化变

换后消除了量纲,并投影到了 [0, 1]区间内,但当决策

单元之间的投入产出数据之间的差距较小时,即当分

母较少时可能将原数据之间的差距扩大化. 在这种情

况下, 本文提出对于投入产出数据的相关处理方法.

假设决策单元的投入产出数据均是非负的,如果存在

负数,则可通过平移等方式将数据均转化为非负数据.

3.1.3 投投投入入入数数数据据据的的的放放放大大大缩缩缩小小小化化化处处处理理理

已知决策单元的投入数据为X 𝑖 = (𝑥1𝑖, 𝑥2𝑖, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑥𝑚𝑖)

T, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛,该数据的放大缩小化处理后的

投入数据变为

X̄ 𝑖 = (𝑥̄1𝑖, 𝑥̄2𝑖, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥̄𝑚𝑖)
T, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛,

其中

𝑥̄𝑘𝑖 =
𝑥𝑘𝑖

max{𝑥𝑘1, 𝑥𝑘2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑘𝑛} , 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚.

3.1.4 产产产出出出数数数据据据的的的放放放大大大缩缩缩小小小化化化处处处理理理

已知决策单元的投入数据为Y 𝑖 = (𝑦1𝑖, 𝑦2𝑖, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑦𝑠𝑖)

T, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛,该数据的放大缩小化处理后的

产出数据变为

Ȳ 𝑖 = (𝑦1𝑖, 𝑦2𝑖, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦𝑠𝑖)T, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛,
其中

𝑦𝑘𝑖 =
𝑦𝑘𝑖

max{𝑦𝑘1, 𝑦𝑘2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦𝑘𝑛} , 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠.

决策单元的投入产出数据经放大缩小化处理后

不仅投影到了 [0, 1]区间内, 同时消除了决策单元投

入产出数据的量纲,而更为重要的是因为数据是由等

比例放大或缩小得到的,故使用经处理后的数据计算

出的决策单元的效率值与原决策单元的效率值是相

同的.从这几点上来讲, 投入产出数据的放大缩小化

处理方式更为合理.

3.2 决决决策策策单单单元元元之之之间间间的的的距距距离离离

在本节中假设决策单元的投入产出数据已经

根据实际问题的需要进行了必要地处理.经处理后

的决策单元投入产出数据如下: X̄ 𝑖 = (𝑥̄1𝑖, 𝑥̄2𝑖, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑥̄𝑚𝑖)

T, Ȳ 𝑖 = (𝑦1𝑖, 𝑦2𝑖, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦𝑠𝑖)T, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.

1)绝对值距离.

决策单元DMU𝑖与DMU𝑗之间的绝对值距离定

义如下:

𝑑𝑖𝑗 =

𝑚∑
𝑘=1

∣𝑥̄𝑘𝑖 − 𝑥̄𝑘𝑗 ∣+
𝑠∑

𝑘=1

∣𝑦𝑘𝑖 − 𝑦𝑘𝑗 ∣.
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2)欧几里得距离.

决策单元DMU𝑖与DMU𝑗之间的欧几里得距离

定义如下:

𝑑𝑖𝑗 =

√√√⎷ 𝑚∑
𝑘=1

(𝑥̄𝑘𝑖 − 𝑥̄𝑘𝑗)2 +

𝑠∑
𝑘=1

(𝑦𝑘𝑖 − 𝑦𝑘𝑗)2.

3)闵克夫斯基距离.

决策单元DMU𝑖与DMU𝑗之间的闵克夫斯基距

离定义如下:

𝑑𝑖𝑗 =
( 𝑚∑

𝑘=1

(𝑥̄𝑘𝑖 − 𝑥̄𝑘𝑗)
𝑞 +

𝑠∑
𝑘=1

(𝑦𝑘𝑖 − 𝑦𝑘𝑗)
𝑞
) 1

𝑞

.

4)切比雪夫距离.

决策单元DMU𝑖与DMU𝑗之间的切比雪夫距离

定义如下:

𝑑𝑖𝑗 = max{ max
1⩽𝑘⩽𝑚

(𝑥̄𝑘𝑖 − 𝑥̄𝑘𝑗), max
1⩽𝑘⩽𝑠

(𝑦𝑘𝑖 − 𝑦𝑘𝑗)}.
由此容易看出,绝对值距离、欧几里得距离和切

比雪夫距离均是闵克夫斯基距离的特殊情形,因此只

需给出闵克夫斯基距离的计算方法即可计算出所有

的距离.

3.2.1 决决决策策策单单单元元元之之之间间间距距距离离离的的的应应应用用用

决策单元在生产前沿面上的投影过程本质上是

将一个无效或弱有效的决策单元投影为有效的决策

单元的过程,而决策单元的投影又可分为面向投入的

投影、面向产出的投影和面向投入产出的投影.根据

决策单元之间的距离可对决策单元进行投影.

1)决策单元面向投入产出的最新投影方式.

传统数据包络分析方法中的投影方式所获得的

决策单元未必是一个有效的现存决策单元. 如果根据

决策单元之间的距离,将一个无效或弱有效的决策单

元投影为与该决策单元最近的有效决策单元,则这种

投影方式所获得的决策单元自然就是一个现存的决

策单元了.

2)决策单元面向投入的改进方式.

决策单元在生产前沿面上的面向投入的投影方

式是, 在通过减少投入而不改变产出的前提下, 将一

个无效或弱有效的决策单元投影为有效决策单元的

过程.决策单元的面向投入产出的投影方式可分解为

面向投入的改进方式和面向产出的改进方式.通过这

两种改进方式最终可将决策单元投影为有效的决策

单元.下面提出决策单元面向产出的改进方式.

在考虑决策单元与决策单元之间的距离时, 由

于无需考虑产出数据的具体情况,本文仅考虑决策单

元的投入数据之间的差距,从而对其进行改进.此时,

可引进决策单元投入数据之间的距离, 获得决策单

元DMU𝑖和DMU𝑗之间的投入数据的闵克夫斯基距

离定义如下:

𝑑𝑖𝑗 =
( 𝑚∑

𝑘=1

(𝑥̄𝑘𝑖 − 𝑥̄𝑘𝑗)
𝑞
) 1

𝑞

.

通过计算上述距离便可找到面向投入的决策单元的

最易改进方式.

3)决策单元面向产出的改进方式.

与前面的讨论类似, 可获得决策单元DMU𝑖与

DMU𝑗之间产出数据的闵克夫斯基距离定义如下:

𝑑𝑖𝑗 =
( 𝑠∑

𝑘=1

(𝑦𝑘𝑖 − 𝑦𝑘𝑗)
𝑞
) 1

𝑞

.

通过计算上述距离便可找到面向产出的决策单元的

最易改进方式.

3.2.2 总总总 结结结

决策单元之间的距离概念为决策单元的投影与

改进提供了新的理论依据. 通过决策单元之间距离的

大小可对决策单元进行改进. 距离越小表明决策单元

之间的差异越小, 在实际中改进起来较容易实现.不

同的距离定义方式提供了决策单元改进的相关信息.

由决策单元之间的绝对值距离可以知道在将一个效

率值较低的决策单元改进为效率值较高的决策单元

时所需要改进的“总距离”.决策单元之间的欧几里

得距离体现了两个决策单元之间的“实际距离”; 而

决策单元之间的切比雪夫距离体现了决策单元改进

幅度最大的那一项投入或产出数据; 因此,可将其定

义为决策单元改进的“难度系数”. 在通常情况下,将

一个较次的数据改进为较好的数据实现起来较为困

难,而将一个较好的数据改进为较次的数据相对容易.

例如,将决策单元的投入数据减少起来相对困难,但

增加投入却比较容易实现. 因此,在进行决策单元的

改进时, 更应考虑将较次的数据改进为较好的数据,

从而在利用决策单元之间的距离对决策单元进行改

进时, 更应考虑较次的数据与较好数据之间的差异.

如果决策单元DMU𝑖朝向决策单元DMU𝑗改进,则定

义DMU𝑖与DMU𝑗之间的改进距离为

𝑑𝑖𝑗 =
( 𝑚∑

𝑘=1

(1 + sig(𝑥̄𝑘𝑖 − 𝑥̄𝑘𝑗)

2

)
(𝑥̄𝑘𝑖 − 𝑥̄𝑘𝑗)

𝑞+

𝑠∑
𝑘=1

(1− sig(𝑦𝑘𝑖 − 𝑦𝑘𝑗)

2

)
(𝑦𝑘𝑖 − 𝑦𝑘𝑗)

𝑞
) 1

𝑞

,

其中 sig(⋅)为符号函数,具体定义如下:

sig(𝑥) =

⎧⎨⎩
0, 𝑥 = 0;

1, 𝑥 > 0;

−1, 𝑥 < 0.

在得到决策单元之间的改进距离后,便可根据实
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际问题的需要对决策单元进行交并运算,争取实现将

无效的或弱有效的决策单元投影为有效的决策单元.

4 基基基于于于格格格理理理论论论的的的数数数据据据包包包络络络分分分析析析方方方法法法典典典型型型

性性性质质质

为了深入了解在通过引进交并运算建立决策单

元格关系后的基于格理论的数据包络分析方法,下面

给出相关定理及其证明.

定定定理理理 1 基于格理论的数据包络分析方法中仅

存在唯一的单位元与零元,且有效的决策单元是唯一

的.

证证证明明明 根据零元与单位元的定义可知二者必是

唯一的,下面证明只有单位元是有效的.事实上,假定

DMU𝑖是单位元,因为对于任意的DMU𝑗 ,均有DMU𝑖⋁
DMU𝑗 = DMU𝑖,故DMU𝑖 ≻ DMU𝑗 ,即X 𝑖 ⩽ X 𝑗 ,

Y 𝑖 ⩾ Y 𝑗 , 因此只要DMU𝑗 ∕= DMU𝑖, 则必存在𝑥𝑘𝑖,

𝑥𝑘𝑗或 𝑦𝑡𝑖, 𝑦𝑡𝑗使得𝑥𝑘𝑖 < 𝑥𝑘𝑗或 𝑦𝑡𝑖 < 𝑦𝑡𝑗 . 由此可知,

如果存在其他有效的决策单元DMU𝑗 , 则在使该决

策单元有效的最优权重下, 因为每个权重都大于 0,

故DMU𝑖的效率值大于 1, 与假设矛盾, 由此定理得

证. 2
定定定理理理 2 如果DMU𝑖 ≺DMU𝑗 , DMU𝑖 ∕=DMU𝑗 ,

则DMU𝑖至多是弱有效的; 如果DMU𝑖 < DMU𝑗 ,

DMU𝑖 ∕= DMU𝑗 ,则DMU𝑖必是无效的.

证证证明明明 如果DMU𝑖 ≺ DMU𝑗 , DMU𝑖 ∕= DMU𝑗 ,

则必存在𝑥𝑘𝑖, 𝑥𝑘𝑗或 𝑦𝑡𝑖, 𝑦𝑡𝑗使得𝑥𝑘𝑖 > 𝑥𝑘𝑗或 𝑦𝑡𝑖 <

𝑦𝑡𝑗 , 从而DMU𝑖的效率值将小于等于DMU𝑗的效率

值, 且只有将那些使得𝑥𝑘𝑖 > 𝑥𝑘𝑗和 𝑦𝑡𝑖 < 𝑦𝑡𝑗的所有

权系数设为 0,才能保证这两个决策单元的效率值是

相等的. 在此情况下,如果DMU𝑗是有效的,则DMU𝑖

至多是弱有效的; 如果DMU𝑗是弱有效的, 则DMU𝑖

至多是弱有效的; 如果DMU𝑗是无效的, 则DMU𝑖必

是无效的.

如果DMU𝑖<DMU𝑗 ,则X 𝑖 > X 𝑗 , Y 𝑖 ⩾ Y 𝑗 ,或

X 𝑖 ⩽ X 𝑗 , Y 𝑖 < Y 𝑗 ,因此在任何一组权重𝒖T, 𝒗T下,

均有
𝒖TY 𝑖

𝒗TX 𝑖
<

𝒖T𝑐Y 𝑖

𝒗T𝑐X 𝑖
=

𝒖TY 𝑗

𝒗TX 𝑗
,

即决策单元DMU𝑖的效率值小于决策单元DMU𝑗的

效率值,从而DMU𝑖的效率值必小于 1,这表明DMU𝑖

是无效的. 2
定定定理理理 3 如果DMU𝑖

⋀
DMU𝑗 = DMU𝑖, 则有

DMU𝑖 ≺ DMU𝑗 ;如果DMU𝑖

⋁
DMU𝑗 = DMU𝑖,则有

DMU𝑖 ≻ DMU𝑗 .

证证证明明明 如果DMU𝑖

⋀
DMU𝑗 = DMU𝑖,则有

DMU𝑖

⋀
DMU𝑗 = DMU𝑖 = (X 𝑖,Y 𝑖)

⋀
(X 𝑗 ,Y 𝑗) =

(max(X 𝑖,X 𝑗), (Y 𝑖,Y 𝑗)) = (X 𝑖,Y 𝑖).

这表明max(X 𝑖,X 𝑗) = X 𝑖,min(Y 𝑖,Y 𝑗) = Y 𝑖, 从

而有X 𝑖 ⩾ X 𝑗 ,Y 𝑖 ⩽ Y 𝑗 , 即DMU𝑖 ≺ DMU𝑗 .类似

可以证明,如果DMU𝑖

⋁
DMU𝑗 = DMU𝑖,则有DMU𝑖

≻ DMU𝑗 . 2
定定定理理理 4 若DMU𝑖

⋀
DMU𝑗 ∕= DMU𝑖且DMU𝑖⋀

DMU𝑗 ∕= DMU𝑗 , 则DMU𝑖与DMU𝑗互不可比, 且

存在某两组权重使其中一个决策单元的效率值大于

另一决策单元的效率值.

证证证明明明 由于DMU𝑖

⋀
DMU𝑗 ∕= DMU𝑖且DMU𝑖⋀

DMU𝑗 ∕= DMU𝑗 , 由定理 3可知DMU𝑖与DMU𝑗互

不可比,从而有X 𝑖 ⩾ X 𝑗 , Y 𝑖 ⩽ Y 𝑗以及X 𝑖 ⩽ X 𝑗 ,

Y 𝑖 ⩾ Y 𝑗均不成立. 此时必存在𝑥𝑘𝑖, 𝑥𝑘𝑗 , 𝑦𝑡𝑖, 𝑦𝑡𝑗 ,使

得𝑥𝑘𝑖 >𝑥𝑘𝑗 , 𝑦𝑡𝑖 ⩽ 𝑦𝑡𝑗 .这样可找到一组权重使DMU𝑖

的效率值大于DMU𝑗的效率值.同时也存在𝑥𝑘𝑖, 𝑥𝑘𝑗 ,

𝑦𝑡𝑖, 𝑦𝑡𝑗使得𝑥𝑘𝑖 ⩾ 𝑥𝑘𝑗 , 𝑦𝑡𝑖 < 𝑦𝑡𝑗 ,这样也能找到一组权

重使DMU𝑗的效率值大于DMU𝑖的效率值. 2
定定定理理理 5 在任意一个具有多投入多产出的决策

问题中, 通过构造合理的样本决策单元, 可建立决策

单元之间的格论关系.

证证证明明明 事实上,根据决策单元之间交并运算的定

义,只要在原决策问题中再重新增加新引进的经交并

运算后获得的决策单元 (称之为样本决策单元[13]),便

可建立起决策单元之间的格论关系. 2
5 基基基于于于格格格理理理论论论的的的数数数据据据包包包络络络分分分析析析方方方法法法相相相关关关

算算算法法法

根据决策单元偏序关系的定义,可确定决策单元

之间的偏序关系.然而,当决策单元个数较多时,如果

采用人工计算的方法不仅速度慢且准确率也不高,因

此需要提供计算决策单元之间偏序关系的相关算法;

其次,为了计算出各个决策单元之间的交并运算也需

要提供相关算法; 最后,为了将决策单元之间的格论

关系图精确地绘制出来, 需要对各个决策单元进行

相关数据处理并获得最终效果图.算法的具体步骤如

下.

Step 1: 对决策单元的投入产出数据进行相关处

理,并选好决策单元之间所用的距离;

Step 2: 计算出所有决策单元中距离最小的两个

决策单元,并生成这两个决策单元在交并运算后的决

策单元;

Step 3: 判断是否已构造出零元或单位元,如果没
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有则返回Step 2,否则转Step 4;

Step 4: 根据定义确定由 Step 3所获得的所有决

策单元之间的偏序关系;

Step 5: 计算所有决策单元的效率值和弱有效效

率值;

Step 6: 计算由 Step 3获得的所有决策单元的经

单位化后的平均投入数据和产出数据;

Step 7: 以各决策单元的经单位化后的平均投入

数据和产出数据作为横纵轴,以决策单元的效率值作

为竖轴在空间中绘制各个决策单元,无效、有效和弱

有效的决策单元用不同的符号绘制;

Step 8: 绘制各个决策单元之间的偏序关系图,原

有决策单元的偏序关系和新增决策单元之间的偏序

关系将以不同的线段进行连接,最终将生成决策单元

之间的格论关系Hasse图.

6 实实实例例例演演演示示示

试利用基于格理论的数据包络分析方法评价内

蒙古自治区自然科学基金分配问题.表 1给出了相关
数据.

利用Matlab软件可计算获得决策单元之间的偏

序关系, 为了将结果可视化地显示出来, 图 1给出了

决策单元之间的偏序关系,表 2给出了决策单元偏序

关系矩阵.在本文所有图中, 横坐标表示决策单元的

投入数据经单位化后求和的平均投入数据,纵坐标表

示产出数据经单位化后求和的平均产出数据,竖坐标

表示决策单元的效率值, 黑点代表无效的决策单元,

星星代表有效的决策单元.

表 1 “十一五”期间自治区批准自然科学基金及获批国家自然科学基金数量、经费分布表

序号 学部 自治区批准数量 自治区批准经费 获批国家数量 获批国家经费

1 数理科学部 94 260 37 1 020

2 化学科学部 93 431 53 1 207

3 生命科学部 688 2 498 262 6 574

4 地球科学部 52 182 38 887

5 工程与材料科学部 165 752 88 2 400

6 信息科学部 88 296 32 753

7 管理科学部 57 187 19 465.8

表 2 CCR模型中决策单元投入产出数据偏序关系表

学 部 数理科学部 化学科学部 生命科学部 地球科学部 工程与材料科学部 信息科学部 管理科学部

数理科学部 1 0 0 1.279 0 0 0

化学科学部 0 1 0 1.394 0 0 0

生命科学部 1.238 1.349 1 6.819 1.345 0 0

地球科学部 0 0 0 1 0 0 0

工程与材料 0 0 0 1.467 1 0 0

信息科学部 1.071 1.063 0 1.777 1.03 1 0

管理科学部 1.093 1.048 1.002 1.502 1.033 1.013 1

0

0.5

1.0 0

0.5

1.0

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

7
6

1
2

5

4

3

!"#$%&'( !"#$%&)*

+
,

-

图 1 决策单元偏序关系图

由图 1可以直观地看出决策单元之间所存在的

偏序关系.由表 2可观察出决策单元之间存在的差距.

通过偏序关系容易得知决策单元可能的排序结果:地

球科学部确定排在第一; 管理科学部确定排在最后;

生命科学部和信息科学部排在管理科学部的前面,但

前后顺序不确定;化学科学部、数学科学部和工程与

材料科学部将排在生命科学部和信息科学部的前面,

但具体顺序也不确定.进一步不难得知, 如果利用偏

序关系对决策单元进行分类, 则分类结果为:地球科

学部为一类, 管理科学部为一类, 生命科学部和信息

科学部为一类,数理科学部、化学科学部和工程与材

料科学部为一类,每一类的特点是在该类中无法确定

前后排序顺序.最后, 通过偏序关系还可得知决策单

元的逐步改进方式和投影方式. 所有学部的有效投影
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表 3 增加产出指标后“十一五”期间自治区批准自然科学基金及获批国家自然科学基金数量、经费分布表

序号 学 部 自治区批准数量 自治区批准经费 获批国家数量 获批国家经费 发表论文 经济社会贡献

1 数理科学部 94 260 37 1020 200 2

2 化学科学部 93 431 53 1207 150 2

3 生命科学部 688 2498 262 6574 1800 10

4 地球科学部 52 182 38 887 80 1

5 工程与材料科学部 165 752 88 2400 400 3

6 信息科学部 88 296 32 753 60 5

7 管理科学部 57 187 19 465.8 30 7

模式为地球科学部.管理科学部可选择不同的逐步改

进模式最终投影为地球科学部,如先投影为信息科学

部,然后再投影为数理科学部,最终投影为地球科学

部.其他学部也可选择类似的投影模式. 不难发现,此

投影模式的优点在于给决策者提供逐步改进方式及

现有的投入产出模式,从而在实践中更易实现.

容易证明,在例 1中决策单元之间构成的偏序关

系为格论关系,没有必要通过引进相关方法来建立格

论关系.然而,如果再增加两个产出指标,如发表学术

论文和对经济社会的贡献指标,则如表 3所示.

图 2给出了添加发表论文及经济社会贡献指标

后决策单元的偏序关系图.由图 2可知, 决策单元之

间不存在任何偏序关系,但决策单元 2和 6是无效的.

此时决策单元 2和 6应如可改进为有效决策单元？如

果利用基于格理论的数据包络分析方法对决策单元

2和 6引进交并运算, 则得到如图 3所示的决策单元

特殊关系图.不难发现,在理想情况下,决策单元 2和

6合作后改进为有效的决策单元 8, 表明了这种合作

方式存在着一定意义;而在最差情况下可能变坏为决

策单元 9,这表明了合作可能存在的风险. 进一步不难

发现决策单元 2, 6, 8和 9将构成格.
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图 2 增加指标后的决策单元偏序关系图

进一步, 如果利用决策单元之间的最短距离概

念, 对所有决策单元引进交并运算, 则获得如图 4所

示的决策单元格论关系图.

图 4中,新增样本决策单元为原有决策单元经交

并运算后生成的决策单元, 其中决策单元 16是有效

的单位元,决策单元 13是零元. 通过决策单元最终建

立起的格论关系,可获得基于最短距离决策单元合并

方式,以及经合并后的最优投入产出模式和最差投入

产出模式.
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图 3 决策单元格论关系图
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图 4 决策单元总格论关系图

7 结结结 论论论

通过引进决策单元之间的交并运算和距离的概

念, 建立了数据包络分析方法与格论之间的特殊关

系.该方法可以为数据包络分析领域提供新的数学理

论支撑.在此过程中, 首先建立的决策单元之间的偏

序关系, 不仅为决策者提供了具有较大参考价值的

决策信息, 也为传统决策单元的投影方式提供了新

思路.这种投影方法所投影到的是一个现存的决策单

元,而传统投影方式不具备这样性质. 在基于不同距

离的决策单元之间引进并运算为企业的合作和各种

团队的建设提供了可能理想的投入产出模式,而交运
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算的引进则提供了可能最差的投入产出模式. 与此同

时,基于格理论的数据包络分析方法中的零元和单位

元,给出了今后所有决策单元改进或变坏时的最优及

最差情形,而决策单元之间的偏序关系图和格论关系

图的引进,使得众多决策者可直观地观察出各个决策

单元的相关信息,以便为今后的决策提供更可靠的决

策依据.
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