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摘 要: 针对非线性非高斯离散动态系统中的状态估计问题, 基于高斯和递推关系, 提出一种高斯和状态估计算

法GSSRCKF. 首先将状态噪声、观测噪声及滤波初值均表示为高斯和的形式, 以平方根容积卡尔曼滤波为子滤波器

分别估计各高斯子项对应的系统状态; 然后结合各子项对应的权值实现全局估计; 最后设计高斯子项对应权值的自

适应策略, 并采用约简控制法降低计算复杂度. 仿真结果验证了所提出的算法在滤波稳定性方面的优越性.

关键词: 非线性非高斯；状态估计；平方根容积卡尔曼滤波；高斯和滤波；自适应滤波权值

中图分类号: U249 文献标志码: A

Adaptive Gaussian sum method based on squared-root cubature Kalman
filter for state estimation

LIU Yua, DONG Kaia, LIU Juna, QI Lina, XIAO Chu-wanb

(a. Research Institute of Information Fusion，b. Training Center of New Equipment，Naval Aeronautical and Astronautical

University，Yantai 264001，China．Correspondent：LIU Yu，E-mail：liuyu77360132@126.com)

Abstract: For the state estimation of nonlinear non-Gaussian discrete dynamic systems, based on the Gaussian sum

recursive relations, a Gaussian sum squared-root cubature Kalman filter (GSSRCKF) for state estimation is proposed. On the

assumption that the probability density functions of process noises, measurement noises and initial condition are denoted by

a Gaussian sum or approximated by a Gaussian sum, a bank of squared-root cubature Kalman filters (SRCKF) are used as

the Gaussian sub-filters to estimate the state of the system respectively in GSSRCKF. Then, the different filtering results are

combined to the global state estimation according to the corresponding weights, which are set as adaptive process parameters

at each filtering time. And the effective reduction method is adopted to reduce the computational complexity. The simulation

results verify the superiority of the proposed method on filter consistency.
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0 引引引 言言言

离散随机动态系统中的状态估计是一个迅速发

展的研究问题, 在目标跟踪、卫星导航、信号处理、决

策分析、自适应与最优控制等领域具有举足轻重的地

位及广阔的应用前景[1].

贝叶斯理论是解决递归状态估计问题的常用方

法, 即基于量测并通过状态概率密度函数 (PDF)的贝

叶斯递归关系 (BRR)来实现状态的估计. 概率密度函

数可以提供完整的状态描述, 但其本身是不可观测

的, 只有在某些特殊情况下才能取得贝叶斯递归关系

的直接解, 比如线性高斯系统, 在其他情况下, 需要采

用有效的近似方法. 根据估计结果的有效性, 可以将

现有的近似方法分为两类[2]: 第 1种方法仅仅根据一

系列相邻点估计来计算最终估计结果, 称为局部估计

方法; 第 2种方法利用整个状态空间的信息进行估计,

称为全局估计方法. 标准的局部估计方法通过泰勒级

数的展开 (取一阶或者二阶)来近似状态或者量测方

程中的非线性函数. 基于此种近似方法, 通过贝叶斯

递归关系的推导就产生了相应的一阶和二阶扩展卡

尔曼滤波算法[3].

近十年来, 研究者们基于多项式内插法[4-8]、不

敏变换 (UT)[6-11]等思想, 开发出一系列新的局部估计

滤波算法. 采用 Stirling多项式内插法来近似非线性

函数, 即推导出中心差分滤波器 (DDF)[4]. 此外, 摒弃
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了对系统方程中非线性函数直接近似替换的思想,

UT采用一系列确定性的加权点 (称为 Sigma点)经

过非线性函数传播之后, 对状态估计中的概率密

度函数进行近似. 主要代表算法有不敏卡尔曼滤波

(UKF)[9]、高斯厄米特滤波 (GHF)[6]. 此类局部估计算

法也常称为Sigma点卡尔曼滤波, 例如UKF基于UT

思想选择 2𝑛 + 1 (𝑛为状态维数)个具有权值的 Sigma

点来近似状态变量的均值. 这些Sigma点经过非线性

函数传播后捕获到的均值和方差可以达到非线性函

数真实值的 3阶精度, 相对于EKF, 不仅提高了估计

精度, 也克服了EKF易于发散、只适用于弱非线性系

统的缺点; 另一方面, 由于使用确定性采样 Sigma点,

UKF避免了粒子滤波 (PF)容易出现粒子退化、计算

量大以及实时性差等问题. 然而, UKF必须调节系统

参数才能达到理想效果, 且在高维系统中容易出现数

值不稳定的现象[11].

近年来, Arasaratnam同样从分布近似的角度推

导出一种 3阶球面-径向容积规则, 提出了容积卡尔

曼滤波 (CKF)[12]. CKF通过 2𝑛个等权值容积点来传

播系统状态的均值和方差, 能获得较高的滤波精度.

CKF具备UKF的优点, 且无需像UKF一样调节各参

数因子, 其容积点及其权值仅由状态维数唯一确定,

可以预先计算和存储, 所以算法设计和实现更为简单,

受到了广大学者的高度重视. 此外, CKF的平方根形

式 (SRCKF)更是在CKF基础上提高了滤波的稳定性.

由于局部估计方法对状态估计中条件概率密度

函数的近似只考虑了二阶矩信息, 此类方法在非高斯

系统中并不实用. 而全局估计方法可以提供条件概

率密度函数的完整信息, 能够在非线性非高斯系统

中取得更高的估计质量. 然而, 估计质量的提高是以

牺牲计算功耗为代价的.目前, 全局估计方法的设计

主要有以下 3种途径: 1)基于系统近似及概率密度函

数高斯和近似的分析法[13-14]; 2)以数值方式求解贝

叶斯递归关系中积分式的数值法[15-16]; 3)基于Monte

Carlo的仿真法[17-18].

实际上, 分析类的全局估计方法利用了一系列的

局部方法, 例如高斯和滤波 (GSF)采用了一系列扩展

卡尔曼滤波器, Sigma点高斯和滤波 (SPGSF)采用了

一系列 Sigma点滤波器. 分析类的全局估计方法能够

利用多个局部滤波器克服概率密度函数的多模性问

题, 因而可以取得相当高的估计质量.

基于以上分析, 本文主要针对非线性非高斯系

统中的状态估计问题, 研究新的更有效的分析类全局

估计算法. 基于SRCKF滤波分析, 结合量测似然函数

的利用, 在权值自适应准则中引入更多的有用信息,

提出一种基于 SRCKF的权值自适应高斯和滤波算法

(GSSRCKF), 并结合仿真比较证明了GSSRCKF的有

效性.

1 基基基于于于SRCKF的的的状状状态态态估估估计计计

考虑如下离散非线性随机系统:
𝑥𝑘+1 = 𝑓𝑘(𝑥𝑘) + 𝑤𝑘, 𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ ; (1)

𝑧𝑘 = ℎ𝑘(𝑥𝑘) + 𝑣𝑘, 𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ . (2)

其中: 向量𝑥𝑘 ∈ 𝑹𝑛𝑥、𝑧𝑘 ∈ 𝑹𝑛𝑧 分别表示 𝑘时刻的系

统状态及量测; 𝑓𝑘 : 𝑹𝑛𝑥 → 𝑹𝑛𝑥、ℎ𝑘 : 𝑹𝑛𝑥 → 𝑹𝑛𝑧 分

别表示状态转移矩阵及量测矩阵; 𝑤𝑘 ∈ 𝑹𝑛𝑥、𝑣𝑘 ∈
𝑹𝑛𝑧分别表示过程噪声及量测噪声, 且相互独立. 假设

已预知过程噪声及量测噪声的概率密度函数分别为

𝑝(𝑤𝑘)和 𝑝(𝑣𝑘), 初始状态为𝑥0, 初始概率密度函数为

𝑝(𝑥0), 且初始状态与噪声无关.

状态估计的主要目标是, 基于量测 𝒛𝑘 ≜ [𝑧0, 𝑧1,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑧𝑘], 解算被估目标的状态信息, 并以条件概率

密度函数的形式表示估计结果. 通常情况下, 状态

估计要求解算出目标的一阶矩信息 (状态 �̂�𝑘/𝑘 =

E[𝑥𝑘∣𝒛𝑘])及 二 阶 矩 信 息 (协 方 差 矩 阵𝑷𝑘/𝑘 =

COV[𝑥𝑘∣𝒛𝑘]), 例 如𝑷𝑘/𝑘(𝑥𝑘∣𝒛𝑘) ≈ 𝑁{𝑥𝑘 : �̂�𝑘/𝑘,

𝑷𝑘/𝑘}[11].

1.1 CKF数数数值值值积积积分分分近近近似似似法法法

在阐述CKF滤波原理之前, 先介绍求容积的

数值记分近似法.考虑如下高斯密度函数的𝑛维积

分[12,19]:
𝑰(𝑓) =

w
𝑹𝑛

𝑓(𝑥) exp(−𝑥T𝑥)d𝑥. (3)

其中: 𝑓(𝑥)为任意函数, 𝑹𝑛为积分区域. 贝叶斯理论

求解非线性高斯滤波的关键问题在于计算式 (3)所示

积分, 其积分项 𝑓(𝑥) exp(−𝑥T𝑥)可以概括为具有“非

线性函数×高斯概率密度”形式的多维积分.

令𝑥 = 𝑟𝑦, 𝑦T𝑦 = 1, 𝑟 ∈ [0,∞), 则式 (3)可表示为

𝑰(𝑓) =
w ∞
0

w
𝑼𝑛

𝑓(𝑟𝑦)𝑟𝑛−1 exp(−𝑟2)d𝜎(𝑦)d𝑟. (4)

其中: 𝑼𝑛 = {𝑦 ∈ 𝑹𝑛∣𝑦T𝑦 = 1}为半径为 1的超球面;

𝜎(⋅)为球面度量单位或𝑼𝑛 的面积微元. 将式 (4)化简

得

𝑰(𝑓) =
w ∞
0

𝑺(𝑟)𝑟𝑛−1 exp(−𝑟2)d𝑟, (5)

𝑺(𝑟) =
w
𝑼𝑛

𝑓(𝑟𝑦)d𝜎(𝑦). (6)

这样, 𝑛维积分式 (3)便变换为如式 (5)和 (6)所示的球

面-径向积分形式, 可采用球面积分原理及径向原理

求解, 如下式所示, 从而形成CKF滤波算法.w
𝑼𝑛

𝑓(𝑦)d𝜎(𝑦) ≈ 𝑤

2𝑛∑
𝑖=1

𝑓 [𝑢]𝑖, (7)

w 𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑤(𝑥)d𝑥 ≈ 𝑤𝑖

𝑚∑
𝑖=1

𝑓(𝑥𝑖). (8)

式 (7)显示了球面积分原理下的一种 3阶球面积
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分结构, 其中 [𝑢]𝑖 表示生成算子的第 𝑖个元素. 式 (8)

展示了球面径向原理, 即𝑚点高斯积分可以等价为

(2𝑚− 1)个多项式求和形式, 其中𝑤(𝑥)是一个在积分

区间 [𝑎, 𝑏]上非负的权重函数.

更为具体地, CKF利用球面径向准则选取 2𝑛 (𝑛

为状态维度)个具有相应权值的点集 (𝑤𝑖, 𝜉𝑖), 用于逼

近非线性状态的后验均值和协方差, 如下所示:

𝑰(𝑓) =

𝑚∑
𝑖=1

𝑤𝑖𝑓(𝜉𝑖). (9)

其中 ⎧⎨⎩
𝜉𝑖 =

√
𝑛[1]𝑖,

𝑤𝑖 =
1

2𝑛
,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛.

(10)

这里 [1]𝑖 表示集合 [1]的第 𝑖列. 若𝑛 = 2, 则有

[1] = {[1, 0]T, [0, 1]T, [−1, 0]T, [0,−1]T}. (11)

按照以上方法计算出容积点集之后, 可以执行

CKF中的时间更新和量测更新步骤.

1.2 平平平方方方根根根容容容积积积卡卡卡尔尔尔曼曼曼滤滤滤波波波[12]

原理上, CKF滤波过程与UKF类似, 但其理论推

导更加严谨[12,19]. CKF采用了一种全新的点集近似

分布方法, 即基于Cubature准则, 产生 2𝑛个相同权值

的Cubature点, 经过非线性函数转换后生成新的点,

然后结合权值计算系统状态预测, 此过程中不需要对

非线性模型实施线性化.

CKF同样具备UKF的优良特性, 可以较好地处

理非线性系统的估计问题, 使用更少的采样点, 进一

步降低了计算代价, 且在 3维以上非线性系统中的优

势更为明显, 具有数值精度更高、滤波稳定性更高和

可采用平方根策略的优良特性[19].

然而, 在CKF的滤波递推过程中, 每一步都要计

算状态估计协方差矩阵𝑷𝑘/𝑘 以及一步预测协方差矩

阵𝑷𝑘/𝑘−1 的平方根, 具有计算量较大且数值不稳定

的缺点. 而平方根CKF (SRCKF)在CKF的基础上, 以

Cholesky分解的形式直接传播和更新状态协方差矩

阵的平方根, 降低了计算负担, 获得了更高的计算效

率, 同时能保证协方差矩阵的非负定性, 避免了滤波

器的发散, 提高了滤波的收敛速度和数值稳定性. 以

下详述SRCKF的滤波过程[12].

考虑如下𝑛维非线性离散状态空间模型:

𝑥𝑘 = 𝑓(𝑥𝑘−1, 𝑢𝑘−1) + 𝑤𝑘−1, 𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ ; (12)

𝑧𝑘 = ℎ(𝑥𝑘, 𝑢𝑘) + 𝑣𝑘, 𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ . (13)

其中: 𝑢𝑘 是已知的控制输入, 过程噪声𝑤𝑘−1 是零均

值、方差𝑸𝑘−1 的高斯白噪声, 量测噪声 𝑣𝑘 是零均

值、方差𝑹𝑘 的高斯白噪声.

Step 1 初始化. 设置状态初值𝑥0∣0, 协方差矩阵

初值𝑷0∣0, 协方差矩阵平方根因子的初始值𝑺0∣0, 其

中𝑷0∣0 = 𝑺0∣0𝑺T
0∣0.

Step 2 时间更新 (𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ).

Step 2.1: 计算当前状态的 2𝑛个容积点 (𝑖 = 1, 2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)

𝑿𝑖,𝑘−1∣𝑘−1 = 𝑺𝑘−1∣𝑘−1𝜉𝑖 + �̂�𝑘−1∣𝑘−1. (14)

Step 2.2: 计算容积点经过非线性状态转移函数

的预测值 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛)

𝑿∗
𝑖,𝑘∣𝑘−1 = 𝑓(𝑿𝑖,𝑘−1∣𝑘−1, 𝑢𝑘−1). (15)

Step 2.3: 结合权值和容积点预测值, 估计预测状

态 (SRCKF采用相等权值)

�̂�𝑘∣𝑘−1 =
1

2𝑛

2𝑛∑
𝑖=1

𝑿∗
𝑖,𝑘∣𝑘−1. (16)

Step 2.4: 估计预测误差协方差矩阵的平方根因

子

𝑺𝑘∣𝑘−1 = Tria([𝝌∗
𝑘∣𝑘−1 𝑺𝑄,𝑘−1]), (17)

其中𝑸𝑘−1 = 𝑺𝑄,𝑘−1𝑺
T
𝑄,𝑘−1, 且

𝝌∗
𝑘∣𝑘−1 =

1√
2𝑛

[𝑋∗
1,𝑘∣𝑘−1 − �̂�𝑘∣𝑘−1,

𝑋∗
2,𝑘∣𝑘−1 − �̂�𝑘∣𝑘−1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋∗

2𝑛,𝑘∣𝑘−1 − �̂�𝑘∣𝑘−1]. (18)

需要说明的是, 算法𝑺 = Tria(𝑨)意为先对矩阵

𝑨进行QR分解, 得到一个正规正交矩阵𝑩和一个上

三角矩阵𝑪, 令𝑺 = 𝑪T, 得到的𝑺即为上三角矩阵.

Step 3 量测更新.

Step 3.1: 计算更新状态容积点 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛)

𝑿𝑖,𝑘∣𝑘−1 = 𝑺𝑘∣𝑘−1𝜉𝑖 + �̂�𝑘∣𝑘−1. (19)

Step 3.2: 计算预测量测容积点 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛)

𝒁𝑖,𝑘∣𝑘−1 = ℎ(𝑿𝑖,𝑘∣𝑘−1, 𝑢𝑘). (20)

Step 3.3: 估计预测量测

𝑧𝑘∣𝑘−1 =
1

2𝑛

2𝑛∑
𝑖=1

𝒁𝑖,𝑘∣𝑘−1. (21)

Step 3.4: 估计新息协方差矩阵

𝑺𝑧𝑧,𝑘∣𝑘−1 = Tria([𝒁𝑘∣𝑘−1 𝑺𝑅,𝑘]), (22)

其中𝑹𝑘 = 𝑺𝑅,𝑘𝑺
T
𝑅,𝑘, 且

𝒁𝑘∣𝑘−1 =

1√
2𝑛

[𝒁1,𝑘∣𝑘−1 − 𝑧𝑘∣𝑘−1,

𝒁2,𝑘∣𝑘−1 − 𝑧𝑘∣𝑘−1, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝒁2𝑛,𝑘∣𝑘−1 − 𝑧𝑘∣𝑘−1]. (23)

Step 3.5: 估计互协方差矩阵

𝑷𝑥𝑧,𝑘∣𝑘−1 = 𝝌𝑘∣𝑘−1𝒁
T
𝑘∣𝑘−1, (24)
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其中

𝝌𝑘∣𝑘−1 =

1√
2𝑛

[𝑋1,𝑘∣𝑘−1 − �̂�𝑘∣𝑘−1,

𝑋2,𝑘∣𝑘−1 − �̂�𝑘∣𝑘−1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋2𝑛,𝑘∣𝑘−1 − �̂�𝑘∣𝑘−1]. (25)

Step 3.6: 估计 SRCKF滤波增益

𝑾𝑘 =

(𝑷𝑥𝑧,𝑘∣𝑘−1/𝑺
T
𝑧𝑧,𝑘∣𝑘−1)/𝑺𝑧𝑧,𝑘∣𝑘−1. (26)

Step 3.7: 基于 𝑘时刻新的量测 𝑧𝑘, 更新系统状态

�̂�𝑘∣𝑘 = �̂�𝑘∣𝑘−1 +𝑾𝑘(𝑧𝑘 − 𝑧𝑘∣𝑘−1). (27)

Step 3.8: 更新误差协方差矩阵的平方根因子

𝑺𝑘∣𝑘 =

Tria([𝝌𝑘∣𝑘−1 −𝑾𝑘𝒁𝑘∣𝑘−1 𝑾𝑘𝑺𝑅,𝑘]). (28)

2 基基基于于于SRCKF的的的自自自适适适应应应高高高斯斯斯和和和状状状态态态滤滤滤波波波

相关研究表明, SRCKF具有优越的非线性滤波

性能[12,19-21]. 为进一步解决非线性非高斯系统中的状

态滤波问题, 本文将系统状态的初始值、状态噪声、

观测噪声均表示成高斯和的形式, 用SRCKF作为非

线性滤波核心的高斯子滤波器, 得到满足高斯和形式

的状态预测和更新递推式, 提出一种基于 SRCKF的

分析类全局估计算法GSSRCKF, 并设计滤波过程中

各高斯子项对应的权值自适应策略. 此外, 为了克服

由于高斯子项个数随着时间的积累不断增加而带来

的计算负担, 在实际执行时, 根据权值大小限制最大

高斯子项个数, 以提高算法的实时性.

在自适应高斯和滤波算法中, 状态估计的过程

不仅需要求解状态均值及方差, 也需要计算高斯子项

对应的权值等参数.以下分 5个步骤详述GSSRCKF

的算法流程.

Step 1 初始化. 设置初始时间点 𝑘 = 0, 定义初

始状态 𝑝(𝑥0∣𝒛−1) = 𝑝(𝑥0), 并以其作为𝑁𝑘∣𝑘−1 个高斯

子项的求和.

采用期望最大化 (EM)[22]的方法, 将初始概率密

度函数 𝑝(𝑥0)、过程噪声概率密度函数 𝑝(𝑤𝑘)和量测

噪声概率密度函数 𝑝(𝑣𝑘)均通过高斯和的形式表示

(或者近似为高斯和的形式)如下:

𝑝(𝑥0) =

𝑁0∑
𝑖=1

𝛼
(𝑖)
0 𝑁{𝑥0; �̂�

(𝑖)
0 ,𝑷

(𝑖)
0 }, (29)

𝑝(𝑤𝑘) =

𝑞𝑘∑
𝑖=1

𝛽
(𝑖)
𝑘 𝑁{𝑤𝑘; �̂�

(𝑖)
𝑘 ,𝑸

(𝑖)
𝑘 }, (30)

𝑝(𝑣𝑘) =

𝑟𝑘∑
𝑖=1

𝛾
(𝑖)
𝑘 𝑁{𝑣𝑘; 𝑣(𝑖)𝑘 ,𝑹

(𝑖)
𝑘 }. (31)

其中: 𝛼(𝑖)
0 , 𝛽(𝑖)

𝑘 和 𝛾
(𝑖)
𝑘 为其对应高斯子项的权值, 且有

⎧⎨⎩

𝛼
(𝑖)
0 > 0,

𝑁0∑
𝑖=1

𝛼
(𝑖)
0 = 1;

𝛽
(𝑖)
𝑘 > 0,

𝑞𝑘∑
𝑖=1

𝛽
(𝑖)
𝑘 = 1;

𝛾
(𝑖)
𝑘 > 0,

𝑟𝑘∑
𝑖=1

𝛾
(𝑖)
𝑘 = 1.

(32)

Step 2 分布式滤波. 采用以下高斯和形式对滤

波概率密度函数进行近似:

𝑝(𝑥𝑘∣𝒛𝑘) ≈
𝑁𝑘∣𝑘∑
𝑖=1

𝛼
(𝑖)
𝑘∣𝑘𝑁{𝑥𝑘; �̂�

(𝑖)
𝑘∣𝑘,𝑷

(𝑖)
𝑘∣𝑘}, (33)

其中

𝑁𝑘∣𝑘 = 𝑁𝑘∣𝑘−1 ⋅ 𝑟𝑘. (34)

另外, 基于 𝑘 − 1时刻的预测状态均值 �̂�
(𝑗)
𝑘∣𝑘−1、预测

协方差矩阵𝑷
(𝑗)
𝑘∣𝑘−1、量测噪声均值 𝑣

(𝑙)
𝑘 及量测方差

矩阵𝑹
(𝑙)
𝑘 , 采用SRCKF算法计算 𝑘时刻第 𝑖个高斯子

项𝑁{𝑥𝑘; �̂�
(𝑖)
𝑘∣𝑘,𝑷

(𝑖)
𝑘∣𝑘}的滤波均值及协方差矩阵, 如式

(27)和 (28)所示.

此时, 关于第 𝑖个高斯子项状态估计的量测似然

函数可以表示为

𝜁
(𝑖)
𝑘 = 𝑝(𝑧𝑘∣𝒛𝑘−1) ≈ 𝑁{𝑧𝑘; 𝑧𝑘∣𝑘−1,𝑷𝑧,𝑘∣𝑘−1}. (35)

指标 𝑗和 𝑙的计算方式为⎧⎨⎩
𝑗 = 𝑖−

⌊ 𝑖− 1

𝑁𝑘∣𝑘−1

⌋
𝑁𝑘∣𝑘−1,

𝑙 = 1 +
⌊ 𝑖− 1

𝑁𝑘∣𝑘−1

⌋
.

(36)

其中: 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁𝑘∣𝑘; 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁𝑘∣𝑘−1; 𝑙 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟𝑘; 符号 ⌊𝑥⌋表示往下取整运算. 𝑘时刻高斯

子项对应的滤波权值𝛼
(𝑖)
𝑘∣𝑘 需要综合 3项信息, 即 𝑘

− 1时刻该子项对应的滤波权值𝛼
(𝑖)
𝑘∣𝑘−1、该子项中量

测噪声 pdf所占权值 𝛾𝑙
𝑘 以及该子项状态估计的似然

函数 𝜁
(𝑖)
𝑘 , 故设计𝛼

(𝑖)
𝑘∣𝑘 的自适应计算方式为

𝛼
(𝑖)
𝑘∣𝑘 =

𝛼
(𝑖)
𝑘∣𝑘−1𝛾

𝑙
𝑘𝜁

(𝑖)
𝑘

𝑁𝑘∣𝑘−1∑
𝑗=1

𝑟𝑘∑
𝑙=1

𝛼
(𝑗)
𝑘∣𝑘−1𝛾

𝑙
𝑘𝜁

(𝑁𝑘∣𝑘−1(𝑗−1)+𝑙)

𝑘

. (37)

Step 3 全局点估计. 各高斯子项得到 𝑘时刻的

滤波状态后, 可采用以下方程计算 𝑘时刻全局滤波均

值和协方差矩阵:

�̂�𝑘∣𝑘 = E[𝑥𝑘∣𝒛𝑘] =

𝑁𝑘∣𝑘∑
𝑖=1

𝛼
(𝑖)
𝑘∣𝑘�̂�

(𝑖)
𝑘∣𝑘, (38)

𝑷𝑘∣𝑘 = COV[𝑥𝑘∣𝒛𝑘] =

𝑁𝑘∣𝑘∑
𝑖=1

𝛼
(𝑖)
𝑘∣𝑘[𝑷

(𝑖)
𝑘∣𝑘 + (𝑥

(𝑖)
𝑘∣𝑘 − �̂�

(𝑖)
𝑘∣𝑘)(𝑥

(𝑖)
𝑘∣𝑘 − �̂�

(𝑖)
𝑘∣𝑘)

T]. (39)

同样, 其他时间点的状态估计也可由式 (33)∼ (39)计

算得到.
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Step 4 约简控制. 通常, 以高斯和形式分布的过

程噪声和量测噪声会随着时间的积累而导致高斯子

项个数的不断递增, 如式 (34)中的𝑁𝑘∣𝑘 及后文给出的

𝑁𝑘+1∣𝑘. 这势必大幅度增加计算开销, 降低滤波实时

性. 因此, 为提高算法的实时性, 同时保证滤波精度,

本文采取限制最大高斯子项个数的方法. 设置滤波过

程中高斯子项个数的上限为𝐺, 在 𝑘时刻计算出各高

斯子项估计均值及协方差之后, 只保留前𝐺个权重相

对较大的子高斯分布, 并将对应权值重新归一化, 以

降低计算复杂度. 需要说明的是, 𝐺值的选取需考虑

具体应用问题, 可参考文献 [23]中的选取方法.

Step 5 预测更新. 预测状态概率密度函数可由

下式表示:

𝑝(𝑥𝑘+1∣𝒛𝑘) ≈
𝑁𝑘+1∣𝑘∑
𝑖=1

𝛼
(𝑖)
𝑘+1∣𝑘𝑁{𝑥𝑘+1; �̂�

(𝑖)
𝑘+1∣𝑘,𝑷

(𝑖)
𝑘+1∣𝑘},

(40)

其中 ⎧⎨⎩𝑁𝑘+1∣𝑘 = 𝑁𝑘∣𝑘 ⋅ 𝑞𝑘,
𝛼
(𝑖)
𝑘+1∣𝑘 = 𝛼

(𝑖)
𝑘∣𝑘𝛽

(𝑖)
𝑘 .

(41)

可见, 𝑘时刻高斯子项对应的预测权值𝛼
(𝑖)
𝑘+1∣𝑘 的

计算综合了两项信息, 即 𝑘时刻该子项对应的滤波

权值𝛼
(𝑖)
𝑘∣𝑘 和该子项中过程噪声 pdf所占权值 𝛽

(𝑖)
𝑘 . 另

外, 基于 𝑘时刻估计状态均值 �̂�
(𝑗)
𝑘∣𝑘、估计方差矩阵

𝑷
(𝑗)
𝑘∣𝑘、过程噪声均值 �̂�

(𝑙)
𝑘 及其方差矩阵𝑸

(𝑙)
𝑘 , 采用

SRCKF算法计算 𝑘时刻第 𝑖个高斯子项𝑁{𝑥𝑘+1;

�̂�
(𝑖)
𝑘+1∣𝑘,𝑷

(𝑖)
𝑘+1∣𝑘}的预测均值及协方差矩阵, 如式 (16)

和 (17)所示.

此外, 指标 𝑗和 𝑙的计算方式为⎧⎨⎩
𝑗 = 𝑖−

⌊ 𝑖− 1

𝑁𝑘∣𝑘

⌋
𝑁𝑘∣𝑘,

𝑙 = 1 +
⌊ 𝑖− 1

𝑁𝑘∣𝑘

⌋
,

(42)

其中 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁𝑘+1∣𝑘.

至此, 𝑘时刻状态滤波过程已完成, 设置时间点

更新 𝑘 = 𝑘 + 1, 跳至Step 2, 实现逐步状态滤波.

3 仿仿仿真真真及及及分分分析析析

3.1 仿仿仿真真真设设设置置置

考虑如下经典非线性非高斯系统 (一维状

态)[17,24]:

𝑥𝑘+1 = 𝜑1𝑥𝑘 + sin(𝜔π𝑘) + 𝑤𝑘. (43)

其中: 过程噪声𝑤𝑘 服从伽马分布Ga(3, 2); 𝜑1、𝜔为

标量参数, 且 ∀𝑘, 𝜑1 = 0.5, 𝜔 = 0.04. 量测方程如下:

𝑧𝑘 =

⎧⎨⎩𝜑2𝑥
2
𝑘 + 𝑣𝑘, 𝑘 ⩽ 30;

𝜑3𝑥𝑘 − 2 + 𝑣𝑘, 𝑘 > 30.
(44)

其中: 量测噪声 𝑣𝑘 服从高斯分布𝑁{𝑣𝑘; 0, 10−5}; 𝜑2、

𝜑3 为标量参数, 且 ∀𝑘, 𝜑2 = 0.2, 𝜑3 = 0.5. 显然, 可以

得出式 (34)中的 𝑟𝑘 = 1, 式 (37)中的 𝛾𝑙
𝑘 = 1 (𝑙 = 1, 2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟𝑘). 初始状态由 5项高斯分布求和得到, 即

𝑝(𝑥0) =

5∑
𝑗=1

�̃�
(𝑗)
−1 ×𝑁{𝑥0; �̂�

(𝑗)
0 , 𝑃

(𝑗)
0 } =

5∑
𝑗=1

0.2×𝑁{𝑥0; 𝑗 − 3, 10}, (45)

且初始预测概率密度函数 𝑝(𝑥0∣𝑧−1) = 𝑝(𝑥0).

为更好地仿真实现本文讨论的分析类全局估计

算法, 基于EM算法, 以 3项高斯和的形式近似过程噪

声的伽马分布 (这就意味着式 (41)中的 𝑞𝑘 = 3), 如下

式所示:

𝑝(𝑤𝑘) = 0.29×𝑁{𝑤𝑘; 2.14, 0.72}+
0.18×𝑁{𝑤𝑘; 7.45, 8.05}+
0.53×𝑁{𝑤𝑘; 4.31, 2.29}. (46)

可见, 式 (41)中𝛽
(1)
𝑘 = 0.29, 𝛽(2)

𝑘 = 0.18, 𝛽(3)
𝑘 = 0.53.

由于文献 [24-26]中的仿真结果显示了GSUKF

等高斯和类算法在确定性采样型滤波器 (UKF, CKF)

的基础上大幅度提高了估计精度和稳定性, 加之本

文的仿真重点在于GSSRCKF相对GSUKF的优越性,

故在此不再赘述UKF和CKF的仿真性能, 而是集中

讨论GSSRCKF、文献 [24]所提的GSUKF以及传统

PF的比较分析. 其中: 设置仿真时间长度 𝑘 = 1, 2,

⋅ ⋅ ⋅ , 60, GSUKF中的尺度参数𝜅 = 3−𝑛 = 2. 此外, 滤

波过程中的高斯和个数上限应该由系统的非线性非

高斯程度以及系统精度和实时性要求来确定, 这将是

本文工作之后的研究方向, 故在本文的仿真研究中,

设置GSUKF和GSSRCKF滤波过程中高斯子项个数

的上限𝐺 = 10. 另一方面, PF作为高斯和滤波方法的

滤波精度标尺, 设置其滤波粒子数为 1 000个.

3.2 算算算法法法评评评价价价指指指标标标

算法的性能主要由以下两个指标进行评判.

1) 算法的估计精度由均方根误差 (RMSE)曲线

的比较进行评价.

RMSE𝑘 =

√√√⎷ 1

𝑀

𝑀∑
𝑖=1

(�̂�𝑘(𝑖)− 𝑥𝑘(𝑖))2. (47)

其中: 𝑥𝑘(𝑖)、̂𝑥𝑘(𝑖)分别表示第 𝑖次Monte Carlo仿真时

的状态真值与估计值, 𝑀 为Monte Carlo仿真次数.

2) 算法的可靠性由不可靠指数 (NCI)曲线的比

较进行评价.

NCI𝑘 =

𝑀∑
𝑖=1

{10 log10[(�̂�𝑘(𝑖)− 𝑥𝑘(𝑖))
2/𝑷𝑘∣𝑘(𝑖)]−

10 log10([(�̂�𝑘(𝑖)− 𝑥𝑘(𝑖))
2/Σ𝑘]}/𝑀. (48)

其中: 𝑷𝑘∣𝑘(𝑖)表示第 𝑖次Monte Carlo仿真时滤波器
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的状态估计协方差矩阵, Σ𝑘 表示状态估计的均方误

差[27-28].

对于上述算法评价指标, 一方面, RMSE以状态

真值与状态估计值之间欧氏距离的形式体现了估计

误差的大小, 实际上是一种对状态估计绝对误差的衡

量指标; 另一方面, NCI提供了一种衡量相对误差的

方法, 更多的是基于滤波器估计误差的协方差矩阵来

实现滤波的稳定性评估. NCI值越靠近零, 说明滤波

器越可靠越稳定.

3.3 仿仿仿真真真结结结果果果及及及分分分析析析

设置Monte Carlo次数𝑀 = 100. 图 1和图 2分别

给出了各算法的RMSE及NCI随时间的变化曲线. 表

1给出了各算法的平均RMSE、平均NCI及单个时间

点的平均耗时数据. 需要说明的是, 考虑到时间点 𝑘

> 30之后各算法的性能相近, 这里的平均数据是取前

30个时间点的数据进行算术平均.
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图 1 各算法的RMSE随时间变化曲线
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图 2 各算法的NCI随时间变化曲线

表 1 各算法性能指标及耗时比较

GSUKF GSSRCKF PF

RMSE 12.23 12.15 7.87

NCI 2.35 0.98 0.15

Time 9.2 7.3 127

从图 1可以看出: 当 𝑘 ⩽ 30时, 本文所设计的高

斯和滤波算法GSSRCKF与传统GSUKF的RSME结

果基本维持同一水平. 然而, 文献 [20]中所得出的结

论是: 在一维非线性系统中, UKF在求解“非线性函数

×高斯概率密度”形式的积分项时相对于CKF具有

稍高的估计精度. 在此需要解释的是, 由于本文算法

GSSRCKF采用了高斯子项的自适应权值策略, 相对

于传统的GSUKF能够更好地对非高斯项进行高斯和

近似, 从而能够更为准确地实现子滤波器的状态估

计, 得到尽可能优化的全局估计结果. 此外, 从仿真图

和表 1可以看出, 两种高斯和类滤波器的估计精度仍

然与粒子滤波有一定差距. 当 30 < 𝑘 ⩽ 60时, 由于系

统量测方程转为线性, 3种滤波器的RSME均靠近零

值, 说明各算法在线性系统中的滤波性能相对精确且

较为接近.

从图 2可以看出: 当 𝑘 ⩽ 30时, GSUKF的NCI值

最高, PF的NCI均值仅仅略高于零, 说明 PF在非线

性非高斯系统中的稳定滤波方面具有明显的优势. 特

别地, GSSRCKF的NCI均值约为GSUKF的一半, 这

是因为GSSRCKF基于SRCKF作为子滤波器, 更是

结合了权值自适应及高斯子项简约控制策略, 因此在

滤波稳定性方面更胜一筹, 能够有效提高滤波的收敛

速度和数值稳定性, 进一步防止滤波器的发散. 当 30

< 𝑘 ⩽ 60时, 3种滤波器的NCI值基本维持在零值附

近, 说明各算法在线性系统中均能实现稳定滤波.

此外, 表 1给出了 3种算法的平均性能指标和耗

时数据. 可见, GSUKF与GSSRCKF的滤波精度和计

算复杂度在同一个量级, PF在非线性非高斯系统的

滤波性能最优, 但其计算复杂度过高, 难以实现实

时滤波. 另一方面, 因为UKF单次滤波需要采样 2𝑛𝑥

+1个不敏点, 而 SRCKF只需采样 2𝑛𝑥 个容积点, 所以

SRCKF在单次滤波中的计算代价略低于UKF. 同理,

GSSRCKF相对于GSUKF在计算代价和实时性方面

也具有一定优势.

4 结结结 论论论

本文针对非线性非高斯动态系统中的状态估计

问题, 设计了基于平方根容积卡尔曼滤波的高斯和状

态估计算法, 详述了该算法的实施流程, 并采用典型

状态估计案例将本文算法与现有经典滤波算法进行

了仿真比较. 仿真结果表明, 本文算法在滤波稳定性

方面取得了较大改善, 计算损耗和滤波实时性也具有

一定优势, 为非线性非高斯系统中的状态估计问题提

供了一种新的解决方法. 今后将结合系统要求, 针对

滤波精度的提升及高斯子项个数自适应问题做进一

步的研究.
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[8] Šimandl M, Duník J. Derivative-free estimation methods:

New results and performance analysis[J]. Automatica.

2009, 45(7): 1749-1757.

[9] Julier S J, Uhlmann J K. A new method for the non-

linear transformation of means and covariances in filters

and estimators[J]. IEEE Trans on Automatic Control, 2000,

45(3): 477-482.

[10] Julier S J, Uhlmann J K. Unscented filtering and nonlinear

estimation[J]. IEEE Review, 2004, 92(3): 401-421.
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