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摘 要: 针对基本粒子群优化算法 (PSO)容易陷入局部最优点和收敛速度较慢的缺点,提出在 PSO更新过程中加入

两类基于正态分布投点的变异操作.一类变异用来增强局部搜索能力,另一类变异用来提高发现全局最优点的能力,

避免所有粒子陷入到一个局部最优点的邻域内.数值结果表明,所提出算法的全局搜索能力有显著提高,并且收敛速

度更快.
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Improved PSO with two mutations based on normally throwing points
distribution
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Abstract: The basic particle swarm optimization algorithm(PSO) is easy to fall into local minima and convergence slowly,

so an improved PSO algorithm with two mutations based on normally throwing distribution points in the updating process

is presented. One of the mutations is used to enhance the local searching ability, the other is used to increase the ability of

finding the global optimum and avoid all particles falling into a neighborhood of a local minima. Experimental results show

that the global search capability of the proposed algorithm is improved significantly and the convergence speed is faster.
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0 引引引 言言言

自然界中有些动物在寻找食物时不仅依靠自身

的探测能力, 同时还能借助其他动物的行为来引导

自己的寻找方向.受这种现象的启发, Kennedy等[1]于

1995年提出了一种进化计算技术—–粒子群优化算法

(PSO),其基本思想源于对鸟群觅食行为的模拟. 粒子

可以看作一个寻优的主体,在寻优过程中, 有两个因

素决定下一步的方向,即它自己曾经到达过的最优位

置和所有粒子所达到的最优位置.同时, 每个粒子也

可以看作是最优问题的一个备选解,所有粒子按某些

规则移动一次, 得到更多的备选解,从而得到更好的

群体最优解.

PSO算法的优势在于算法的简洁性, 易于实现,

并具有调整参数较少的优点, 是解决非线性连续优

化问题的有效工具[2].对于单调函数、严格凸和单峰

函数, PSO算法能在初始时很快向最优值行进, 但在

最优值附近收敛缓慢. 对于多峰函数,则容易陷入局

部收敛, 不论计算多少步都无法逃出[3]. PSO算法在

计算高维问题时效率通常下降得较快.大量的文献从

各个方面对基本的 PSO算法进行了改进,其中QPSO

(quantum-Behaved particle swarm optimization)[4-5]算法

具有独特性. QPSO算法赋予粒子波的特性, 在下一

个时刻,每个粒子按一定概率可能处在任何位置.粒

子的具体位置使用Monte Carlo随机投点的方法确定.

QPSO算法具有启发性, 因为新粒子的产生突破了

PSO算法更新过程中矩形体的限制,在维数变大时具

有明显的优势.

本文受QPSO算法的启发,提出一个带两类正态

变异的 PSO (N-PSO)算法. N-PSO算法保留 PSO算法

的更新过程,在 PSO算法更新过程结束后,让两类粒
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子发生波动变异, 其中一类只有 1个粒子, 是当前的

最优粒子, 让它按正态分布波动 (即以它为中心按正

态分布投点), 产生若干个新粒子, 如果有比它更好

的粒子产生, 则取代它; 另一类是少量 (例如 5个)适

应值较差 (通常是适应值较大)的粒子, 让它们也按

正态分布波动 (它们使用相同的方差, 但与第 1类方

差不同), 各自产生 1个新粒子直接替代原来的粒子.

第 1类变异用来在局部区域内找到更好的解,第 2类

变异用来避免所有粒子被限制在当前区域内.实验结

果表明, 与基本 PSO算法和QPSO算法相比, 本文算

法的全局收敛能力得到显著提高,能有效改善 PSO算

法过早收敛到局部最优点的问题.

1 标标标准准准的的的PSO算算算法法法和和和QPSO算算算法法法
标准粒子群算法[2]中第 𝑖个粒子有两个关键属

性,当前时间的位置𝑋𝑖(𝑡)和速度𝑉𝑖(𝑡),每个粒子还储

存自己经历的最优点𝑃𝑖(𝑡), 同时还知道群体的最优

点𝑃𝑔(𝑡). 这里群体最优可以是全局的,也可以是局部

的,本文中使用全局最优的含义.

粒子群算法中的更新公式如下:

𝑉𝑖(𝑡+ 1) = 𝜔(𝑡)𝑉𝑖(𝑡) + 𝑐1𝑟1(𝑃𝑖(𝑡)−𝑋𝑖(𝑡))+

𝑐2𝑟2(𝑃𝑔(𝑡)−𝑋𝑖(𝑡)), (1)

𝑋𝑖(𝑡+ 1) = 𝑋𝑖(𝑡) + 𝑉𝑖(𝑡+ 1). (2)

其中: 𝑉𝑖(𝑡+1)为第 𝑡+1代时第 𝑖个粒子的速度, 𝑋𝑖(𝑡

+ 1)为第 𝑡 + 1代时第 𝑖个粒子的位置, 𝜔(𝑡)为惯性因

子, 是 𝑡的线性递减函数, 如𝜔(𝑡 + 1) = 0.9 − 0.5𝑡/𝑇 ,

𝑇 [6]为最大的运算步数; 𝑐1、𝑐2,为常数, 称为学习因

子,在算法实现时,通常在 2附近取相等的值,如 𝑐1 =

𝑐2 = 2; 𝑟1、𝑟2为 (0,1)之间的随机数,服从均匀分布.

粒子群算法只有𝜔(𝑡)、𝑐1和 𝑐2三个参数,即容易

控制,改进算法便是用不同的策略调整这些参数在迭

代过程中的取值. QPSO算法[5-6]不使用速度属性, 认

为粒子可以出现在空间中的任何位置, 在一个特定

位置上出现的概率由一个分布函数确定,利用Monte

Carlo方法可以在第 𝑡步确定第 𝑡+ 1步的具体位置.

QPSO算法引入的中心点

𝑚best =
1

𝑀

𝑀∑
𝑖=1

𝑃𝑖

即为平均的最好位置.更新过程采用如下公式:

𝑃𝑖(𝑡+ 1) = 𝜑𝑃𝑖(𝑡) + (1− 𝜑)𝑃𝑔(𝑡), (3)

𝑋𝑖(𝑡+ 1) = 𝑃𝑖(𝑡+ 1)± 𝛼∣𝑚best −𝑋𝑖(𝑡)∣ln(1/𝑢). (4)

其中: 𝜑和𝑢为随机变量,均服从 (0,1)上的一致分布;

取+和−的概率都是 0.5; 𝛼为唯一的参数,称为创新系

数,在文献 [4]中设定为由 1∼ 0.5递减取值.

经典的 PSO算法虽然实现简单, 但容易收敛到

局部最优, 这一不足在维数变大时更为突出.当问题

的维数变大时, QPSO算法具有明显的优势.

2 N-PSO算算算法法法
PSO算法的本质体现在式 (1)中,从形式上看,它

是一个线性表达式, 由于式中含有两个随机变量, 本

质上讲它是非线性的,正是该特性极大地提高了 PSO

算法的搜索能力.如果将该随机变量去掉,其搜索能

力会大大减弱. QPSO算法完全抛弃了式 (1)和速度

变量,对每个粒子的位置更新采用一种随机的投点方

法进行决定.比较式 (2)和 (4)容易看出, QPSO算法增

加了粒子更新的随机性,突破了式 (1)和 (2)的矩形框

架,从而在一次更新过程里可以在更大的范围内按非

均匀的分布随机取点。

结合上述两种思想, N-PSO算法的基本想法是将

粒子的更新过程分为两个阶段: 第 1阶段与 PSO算法

相同, 按式 (1)和 (2)产生新一代的粒子, 完成后不是

立刻进行下一次循环, 而是进入第 2阶段; 第 2阶段

按适应值对粒子进行排序,排在第 1的是𝑃𝑔(𝑡),即到

第 𝑡步为止所获得的最优解,它所对应的粒子位置是

𝑋𝑔(𝑡). 以𝑋𝑔(𝑡)为中心按正态分布 (方差为𝜎1𝐼 , 𝐼是

问题空间的单位矩阵,这个正态分布是对称的, 𝜎1是

一个数)在它周围空间投𝑚个点 (如 20个),在这些点

(包含𝑋𝑔(𝑡))中找出适应值最好的那个点作为新

的𝑋𝑔(𝑡), 如果找不到更好的, 则𝑋𝑔(𝑡)暂时不变.

在第 2阶段还同时进行另一操作, 即是在按适应

值排序处在最后的𝑚1个点 (𝑃 ′
𝑁 (𝑡), 𝑃 ′

𝑁−1(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ ,

𝑃 ′
𝑁−𝑚1+1(𝑡))也进行类似𝑃𝑔(𝑡)的操作,不同的是正态

分布的方差是𝜎2 (𝜎2是正定对角矩阵,其对角线上的

分量一般大于𝜎1,这时的正态分布不一定对称),且每

次仅产生一个新点,直接替代原来的𝑃 ′
𝑁 (𝑡)、𝑃 ′

𝑁−1(𝑡)

等中心点.

N-PSO算法步骤如下.

Step 1: 初始化. 令 𝑡 = 1, 在问题空间中随机产

生𝑁个粒子的位置𝑋𝑖(𝑡)和粒子的速度𝑉𝑖(𝑡), 计算

适应值 𝑓𝑖(𝑡), 𝑓𝑖(𝑡) = 𝑓(𝑋𝑖(𝑡)), 确定𝑃𝑖(𝑡)和𝑃𝑔(𝑡), 其

中 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑁 .

Step 2: 按式 (1)和 (2)更新𝑉𝑖(𝑡)和𝑋𝑖(𝑡), 得到

𝑉𝑖(𝑡+ 1)和𝑋𝑖(𝑡+ 1),同时更新𝑃𝑖(𝑡+ 1)和𝑃𝑔(𝑡+ 1).

Step 3: 以𝑃𝑔(𝑡 + 1)为中心, 按方差为𝜎1𝐼的正

态分布投点, 即取随机变量𝑌 ∼ 𝑁(𝑃𝑔(𝑡 + 1), 𝜎1𝐼)

的𝑚个随机点, 选择𝑚个随机点和𝑃𝑔(𝑡 + 1)中适应

值最好的一个替代𝑃𝑔(𝑡 + 1). 其中: 𝜎1为动态参数,

𝐼为单位向量.

Step 4: 分别以适应值最差的𝑚1个粒子𝑃 ′
𝑁 (𝑡),

𝑃 ′
𝑁−1(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃 ′

𝑁−𝑚1+1(𝑡)为中心, 按方差为𝜎2的正
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态分布投点, 即在𝑚1个随机变量𝑍 ∼ 𝑁(𝑃 ′
𝑖 (𝑡 + 1),

𝜎2)中各取一个随机点代替原粒子.

Step 5: 更新𝑃𝑖(𝑡+ 1)和𝑃𝑔(𝑡+ 1),对于变异产生

的新粒子𝑃𝑗(𝑡+ 1),按下式更新速度:

𝑉𝑗(𝑡+ 1) = 𝑃𝑔(𝑡+ 1)− 𝑃𝑗(𝑡+ 1). (5)

如果 𝑡 ⩽ 𝑇 ,转至Step 2,否则计算终止.

N-PSO算法本质上是在 PSO算法中插入两个产

生新粒子的过程,新粒子的产生使用QPSO算法波的

思想,其每一维的坐标都是投点产生的, 且每个粒子

都使用这个方法产生下一代粒子. N-PSO算法在每

一次更新时将粒子分为 3类,第 1类粒子只有 1个,即

𝑃𝑔(𝑡),在其周围多次投点,所用正态分布的方差𝜎1较

小, 目的是直接找到更好的替代粒子, 增强算法的局

部寻找能力;第 2类粒子不只 1个,但不超过总粒子数

的一半,针对每个粒子只投点一次, 所用正态分布的

方差𝜎2的分量值较大,目的是拓展粒子的范围,避免

过早收敛到局部最优点;其他的粒子均为第 3类粒子,

其行为完全按 PSO算法进行更新. 需要注意的是,粒

子没有固定分类,一个粒子在第 𝑡步时是某类粒子,在

𝑡+ 1步时可能会变成另外一种类型.

形象地说, PSO算法的执行过程就像抛出去一张

渔网,在一个动态最优点的拉力下这张渔网逐渐向最

优点收拢. 整个过程中有两个重要指标: 1)动态最优

点的收敛速度,这是局部搜索能力; 2)整个渔网跨越

的范围,这是全局搜索能力. N-PSO算法通过引入两

类容易实现的正态投点产生不同用途的新粒子,对经

典的PSO算法的局部搜索能力和全局搜索能力均有

较大的提高.

3 数数数值值值实实实验验验分分分析析析

用于测试 PSO算法的函数较多, 这里选择

CEC’05测试函数.

1) Sphere函数

𝑓1(𝑥) =

𝑛∑
𝑖=1

𝑥2
𝑖 , 𝑥𝑖 ∈ [−100, 100]. (6)

2) Rosenbrock函数

𝑓2(𝑥) =

𝑛−1∑
𝑖=1

[100(𝑥𝑖+1 − 𝑥2
𝑖 )

2 + (𝑥𝑖 − 1)2],

𝑥𝑖 ∈ [−100, 100]. (7)

3) Rastrigin函数

𝑓3(𝑥) =

𝑛∑
𝑖=1

[𝑥2
𝑖 − 10 cos(2𝜋𝑥𝑖) + 10],

𝑥𝑖 ∈ [−5, 5]. (8)

4) Griewank函数

𝑓4(𝑥) =
1

4 000

𝑛∑
𝑖=1

𝑥2
𝑖 −

𝑛∏
𝑖=1

cos
( 𝑥𝑖√

𝑖

)
+ 1,

𝑥𝑖 ∈ [−600, 600]. (9)

5) Goldstein-Price函数

𝑓5(𝑥) =

[1 + (𝑥1 + 𝑥2 + 1)2(19− 14𝑥1 + 3𝑥2
1−

14𝑥2 + 6𝑥1𝑥2 + 3𝑥2
2)](18− 32𝑥1 + 12𝑥2

1−
48𝑥2 − 36𝑥1𝑥2 + 27𝑥2

2), 𝑥𝑖 ∈ [−2, 2]. (10)

6) J.D.Schaffer函数

𝑓6(𝑥) =
sin2

√
𝑥2
1 + 𝑥2

2 − 0.5

[1 + 0.001(𝑥2
1 + 𝑥2

2)]
2
− 0.5,

𝑥𝑖 ∈ [−100, 100]. (11)

N-PSO算法实现时,式 (1)和 (2)中: 𝜔𝑡+1 = 0.9−
0.5𝑡/𝑇 , 𝑇 为最大的运算步数; 𝑐1 = 𝑐2 = 2; 𝜎2取每维

宽度的 1/6. 例如,求解空间为 [−30, 30]× [0, 30],则

𝜎2 =

[
10 0

0 5

]
.

𝜎2的取值决定了算法逃离局部最优点的能力, 一般

而言,取每维宽度的 1/30∼ 1/5较为合适. 𝜎1的取值复

杂一些, 在将粒子按适应值排序后, 排在第 1的为

𝑋 ′
1(𝑡), 排在第 3的为𝑋 ′

3(𝑡) (这里不使用𝑋 ′
2(𝑡)的原

因是, 𝑋 ′
1(𝑡)与𝑋 ′

2(𝑡)太近会导致𝜎1过小), 则𝜎1等于

𝑋 ′
1(𝑡) − 𝑋 ′

3(𝑡)坐标分量绝对值最大值的 1/6, 如果计

算出来的𝜎1大于𝜎2中的最大分量,则用𝜎2中的最大

分量除以 50代替𝜎1.另外, 𝑚 = 20, 𝑚1 = 5,即第 1类

变异时产生 20个随机点,第 2类变异对 5个粒子使用.

𝑓5和 𝑓6是 2维函数, 文献 [7]利用其来比较 PSO

算法和改进后的 SPSO1算法、SPSO2算法的性能,这

里引入它们作为N-PSO算法的比较对象, 对每个函

数计算 50次. 由于N-PSO算法能在较少的步数内达

到最优值,无需使用误差设定 (即误差为 0),经过不超

过 50步的计算可以达到最优值, 计算结果如表 1所

示.

表 1 𝑓5和 𝑓6 的计算结果

函数 算法 误差 收敛率/% 平均收敛步数

PSO 1.0e-5 100 186.9

SPSO1 1.0e-5 88 11.9
𝑓5

SPSO2 1.0e-5 100 18.5

N-PSO 0 100 10.2

PSO 0.1 76 21.97

SPSO1 0.1 52 6.81
𝑓6

SPSO2 0.1 96 72.96

N-PSO 0 100 19.4

对函数 𝑓6进行 50次计算过程中, 每步产生的最

优点适应值图像如图 1所示. 由图 1可见, 在 26步之
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前适应值全部达到最优值−1, 这时𝑥1和𝑥2在 10−7

左右或者更小.

0 10 20 30 40 50

!"#$

-1.0

-0.9

-0.8

-0.7

-0.6

-0.5

%
&

'

图 1 𝑓6的 50次计算的适应值收敛过程

表 2 50次计算的平均最优适应值和方差

PSO QPSO N-PSO𝑓
Mean STD Mean STD Mean STD

𝑓1 1.04e+1 1.71e+1 1.32e-23 3.32e-23 0 0
𝑓2 2.08e+2 1.33e+2 9.03e+01 1.33e+02 6.62e+0 1.20e+1
𝑓3 1.37e+2 5.63e+0 1.57e+01 5.63e+00 2.99e-1 9.44e-1
𝑓4 3.66e+1 1.94e-2 1.88e-02 1.94e-02 2.68e-2 1.52e-2

对于函数 𝑓1 ∼ 𝑓4, 表 2给出了空间维数是 20

维、计算步数是 1 500、独立计算 50次的结果. PSO算

法和QPSO算法的结果均来自文献 [4-6], 除了 𝑓4的

结果略差一点外, 其他函数都有很大的提高. 例如,

在对 𝑓3的 50次计算中,有 41次达到最优解 0; 𝑓1的计

算中,有 15次没有达到 0,但适应值均在 10−323以下.

如果将 𝑓2的计算步数改为 2 000, 则平均值可以达到

4.997 0e - 004, 标准差为 8.262 2e - 004, 且其中 60%的

适应值在 10−10以下, 30%的适应值达到 10−26以下.

这里仅给出一部分计算结果, 对其他函数进行

计算的结果 (包括𝜎1、𝜎2、𝑚等参数的不同选择)也表

明, N-PSO算法具有很强的跳出局部最优点的能力,

且收敛速度较快,可以认为这受益于插入到 PSO算法

中的两类变异.

4 结结结 论论论

针对基本 PSO算法容易陷入局部极值且局部寻

优能力不强的缺点,提出在迭代过程中增加两类变异

操作,分别用于提高算法的局部寻优能力和逃离局部

最优点的能力.数值结果表明, 改进后的算法较大地

提高了寻找全局最优的能力,同时收敛速度更快. 未

来的工作是研究如何根据不同问题自动调节两个正

态分布的方差,从而使算法具有更高的效率和更好的

适应性.
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