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摘 要: 研究一类不完全转移率信息的Markov跳变奇异系统的𝐻∞控制问题,提出连续Markov跳变奇异系统的新

型有界实引理,并将其推广到不完全转移率条件.进一步设计𝐻∞状态反馈控制器,使得闭环系统在转移率部分未知

的条件下随机可容许,且满足𝐻∞性能 𝛾. 所得结论涵盖了奇异矩阵模态依赖情形,且表示为严格线性矩阵不等式形

式,利于工程实现. 最后,通过仿真算例表明了所提出方法的有效性和优越性.

关键词: Markov跳变奇异系统；有界实引理；𝐻∞控制；不完全转移率；严格线性矩阵不等式

中图分类号: TP13 文献标志码: A

𝐻∞ control of continuous-time Markov jump singular systems subject to
incomplete transition rates

CHANG Hua1,2, LOU Shun-tian1, FANG Yang-wang3

(1. School of Electronic Engineering，Xidian University，Xi’an 710071，China；2. AVIC Xi’an Flight Automatic

Control Research Institute，Xi’an 710065，China；3. College of Aeronautics and Astronautics Engineering，Air Force

Engineering University，Xi’an 710038，China．Correspondent：CHANG Hua，E-mail：huachang0218@163.com)

Abstract: The 𝐻∞ control problem of Markov jump singular systems with incomplete transition rates is discussed. A

new bounded real lemma for continuous time Markov jump singular systems is derived and then expanded to systems with

partial transition rates. Moreover, an 𝐻∞ controller is designed to make sure that the closed-loop systems are admissible and

satisfy 𝐻∞ criteria. The given method also covers the systems with the mode-dependent singular matrix and the controller

is designed in terms of a set of strict linear matrix inequalities. Finally, a simulation example is given to illustrate the

effectiveness and advantages of the proposed method.
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0 引引引 言言言

近年来, Markov跳变奇异 (MJS)系统成为控制

领域的研究热点[1-3], 该类系统将结构跳变子系统描

述为奇异系统[4]的一类Markov跳变系统[5].在工程实

际中, 如网络控制系统、飞行控制系统、航空航天系

统、经济动态分析系统等[6-7], 均可用Markov跳变奇

异系统描述其动态特性,因此该类系统具有广泛的理

论基础和研究价值.

现有文献针对Markov跳变奇异系统的研究结论

大多建立在转移率信息完全已知的基础上[8-11], 文

献 [8-9]分别研究了连续和离散MJS系统的稳定性和

镇定, 文献 [10]研究了时滞MJS系统的鲁棒可容许

性, 文献 [11]研究了连续MJS系统𝐻∞控制问题. 近

几年, 有学者开始关注转移率部分未知的情况[12-14],

文献 [12]研究了部分转移概率条件下Markov跳变系

统的𝐻∞控制问题, 文献 [13-14]研究了部分转移率

条件下连续MJS系统的稳定性和镇定. 然而,由于奇

异系统的脉冲特性,文献 [12]的方法不能直接推广到

MJS系统中,文献 [13-14]结论中的奇异矩阵唯一,不

能应用于奇异矩阵模态依赖的情形. 现有文献较少见

到转移率部分未知条件下,奇异矩阵模态依赖MJS系

统的𝐻∞控制问题,故本文针对此类问题进行研究.

本文首先提出连续Markov跳变奇异系统的新型

有界实引理, 并将其推广到不完全转移率条件;然后
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设计𝐻∞状态反馈控制器,使得闭环系统在转移率部

分未知的条件下随机可容许, 且满足𝐻∞性能 𝛾; 最

后,通过仿真算例表明了所提出方法的有效性和优越

性.

1 问问问题题题描描描述述述及及及预预预备备备知知知识识识

给定概率空间 (Ω , 𝐹, 𝑃 ), 考虑连续Markov跳变

奇异系统

𝐸(𝑟𝑡)𝑥̇(𝑡) = 𝐴(𝑟𝑡)𝑥(𝑡) +𝐵1(𝑟𝑡)𝑢(𝑡) +𝐷1(𝑟𝑡)𝑤(𝑡),

𝑧(𝑡) = 𝐶(𝑟𝑡)𝑥(𝑡) +𝐵2(𝑟𝑡)𝑢(𝑡) +𝐷2(𝑟𝑡)𝑤(𝑡). (1)

其中: 𝑥(𝑡) ∈ 𝑹𝑛、𝑢(𝑡) ∈ 𝑹𝑚、𝑧(𝑡) ∈ 𝑹𝑞分别为系统

状态、控制输入和控制输出; 𝑤(𝑡) ∈ 𝑹𝑝为干扰输入,

取值于𝐿2[0,∞)空间; 𝑟𝑡为取值在有限空间𝑆 = {1,
2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁}中的连续时间Markov过程; 𝐸(𝑟𝑡) ∈ 𝑹𝑛×𝑛,

满足 rank(𝐸(𝑟𝑡)) = 𝑟 ⩽ 𝑛; 𝐴(𝑟𝑡)、𝐵1(𝑟𝑡)、𝐷1(𝑟𝑡)、

𝐶(𝑟𝑡)、𝐵2(𝑟𝑡)、𝐷2(𝑟𝑡)为已知的系统矩阵. 为表述方

便, 当 𝑟𝑡 = 𝑖 ∈ 𝑆时, 𝐸(𝑟𝑡)简记为𝐸𝑖, 以此类推, 有

𝐴𝑖、𝐵1𝑖、𝐷1𝑖、𝐶𝑖、𝐵2𝑖、𝐷2𝑖等.

Markov过程 𝑟𝑡中,从模态 𝑖到模态 𝑗的转移概率

表示为

Pr(𝑟𝑡+ℎ = 𝑗∣𝑟𝑡 = 𝑖) =

⎧⎨⎩𝜆𝑖𝑗ℎ+ 𝑜(ℎ), 𝑗 ∕= 𝑖;

1 + 𝜆𝑖𝑖ℎ+ 𝑜(ℎ), 𝑗 = 𝑖.

其中: ℎ > 0且 lim
ℎ→0

(𝑜(ℎ)/ℎ) = 0; 𝜆𝑖𝑗为从模态 𝑖到模

态 𝑗的转移率,满足𝜆𝑖𝑗 ⩾ 0 (∀ 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑆), 𝑗 ∕= 𝑖)且𝜆𝑖𝑖 =

−
∑

𝑗∈𝑆,𝑗 ∕=𝑖

𝜆𝑖𝑗 (∀𝑖 ∈ 𝑆);转移率矩阵定义为

𝜆 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝜆11 𝜆12 ⋅ ⋅ ⋅ 𝜆1𝑁

𝜆21 𝜆22 ⋅ ⋅ ⋅ 𝜆2𝑁

...
...

. . .
...

𝜆𝑁1 𝜆𝑁2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝜆𝑁𝑁

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (2)

本文研究不完全转移率情况, 即转移率矩阵 (2)中部

分元素未知. 为描述此类情形,给出如下定义:

𝑆 = 𝑆𝑖
𝐾

∪
𝑆𝑖
𝑈𝐾 , ∀ 𝑖 ∈ 𝑆. (3)

其中: 𝑆𝑖
𝐾 = {𝑗 : 𝜆𝑖𝑗已知}, 𝑆𝑖

𝑈𝐾 = {𝑗 : 𝜆𝑖𝑗未知}. 进
而给出如下定义:

𝑆𝑖
𝐾 = (𝐾𝑖

1,𝐾
𝑖
2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝐾𝑖

𝑚), ∀ 1 ⩽ 𝑚 ⩽ 𝑁 ; (4)

𝑆𝑖
𝑈𝐾 = (𝑈𝐾𝑖

1, 𝑈𝐾𝑖
2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑈𝐾𝑖

𝑘), ∀ 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑁. (5)

其中: 𝐾𝑖
𝑚 ∈ 𝑁+表示转移率矩阵 (2)中第 𝑖行𝑚列元

素已知, 值为𝑚; 𝑈𝐾𝑖
𝑘 ∈ 𝑁+表示转移率矩阵 (2)中

第 𝑖行 𝑘列元素未知,值为 𝑘.

当𝑢(𝑡) = 0, 𝑤(𝑡) = 0时,给出如下定义.

定义 1[7] 1)系统 (1)是正则的,若 ∀𝑖∈𝑆,存在 𝑠,

满足 det(𝑠𝐸𝑖 −𝐴𝑖) ∕= 0;

2)系统 (1)是无脉冲的,若 ∀𝑖 ∈ 𝑆,满足
deg(det(𝑠𝐸𝑖 −𝐴𝑖)) = rank(𝐸𝑖);

3)系统 (1)是随机稳定的, 若对于任意初始状态

𝑥0 ∈ 𝑹𝑛和 𝑟0 ∈ 𝑆,存在标量𝑀(𝑥0, 𝑟0) > 0满足

E
{w ∞

0
∥𝑥(𝑡)∥2d𝑡∣(𝑥0, 𝑟0)

}
⩽ 𝑀(𝑥0, 𝑟0);

4)系统 (1)是随机可容许的, 若其正则、无脉冲

且随机稳定.

定义 2[11] 给定扰动抑制度 𝛾 > 0, 称自治系统

(1) (𝑢(𝑡) = 0)随机可容许,且满足𝐻∞性能 𝛾,当𝑤(𝑡)

=0时,系统 (1)随机可容许,对于任意𝑤(𝑡)∈𝐿2[0,∞),

系统 (1)在零初始条件下满足如下𝐻∞性能指标:

∥𝑧∥𝐸2 < 𝛾∥𝑤∥2. (6)

其中

∥𝑧∥𝐸2

Δ
=

(
E
{w ∞

0
𝑧𝑇 (𝑡)𝑧(𝑡)d𝑡

})1/2

,

∥𝑤∥2 Δ
=

(w ∞
0

𝑤𝑇 (𝑡)𝑤(𝑡)d𝑡
)1/2

.

给出模态依赖状态反馈控制器

𝑢(𝑡) = 𝐾𝑖𝑥(𝑡). (7)

将控制器 (7)代入系统 (1),得到如下闭环系统:

𝐸𝑖𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑖𝑥(𝑡) +𝐷1𝑖𝑤(𝑡),

𝑧(𝑡) = 𝐶𝑖𝑥(𝑡) +𝐷2𝑖𝑤(𝑡). (8)

其中: 𝐴𝑖 = 𝐴𝑖 +𝐵1𝑖𝐾𝑖, 𝐶𝑖 = 𝐶𝑖 +𝐵2𝑖𝐾𝑖.

引理 1[10] 当𝑢(𝑡) = 0, 𝑤(𝑡) = 0时, 系统 (1)随

机可容许,若 ∀𝑖 ∈ 𝑆,则存在矩阵𝑃𝑖使得下式成立:

𝐴T
𝑖 𝑃𝑖 +𝐴𝑖𝑃

T
𝑖 +

𝑁∑
𝑗=1

𝜆𝑖𝑗𝐸
T
𝑗 𝑃𝑗 < 0, (9)

𝐸T
𝑖 𝑃𝑖 = 𝑃T

𝑖 𝐸𝑖 ⩾ 0. (10)

引理 2[11] 若对称矩阵𝑃 满足𝐸T
𝐿𝑃𝐸𝐿 > 0, Φ

为适当维数的非奇异矩阵,则矩阵𝑃𝐸 + 𝑅Φ𝑆T是非

奇异矩阵, 其逆矩阵可以表示为 (𝑃𝐸 + 𝑅Φ𝑆T)−1 =

𝑃𝐸T + 𝑆Φ̄𝑅T. 对称矩阵𝑃 和 Φ̄分别满足

𝐸T
𝑅𝑃𝐸𝑅 = (𝐸T

𝐿𝑃𝐸𝐿)
−1, Φ̄ = (𝑅𝑅T)−1Φ(𝑆𝑆T)−1.

其中: 𝐸𝐿、𝐸𝑅满足列满秩, 且𝐸 = 𝐸𝐿𝐸
T
𝑅; 𝑅和𝑆满

足行满秩,且𝐸T𝑅 = 0, 𝐸𝑆 = 0.

系统 (1)中𝐸𝑖模态依赖,故 ∀𝑖 ∈ 𝑆,有

𝐸𝑖 = 𝐸𝐿𝑖𝐸
T
𝑅𝑖, 𝐸

T
𝑖 𝑅𝑖 = 0, 𝐸𝑖𝑆𝑖 = 0.

本文的目的是研究自治系统 (1) (𝑢(𝑡) = 0)的

𝐻∞性能, 得出在转移率部分未知的条件下, 自治系

统 (1)随机可容许,且满足𝐻∞性能指标的充分条件,

进而设计模态依赖𝐻∞状态反馈控制器,使得闭环系

统随机可容许且满足𝐻∞性能指标.

2 𝐻∞性性性能能能分分分析析析

定理 1 令𝑢(𝑡) = 0,给定 𝛾 > 0,系统 (1)随机可

容许且满足𝐻∞性能 𝛾,若 ∀ 𝑖 ∈ 𝑆,则存在矩阵𝑃𝑖 > 0

和非奇异矩阵Φ𝑖,使得下列不等式成立:
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T
𝑖 )

T𝐷1𝑖 𝐶T
𝑖

∗ −𝛾2𝐼 𝐷T
2𝑖

∗ ∗ −𝐼

⎤⎥⎦ < 0. (11)

其中

Ψ𝑖 = (𝐴T
𝑖 (𝑃𝑖𝐸𝑖 +𝑅𝑖Φ𝑖𝑆

T
𝑖 ))

† +
𝑁∑
𝑗=1

𝜆𝑖𝑗𝐸
T
𝑗 𝑃𝑗𝐸𝑗 ,

(𝐴T
𝑖 (𝑃𝑖𝐸𝑖 +𝑅𝑖Φ𝑖𝑆

T
𝑖 ))

† =

𝐴T
𝑖 (𝑃𝑖𝐸𝑖 +𝑅𝑖Φ𝑖𝑆

T
𝑖 ) + (𝑃𝑖𝐸𝑖 +𝑅𝑖Φ𝑖𝑆

T
𝑖 )

T𝐴𝑖,

后文中符号“†”的用法与此处相同.

证证证明明明 存在矩阵𝑃𝑖和Φ𝑖,使得式 (11)成立. 由式

(11)可知Ψ𝑖 < 0,令𝑃𝑖 = 𝑃𝑖𝐸𝑖 + 𝑅𝑖Φ𝑖𝑆
T
𝑖 ,代入式 (9),

可得式 (9)成立, 同时𝑃𝑖满足式 (10). 由引理 1可知,

系统 (1)随机可容许.

下面分析系统的𝐻∞性能. 定义随机Lyapunov

函数𝑉 (𝑥(𝑡), 𝑖) = 𝑥T(𝑡)𝐸T
𝑖 𝑃𝑖𝐸𝑖𝑥(𝑡), ∇表示随机过程

{𝑟𝑡, 𝑥(𝑡)} (𝑡 ⩾ 0)的弱无穷小算子,当𝑤(𝑡) = 0时,有

∇𝑉 (𝑥(𝑡), 𝑖) =

𝑥̇T(𝑡)𝐸T
𝑖 𝑃𝑖𝐸𝑖𝑥(𝑡) + 𝑥T(𝑡)𝐸T

𝑖 𝑃𝑖𝐸𝑖𝑥̇(𝑡)+

𝑥T(𝑡)
( 𝑁∑

𝑗=1

𝜆𝑖𝑗𝐸
T
𝑗 𝑃𝑗𝐸𝑗

)
𝑥(𝑡) =

𝑥̇T(𝑡)𝐸T
𝑖 (𝑃𝑖𝐸𝑖 +𝑅𝑖Φ𝑖𝑆

T
𝑖 )𝑥(𝑡)+

𝑥T(𝑡)(𝑃𝑖𝐸𝑖 +𝑅𝑖Φ𝑖𝑆
T
𝑖 )

T𝐸𝑖𝑥̇(𝑡)+

𝑥T(𝑡)
( 𝑁∑

𝑗=1

𝜆𝑖𝑗𝐸
T
𝑗 𝑃𝑗𝐸𝑗

)
𝑥(𝑡) = 𝑥T(𝑡)Ψ𝑖𝑥(𝑡).

当𝑤(𝑡) ∕= 0时,有

∇𝑉 (𝑥(𝑡), 𝑖) =

𝑥T(𝑡)Ψ𝑖𝑥(𝑡) + 𝑤T(𝑡)𝐷T
1𝑖(𝑃𝑖𝐸𝑖 +𝑅𝑖Φ𝑖𝑆

T
𝑖 )𝑥(𝑡)+

𝑥T(𝑡)(𝑃𝑖𝐸𝑖 +𝑅𝑖Φ𝑖𝑆
T
𝑖 )

T𝐷1𝑖𝑤(𝑡) =

[𝑥T(𝑡) 𝑤T(𝑡)]

[
Ψ𝑖 (𝑃𝑖𝐸𝑖 +𝑅𝑖Φ𝑖𝑆

T
𝑖 )

T𝐷1𝑖

∗ 0

][
𝑥(𝑡)

𝑤(𝑡)

]
.

定义𝐻∞性能指标

𝐽𝑇
Δ
= E

{w 𝑇

0
𝑧T(𝑠)𝑧(𝑠)d𝑠

}
− 𝛾2

w 𝑇

0
𝑤T(𝑠)𝑤(𝑠)d𝑠.

利用Dynkin公式和零初始值条件,可得到

𝐽𝑇 =

E
{w 𝑇

0
[𝑧T(𝑠)𝑧(𝑠) + 𝛾2𝑤T(𝑠)𝑤(𝑠)+

∇𝑉 (𝑥(𝑠), 𝑟𝑠)]d𝑠
}
E[∇𝑉 (𝑥(𝑡), 𝑖)] ⩽

E
{w 𝑇

0
[𝑧T(𝑠)𝑧(𝑠) + 𝛾2𝑤T(𝑠)𝑤(𝑠) +∇𝑉 (𝑥(𝑠), 𝑟𝑠)]d𝑠

}
.

同时,有以下变换:

𝑧T(𝑠)𝑧(𝑠) =

[𝑥T(𝑠) 𝑤T(𝑠)]

[
𝐶T

𝑖

𝐷T
2𝑖

]
[𝐶𝑖 𝐷2𝑖]

[
𝑥(𝑠)

𝑤(𝑠)

]
.

将上式和∇𝑉 (𝑥(𝑠), 𝑟𝑠)代入 𝐽𝑇 ,由Schur补可得

𝐽𝑇 ⩽ E
{w 𝑇

0
𝜉T(𝑠)Ψ̃𝑖𝜉(𝑠)d𝑠

}
,

其中 Ψ̃𝑖同式 (11)左边, 且 𝜉(𝑠) = [𝑥T(𝑠) 𝑤T(𝑠)]T. 由

式 (11)可知, 𝐽𝑇 < 0,令𝑇 趋于无穷大,得到 ∥𝑧∥𝐸2 <

𝛾∥𝑤∥2. □

注 1 现有文献在研究Markov跳变奇异系统时,

大多选取唯一的奇异矩阵, 该奇异矩阵与模态无

关[1,13-14]. 然而,在实际工程应用中,奇异矩阵模态依

赖最广泛的情况是定理 1提出的结论,建立在奇异矩

阵模态依赖的基础上,较奇异矩阵模态独立的情形具

有更广泛的理论意义.

下面讨论转移率矩阵 (2)中部分元素未知的情

况. 为描述方便,首先定义𝜆𝑖
𝐾 =

∑
𝑗∈𝑆𝑖

𝐾

𝜆𝑖𝑗 , ∀ 𝑖 ∈ 𝑆.

定理 2 令𝑢(𝑡) = 0, 给定 𝛾 > 0, 在转移率矩阵

满足部分未知条件式 (3)∼ (5)时, 系统 (1)随机可容

许且满足𝐻∞性能 𝛾. 若 ∀𝑖 ∈ 𝑆,存在矩阵𝑃𝑖 > 0和非

奇异矩阵Φ𝑖,使得下列不等式成立:⎡⎢⎣Ψ1𝑖 (1+𝜆𝑖
𝐾)(𝑃𝑖𝐸𝑖+𝑅𝑖Φ𝑖𝑆

T
𝑖 )

T𝐷1𝑖 (1+𝜆𝑖
𝐾)𝐶T

𝑖

∗ −𝛾2(1 + 𝜆𝑖
𝐾)𝐼 (1+𝜆𝑖

𝐾)𝐷T
2𝑖

∗ ∗ −(1+𝜆𝑖
𝐾)𝐼

⎤⎥⎦<0,
(12)⎡⎢⎣ Ψ2𝑖 (𝑃𝑖𝐸𝑖 +𝑅𝑖Φ𝑖𝑆

T
𝑖 )

T𝐷1𝑖 𝐶T
𝑖

∗ −𝛾2𝐼 𝐷T
2𝑖

∗ ∗ −𝐼

⎤⎥⎦ < 0, (13)

⎡⎢⎣ Ψ3𝑖 (𝑃𝑖𝐸𝑖 +𝑅𝑖Φ𝑖𝑆
T
𝑖 )

T𝐷1𝑖 𝐶T
𝑖

∗ −𝛾2𝐼 𝐷T
2𝑖

∗ ∗ −𝐼

⎤⎥⎦ > 0. (14)

其中

Ψ1𝑖 = (1 + 𝜆𝑖
𝐾)(𝐴T

𝑖 (𝑃𝑖𝐸𝑖 +𝑅𝑖Φ𝑖𝑆
T
𝑖 ))

†+∑
𝑗∈𝑆𝑖

𝐾

𝜆𝑖𝑗𝐸
T
𝑗 𝑃𝑗𝐸𝑗 ;

Ψ2𝑖 = (𝐴T
𝑖 (𝑃𝑖𝐸𝑖 +𝑅𝑖Φ𝑖𝑆

T
𝑖 ))

† + 𝐸T
𝑗 𝑃𝑗𝐸𝑗 ,

𝑗 ∈ 𝑆𝑖
𝑈𝐾 , 𝑗 ∕= 𝑖;

Ψ3𝑖 = (𝐴T
𝑖 (𝑃𝑖𝐸𝑖 +𝑅𝑖Φ𝑖𝑆

T
𝑖 ))

† + 𝐸T
𝑗 𝑃𝑗𝐸𝑗 ,

𝑗 ∈ 𝑆𝑖
𝑈𝐾 , 𝑗 = 𝑖.

证证证明明明 令𝑃𝑖 = 𝑃𝑖𝐸𝑖 +𝑅𝑖Φ𝑖𝑆
T
𝑖 ,式 (11)左边可变

换为

Ψ̃𝑖 =⎡⎢⎢⎢⎢⎣
(𝐴T

𝑖 𝑃𝑖)
† +

𝑁∑
𝑗=1

𝜆𝑖𝑗𝐸
T
𝑗 𝑃𝑗𝐸𝑗 𝑃T

𝑖 𝐷1𝑖 𝐶T
𝑖

∗ −𝛾2𝐼 𝐷T
2𝑖

∗ ∗ −𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ =
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(1 + 𝜆𝑖

𝐾)(𝐴T
𝑖 𝑃𝑖)

†+( ∑
𝑗∈𝑆𝑖

𝐾

𝜆𝑖𝑗 +
∑

𝑗∈𝑆𝑖
𝑈𝐾

𝜆𝑖𝑗

)
𝐸T

𝑗 𝑃𝑗𝐸𝑗

∗
∗

→

←
(1 + 𝜆𝑖

𝐾)𝑃T
𝑖 𝐷1𝑖 (1 + 𝜆𝑖

𝐾)𝐶T
𝑖

−𝛾2(1 + 𝜆𝑖
𝐾)𝐼 (1 + 𝜆𝑖

𝐾)𝐷T
2𝑖

∗ −(1 + 𝜆𝑖
𝐾)𝐼

⎤⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎣
(1 + 𝜆𝑖

𝐾)(𝐴T
𝑖 𝑃𝑖)

† +
∑
𝑗∈𝑆𝑖

𝐾

𝜆𝑖𝑗𝐸
T
𝑗 𝑃𝑗𝐸𝑗

∗
∗

→

←
(1 + 𝜆𝑖

𝐾)𝑃T
𝑖 𝐷1𝑖 (1 + 𝜆𝑖

𝐾)𝐶T
𝑖

−𝛾2(1 + 𝜆𝑖
𝐾)𝐼 (1 + 𝜆𝑖

𝐾)𝐷T
2𝑖

∗ −(1 + 𝜆𝑖
𝐾)𝐼

⎤⎥⎦+

∑
𝑗∈𝑆𝑖

𝑈𝐾

𝜆𝑖𝑗

⎡⎢⎣ (𝐴T
𝑖 𝑃𝑖)

† + 𝐸T
𝑗 𝑃𝑗𝐸𝑗 𝑃T

𝑖 𝐷1𝑖 𝐶T
𝑖

∗ −𝛾2𝐼 𝐷T
2𝑖

∗ ∗ −𝐼

⎤⎥⎦ .

若 𝑗 ∈ 𝑆𝑖
𝑈𝐾 , 𝑖 ∈ 𝑆𝑖

𝐾 ,则由式 (12)、(13)和𝜆𝑖𝑗 > 0

(∀ 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑆, 𝑗 ∕= 𝑖)可得 Ψ̃𝑖 < 0.若 𝑗 ∈ 𝑆𝑖
𝑈𝐾 , 𝑖 ∈ 𝑆𝑖

𝑈𝐾 ,

则由式 (12)∼ (14)和𝜆𝑖𝑖 < 0可得 Ψ̃𝑖 < 0.

综上所述, 若式 (12)∼ (14)成立, 则式 (11)成立,

由定理 1可得, 系统 (1)随机可容许且满足𝐻∞性能

𝛾. □

注 2 定理 2所讨论的情形涵盖了转移率完全未

知和完全已知两种特殊情况, 具有一般性. 文献 [11]

的结论只能处理转移率完全已知的条件,当转移率部

分未知时, 文献 [11]的结论不再适用, 只有定理 2才

能描述此类问题,因此定理 2比文献 [11]具有更广泛

的适用范围.

3 𝐻∞控控控制制制器器器设设设计计计

由于定理 2中的不等式含有非线性项,不能直接

用来求解状态反馈控制器,本文用以下定理 3求解系

统 (1)的𝐻∞控制问题.

定理 3 给定 𝛾 > 0, 在转移率矩阵满足部分未

知条件式 (3)∼ (5)时,闭环系统 (8)随机可容许且满足

𝐻∞性能 𝛾. 若 ∀𝑖 ∈ 𝑆,存在矩阵𝑃𝑖 ∈ 𝑹𝑛×𝑛 > 0和非

奇异矩阵 Φ̄𝑖 ∈ 𝑹(𝑛−𝑟)×(𝑛−𝑟),矩阵𝐻𝑖 ∈ 𝑹𝑚×𝑛,使得

下列不等式成立:⎡⎢⎢⎢⎢⎣
(1 + 𝜆𝑖

𝐾)(𝐴𝑖𝑌𝑖 +𝐵1𝑖𝐻𝑖)
† 𝑌 T

𝑖 𝐹T
𝑖 (𝐸𝑅)

∗ −𝜒𝑖(𝑃 )

∗ ∗
∗ ∗

→

←

(1 + 𝜆𝑖
𝐾)𝐷1𝑖 (1+𝜆𝑖

𝐾)(𝑌 T
𝑖 𝐶T

𝑖 +𝐻T
𝑖 𝐵

T
2𝑖)

0 0

−𝛾2(1 + 𝜆𝑖
𝐾)𝐼 (1 + 𝜆𝑖

𝐾)𝐷T
2𝑖

∗ −(1 + 𝜆𝑖
𝐾)𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎦<0,

∀ 𝑖 /∈ 𝑆𝑖
𝐾 ; (15)⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

(1 + 𝜆𝑖
𝐾)(𝐴𝑖𝑌𝑖 +𝐵1𝑖𝐻𝑖)

†+

𝜆𝑖𝑖((𝑌
T
𝑖 𝐸T

𝑖 )
† − 𝐸𝑖𝑃𝑖𝐸

T
𝑖 )

𝑌 T
𝑖 𝐹T

𝑖 (𝐸𝑅)

∗ −𝜒𝑖(𝑃 )

∗ ∗
∗ ∗

→

←

(1 + 𝜆𝑖
𝐾)𝐷1𝑖 (1+𝜆𝑖

𝐾)(𝑌 T
𝑖 𝐶T

𝑖 +𝐻T
𝑖 𝐵

T
2𝑖)

0 0

−𝛾2(1 + 𝜆𝑖
𝐾)𝐼 (1 + 𝜆𝑖

𝐾)𝐷T
2𝑖

∗ −(1 + 𝜆𝑖
𝐾)𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎦<0,

∀ 𝑖 ∈ 𝑆𝑖
𝐾 ; (16)⎡⎢⎢⎢⎢⎣

(𝐴𝑖𝑌𝑖 +𝐵1𝑖𝐻𝑖)
† 𝑌 T

𝑖 𝐸𝑅𝑗 𝐷1𝑖

∗ −𝐸T
𝑅𝑗𝑃𝑗𝐸𝑅𝑗 0

∗ ∗ −𝛾2𝐼

∗ ∗ ∗

→

←

𝑌 T
𝑖 𝐶T

𝑖 +𝐻T
𝑖 𝐵

T
2𝑖

0

𝐷T
2𝑖

−𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ < 0, ∀ 𝑗 ∈ 𝑆𝑖
𝑈𝐾 , 𝑗 ∕= 𝑖; (17)

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
(𝐴𝑖𝑌𝑖 +𝐵1𝑖𝐻𝑖)

† 𝑌 T
𝑖 𝐸𝑅𝑗 𝐷1𝑖

∗ −𝐸T
𝑅𝑗𝑃𝑗𝐸𝑅𝑗 0

∗ ∗ −𝛾2𝐼

∗ ∗ ∗

→

←

𝑌 T
𝑖 𝐶T

𝑖 +𝐻T
𝑖 𝐵

T
2𝑖

0

𝐷T
2𝑖

−𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ > 0, ∀ 𝑗 ∈ 𝑆𝑖
𝑈𝐾 , 𝑗 = 𝑖. (18)

其中

𝑌𝑖 = 𝑃𝑖𝐸
T
𝑖 + 𝑆𝑖Φ̄𝑖𝑅

T
𝑖 ;

𝐹𝑖(𝐸𝑅) =

[
√

𝜆𝑖𝐾𝑖
1
𝐸𝑅𝐾𝑖

1

√
𝜆𝑖𝐾𝑖

2
𝐸𝑅𝐾𝑖

2
⋅ ⋅ ⋅

√
𝜆𝑖𝐾𝑖

𝑚
𝐸𝑅𝐾𝑖

𝑚
]T,

𝐾𝑖
𝑚 ∕= 𝑖;

𝜒𝑖(𝑃 ) = diag{𝐸T
𝑅𝐾𝑖

1
𝑃𝐾𝑖

1
𝐸𝑅𝐾𝑖

1
𝐸T

𝑅𝐾𝑖
2
𝑃𝐾𝑖

2
𝐸𝑅𝐾𝑖

2
→

← ⋅ ⋅ ⋅ 𝐸T
𝑅𝐾𝑖

𝑚
𝑃𝐾𝑖

𝑚
𝐸𝑅𝐾𝑖

𝑚
}, 𝐾𝑖

𝑚 ∕= 𝑖.

则状态反馈控制器为𝐾𝑖 = 𝐻𝑖𝑌
−1
𝑖 .

证证证明明明 考虑系统 (1)的奇异矩阵模态依赖, ∀ 𝑖 ∈
𝑆,存在𝐸𝐿𝑖、𝐸𝑅𝑖、𝑅𝑖、𝑆𝑖,满足𝐸𝑖 = 𝐸𝐿𝑖𝐸

T
𝑅𝑖, 𝐸

T
𝑖 𝑅𝑖 =

0, 𝐸𝑖𝑆𝑖 = 0.
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从定理 2出发, 若存在矩阵𝑃𝑖 > 0, 非奇异矩阵

Φ𝑖使得式 (12)∼ (14)成立, 则由引理 2可得, 存在矩

阵𝑃𝑖 > 0和非奇异矩阵 Φ̄𝑖满足

(𝑃𝑖𝐸𝑖 +𝑅𝑖Φ𝑖𝑆
T
𝑖 )

−1 = 𝑃𝑖𝐸
T
𝑖 + 𝑆𝑖Φ̄𝑖𝑅

T
𝑖 ,

(𝐸T
𝐿𝑖𝑃𝑖𝐸𝐿𝑖)

−1 = 𝐸T
𝑅𝑖𝑃𝑖𝐸𝑅𝑖.

令𝑌𝑖 = 𝑃𝑖𝐸
T
𝑖 + 𝑆𝑖Φ̄𝑖𝑅

T
𝑖 ,𝐻𝑖 = 𝐾𝑖𝑌𝑖, 将定理 2中的

𝐴𝑖、𝐶𝑖分别替换为𝐴𝑖 = 𝐴𝑖+𝐵1𝑖𝐾𝑖, 𝐶𝑖 = 𝐶𝑖+𝐵2𝑖𝐾𝑖.

对式 (12)两边分别左乘和右乘

⎡⎢⎣ 𝑌 T
𝑖 0 0

0 𝐼 0

0 0 𝐼

⎤⎥⎦及其转
置,利用引理 2和Schur补可得,当 ∀𝑖 /∈ 𝑆𝑖

𝐾时,式 (15)

成立. 同时,由

𝐸𝑅𝑖𝐸
T
𝑅𝑖𝑃𝑖𝐸𝑅𝑖𝐸

T
𝑅𝑖𝑌𝑖 ⩾ (𝑌 T

𝑖 𝐸T
𝑖 )

† − 𝐸𝑖𝑃𝑖𝐸
T
𝑖 ,

𝜆𝑖𝑖 < 0

可得,当 ∀ 𝑖 ∈ 𝑆𝑖
𝐾时,式 (16)成立. 类似可以证明,式

(13)和 (14)成立,则式 (17)和 (18)分别成立.

综上所述, 若式 (15)∼ (18)成立, 则闭环系统 (8)

在转移率部分未知的条件下随机可容许且满足𝐻∞
性能 𝛾. 最后,由𝐻𝑖 = 𝐾𝑖𝑌𝑖可得到控制器增益矩阵为

𝐾𝑖 = 𝐻𝑖𝑌
−1
𝑖 . □

注 3 定理 3提出的𝐻∞控制器设计方法, 涵盖

了转移率部分未知和奇异矩阵模态依赖等多种情况,

可以用来解决多种复杂情形下的Markov跳变奇异系

统的𝐻∞控制问题, 且结论用严格线性矩阵不等式

形式表示, 易于工程实现. 当转移率完全已知时, 定

理 3的形式完全简化为文献 [11]中定理 2的形式, 因

此定理 3是文献 [11]中结论的推广. 文献 [2,7]的结论

均含有等式约束条件, 不利于工程实现; 文献 [9,13-

14]的结论局限于奇异矩阵模态独立, 且以上文献均

未涉及不完全转移率情形和𝐻∞控制问题.

4 数数数值值值算算算例例例

考虑一个 3维 4模态的数值算例系统,参数如下:

𝐸1=

⎡⎢⎣ 0.5 0.25 0

0 0.5 0

0 0 0

⎤⎥⎦, 𝐴1=

⎡⎢⎣ −0.25 −0.15 0

0.3 −0.35 −0.2
−0.1 0 −0.55

⎤⎥⎦,

𝐵11 =

⎡⎢⎣ 0 −0.05
0.1 0

0 0.05

⎤⎥⎦ , 𝐷11 =

⎡⎢⎣ 0.5 0

0 −0.5
0 0

⎤⎥⎦ ,

𝐶1 =

[
0.5 0 −0.5
0 0.5 0

]
, 𝐵21 =

[
0.25 0.5

0 0

]
,

𝐷21 =

[
0.1 −0.15
0 0.25

]
, 𝐸2 =

⎡⎢⎣ 0.75 0 0

0 0.25 0

0 0 0

⎤⎥⎦ ,

𝐴2=

⎡⎢⎣−0.25 −0.15 0

0.3 −0.35 −0.2
−0.1 0 0.55

⎤⎥⎦, 𝐵12=

⎡⎢⎣ 0 0.05

−0.1 0

0 0.05

⎤⎥⎦,

𝐷12 =

⎡⎢⎣ 0.5 0

0 −1
0 0

⎤⎥⎦ , 𝐶2 =

[
0.5 0 −0.5
0 0.75 0

]
,

𝐵22 =

[
0.25 −0.5
0 0

]
, 𝐷22 =

[
0.1 −0.15
0 0.25

]
,

𝐸3=

⎡⎢⎣0.5 0 0

0.3 0.15 0

0 0 0

⎤⎥⎦, 𝐴3=

⎡⎢⎣−0.6 −0.4 −0.25−0.4 −0.75 −0.1
0.3 0.3 −0.6

⎤⎥⎦,

𝐵13 =

⎡⎢⎣ 0.1 0.15

−0.15 0

−0.05 0

⎤⎥⎦ , 𝐷13 =

⎡⎢⎣ −0.75 0.3

0 −0.55
0.1 0

⎤⎥⎦ ,

𝐶3 =

[
0 0.5 0.5

0.5 0 0

]
, 𝐵23 =

[
0.3 −0.5
0 0

]
,

𝐷23 =

[
0 0

0 −0.25

]
, 𝐸4 =

⎡⎢⎣ 0.75 0.1 0

0 0.3 0

0 0 0

⎤⎥⎦ ,

𝐴4=

⎡⎢⎣−0.75 −0.3 0.2

−0.2 −0.6 −0.1
0.35 0.4 −0.55

⎤⎥⎦, 𝐵14=

⎡⎢⎣ 0.05 −0.15
0.1 0

−0.05 0

⎤⎥⎦,

𝐷14 =

⎡⎢⎣ −0.1 0.3

0 −0.6
0.2 0

⎤⎥⎦ , 𝐶4 =

[
0 −0.5 0.8

0.5 0 0

]
,

𝐵24 =

[
−0.3 −0.5
0 0

]
, 𝐷24 =

[
0 0

0 0.3

]
,

𝑅1 = 𝑅2 =

⎡⎢⎣ 0

0

0.5

⎤⎥⎦ , 𝑆1 = 𝑆2 =

⎡⎢⎣ 0

0

1

⎤⎥⎦ ,

𝑅3=𝑅4=𝑆3=𝑆4=

⎡⎢⎣ 0

0

1.5

⎤⎥⎦ , 𝐸𝐿1 =

⎡⎢⎣ 0.5 0

0 0.25

0 0

⎤⎥⎦ ,

𝐸𝐿2 =

⎡⎢⎣ 0.75 0

0 0.25

0 0

⎤⎥⎦ , 𝐸𝐿3 =

⎡⎢⎣ 0.5 0

0.3 0.15

0 0

⎤⎥⎦ ,

𝐸𝐿4 =

⎡⎢⎣ 1.5 0

0 1

0 0

⎤⎥⎦ , 𝐸𝑅1 =

⎡⎢⎣ 0.5 0

0.25 1

0 0

⎤⎥⎦ ,

𝐸𝑅2=𝐸𝑅3=

⎡⎢⎣ 0.5 0

0 0.5

0 0

⎤⎥⎦ , 𝐸𝑅4 =

⎡⎢⎣ 0.25 0

0.1 0.15

0 0

⎤⎥⎦ .
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转移率矩阵为

𝜆 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−0.5 ? 0.1 ?

0.3 −0.7 ? ?

? ? −0.8 0.3

0.2 ? ? −0.6

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

其中“?”表示未知的转移率. 取 𝛾 = 1 , 求解式 (15)

∼ (18),可得控制器增益矩阵为

𝐾1 =

[
−1.228 5 −198.68 −1.507 4
−0.368 5 99.380 2 1.753 7

]
,

𝐾2 =

[
−8.924 3 264.394 7 −5.229 2
−3.465 1 132.142 0 −3.614 4

]
,

𝐾3 =

[
−87.756 9 1.147 9 −0.701 6
−52.664 8 1.686 9 0.579 0

]
,

𝐾4 =

[
−126.410 3 −1.234 2 −1.835 5
75.854 6 −0.261 1 2.701 3

]
.

如上所述, 奇异矩阵𝐸𝑖模态依赖, 因此, 即使转

移率矩阵全部已知,文献 [11]中的方法仍然无法解决

此问题.然而,定理 3的方法可以解决此问题,且是在

基于不完全的转移率条件下,因此定理 3方法具有更

广泛的适用范围和更小的保守性.

5 结结结 论论论

基于转移率部分未知情形, 本文研究了连续

Markov跳变奇异系统的𝐻∞性能分析和𝐻∞控制问

题.首先提出奇异矩阵模态依赖情况下系统随机可容

许且满足𝐻∞性能指标的条件;然后推广到部分转移

率情况下Markov跳变奇异系统的𝐻∞性能分析; 最

后设计了状态反馈𝐻∞控制器,使得闭环系统在不完

全转移率条件下随机可容许且满足𝐻∞性能.
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