球面的四边形面覆盖猜想 
摘要：本文提出了这样一个猜想：球面上的极大平面图中的所有三角形面均可以每相邻的两个为一组合并成四边形面，从而使该球面完全被四边形面所覆盖。两个三角形面相邻是指这两个三角形面有一条公共边。 
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1 球面的四边形面覆盖猜想的具体表述
       在球面上，任意给定V个点，让我们在该球面上，在这些点之间进行连线（即这些连线也位于该球面上），这些连线可以为球面上的直线（短程线），也可以为曲线。两点之间的一条连线称之为一条边。关于这些边，我们还有如下几点限制：
1、 边的起点和终点不能是同一个点；

2、 两点之间最多只能有一条边；

3、 边和边之间不能相交。

这样获得的图称之为球面上的简单平面图，简称平面图。本文后续所说的平面图均是指这种球面上的简单平面图。
如果我们尽可能多的画出这种边，直到再也无法画出这种边为止，此时，我们所获得的图称之为球面上的极大平面图。
由几条边所围成的一个圈（圈上的点不重合，因而圈上的边也不重合），且在该圈内部、即某一侧再也没有其它点和边存在，则我们称该圈的内部为球面上的一个面。由于边的起点和终点不能是同一个点，且两点之间只能有一条边，则一个面至少要由三条边围成。显然，在极大平面图中，每个面都是由三条边所围成的三角形面。如果有多于三条边围成的面，如四边形面、五边形面等，则我们就可以在该四边形面或五边形面的内部增加边，这种图就不是极大平面图。在极大平面图中，每个点都是三度或三度以上的点，即每个点至少要引出三条边。假设一个点只引出一条边或两条边、或没有边引出，我们擦去该点引出的一条边或两条边，则没有边引出的点必定在一个面上，而在极大平面图中，一个面至少由三条边围成，因此，该点至少可以引出三条边。

如果球面上画有一个极大平面图，我们就可以说该球面完全被三角形面所覆盖（不同于图论中的覆盖概念）。
两个三角形面相邻是指这两个三角形面有一条公共边。显然，如果擦去公共边，相邻的两个三角形面可以合并成一个四边形面。

在极大平面图中，如果我们无规则的将每次遇到的两个相邻的三角形面合并成一个四边形面，最后，极大平面图中可能所有的三角形面均被合并到四边形面中；也可能剩余一些三角形面未被合并到四边形面中，而与这些剩余三角形面相邻的三个三角形面已被合并到四边形面中，即与这些剩余三角形面相邻的面均已为合并好的四边形面，使这些剩余三角形面已无可合并的相邻的三角形面。如果我们能找到一种方法，使球面上的极大平面图中的所有三角形面均可以每相邻的两个为一组合并成四边形面，则我们也可以说，该球面完全被四边形面所覆盖。
本文提出的球面的四边形面覆盖猜想是指：球面上的极大平面图中的所有三角形面均可以每相邻的两个为一组合并成四边形面，从而使该球面完全被四边形面所覆盖。
实际上，关于极大平面图，在图论中已有详尽的讨论。但是，在图论或拓扑学中，本人未曾看到过有关球面的四边形面覆盖问题的任何讨论。
球面的四边形面覆盖猜想成立的必要条件是球面上的极大平面图中有偶数个三角形面。容易证明，这一必要条件是存在的。设球面上的极大平面图中有F个三角形面，E条边，V个点，则E=3F/2，根据拓扑学中著名的“欧拉定理” V+F-E=2，我们就有，F=2V-4， E=3V-6。显然，球面上的极大平面图中，三角形面的数目为偶数，边的数目为3的倍数。

2 球面的四边形面覆盖猜想与四色猜想的关系

有趣的是，笔者发现上述的球面的四边形面覆盖猜想与四色猜想相关。
在图论中，四色猜想被描述为：可以用四种色对简单平面图中的点涂色，并能使任何两个相邻的点涂以不同的色。两点相邻是指两点之间有一条边连接。
笔者证明了下述的这样一个命题成立：四色猜想成立，当、且仅当球面上的极大平面图中的所有三角形面均可以每相邻的两个为一组合并成四边形面，从而使该球面完全被四边形面所覆盖；而且，四边形面的对角线可以首尾相接构成一条闭合的圈，也可以不构成圈，但如果构成圈，则该圈为必为偶圈，即圈上必定具有偶数条对角线。四边形面的对角线是指合并成该四边形面的相邻的两个三角形面的公共边。
如果球面的四边形面覆盖猜想被证出，且能证出由四边形面的对角线连接成的圈均为偶圈，则四色猜想也就随之解决。如果认为四色猜想已经证出（四色猜想已经用计算机证出），则“球面的四边形面覆盖猜想”就是“球面的四边形面覆盖定理”。
下面给出上述的“球面的四边形面覆盖猜想，且如果四边形面的对角线连接成圈，则该圈为必为偶圈”与四色猜想等价的证明。
如果一简单平面图上的点可以用四色涂色，并能使任何两个相邻的点涂以不同的色，则称该简单平面图有一个4-点涂色方案，简称有一个4-点涂色。显然，当由简单平面图G通过增加边而得到的极大平面图H有一个4-点涂色时，则简单平面图G必定也有一个4-点涂色。由于没有减少G中的边，G中相邻的点在H中仍相邻。因此，四色猜想被转化为这样的一个猜想：任意的极大平面图都有一个4-点涂色。

实际上，极大平面图也可以被画在球面上。我们可以把球面上的极大平面图中的一个三角形面拉伸到最大，使其成为平面上的极大平面图的“图形边界”；我们也可以在平面上的简单平面图上的“图形边界”外增加“图形边界”上的点之间的边，使该简单平面图的“图形边界”成为三角形。因此，平面上的极大平面图与球面上的极大平面图完全等价。本文后续所说的极大平面图都是指画在球面上的极大平面图。
定义：在简单平面图中，两边相连是指两条边有一个公共端点。定义两边相邻或邻近是指两条边有一个公共端点，即它们相连，并且在这两条边连接成的路的两侧中至少有一侧再没有过此公共端点的其它边存在。例如，三角形面上的三条边相互之间均相邻，但在四边形上，由一个顶点引出的两条边却不一定相邻，因为它们有可能被该四边形的对角线隔开（注意，本文这里的定义与有些图论著作中的定义不同。在有些图论著作中，“两边相邻”只是指两边有一个公共端点）。

定义：如果能用三种色对极大平面图中的边涂色，并能使任何两条相邻的边涂以不同的色，则我们称该极大平面图有一个3-邻边涂色（图论中的边涂色是指相连的边涂以不同的色）。显然，在3-邻边涂色中，三角形面上的三条边被涂成了三种不同的色。
定理1：如果一极大平面图有一个4-点涂色，则该极大平面图必定具有一个3-邻边涂色；并且，由涂同一种色的边组成的圈即同色圈必为偶圈，即圈上边的个数为偶数。

证明：设一极大平面图上的点已用A、B、C、D四种色涂色，并使任何两个相邻的点涂以不同的色。我们将端点涂以A、B两色的边涂为c色，将端点涂以C、D两色的边涂为c/色，将端点涂以A、C两色的边涂为a色，将端点涂以B、D两色的边涂为a/色，将端点涂以A、D两色的边涂为b色，将端点涂以B、C两色的边涂为b /色。显然，涂以c色的边不可能与涂以c/色的边连接，它们不可能有公共的端点，因而也不会是相邻的边。同理，a色边不可能与a/色边连接，b色边不可能与b/色边连接。任何两条相邻的边不可能被涂成同一种色，否则，三角形面上就会有两点被涂成A、B、C、D中的同一种色。因此，我们将a色与a/色看成是同一种色，将b色与b/色看成是同一种色，将c色与c/色看成是同一种色，则极大平面图中的边就可以用三种色来涂色，并使任何两条相邻的边涂以不同的色。我们看到，如果存在由涂同一种色的边所组成的圈，由于圈上点的涂色为两色交替出现，如c色圈上点的涂色为A、B两色交替出现，则这种圈上边的个数必为偶数，即同色圈必为偶圈。证毕。

定理2：如果球面上的极大平面图有一个3-邻边涂色，则该极大平面图中的所有三角形面均可以每相邻的两个为一组合成四边形面，从而使该球面完全被四边形面所覆盖。当同色圈为偶圈时，由四边形的对角线所组成的圈也是偶圈。
证明：显然，如果球面上的极大平面图有一个3-邻边涂色，我们用a、b、c来表示这三种色，则三角形面上的三条边必定被涂成了三种不同的色。我们将所有的c色边擦去，则剩余的图中内部无边的面必定都为四边形面，不可能为三角形面，因为所有三角形面的一条边已被擦去，也不可能为5边形面或更多边形面，否则，该多边形面内部所有的对角边已被擦去，但这些对角边相互邻近，不可能都被涂为c色。这里，被擦去的c色边就是合并成的四边形面的对角线。显然，当同色圈为偶圈时，由四边形的对角线所组成的圈也是偶圈。证毕。
    我们知道，具有V个点的极大平面图中，三角形面的数目为2V-4，如果所有的三角形面均可以合并成四边形面，则合并成的四边形面共有V-2个，四边形面的对角线共有V-2条。显然，在上述的证明中，所有的c色边均为四边形面的对角线，而所有的a色边和b色边均为四边形面的边框线。因此，如果具有V个点的极大平面图具有一个3-邻边涂色，c色边的个数就与合并成的四边形面的对角线的个数相同，为V-2。同理，a色边和b色边也可以作为四边形面的对角线，即a色边、b色边和c色边的个数相同，均为V-2。如果我们按照前面证明过程中的作法，将a、b、c三色分解成a、b、c、a/、b/、c/六种色，则我们看到，凡是相互连接的对角线均涂为六种色中的同一种色。
由定理1和定理2，我们已由四色猜想推出了球面的四边形面覆盖猜想，并且，如果四边形面的对角线连接成圈，则必为偶圈。下面我们由“球面的四边形面覆盖猜想成立，并且，如果四边形面的对角线连接成圈，则必为偶圈”为前提，来推出四色猜想。为此，我们需首先证明下述的一条引理。
引理：若一简单平面图上的面均为四边形面，则由四边形面的边框线所组成的圈为偶圈。

证明：设有一条由四边形面的边框线所组成的圈，我们将此圈的某一侧称为该圈的内部。显然，如果我们沿此圈将平面图剪开，则该圈的内部为一块被四边形面所完全覆盖的“板块”，现在，我们只须证明该“板块”的边界上共有偶数条边即可。用归纳法。当该“板块”只由一个四边形面构成时，该“板块”的边界共有四条边，为偶数。设由N个四边形面构成的“板块”，其边界上有偶数条边。我们在此“板块”的外侧增加一个四边面，使其成为由N+1个四边形面构成的新“板块”。增加上去的四边形面至少与原来的“板块”边界有一条边重合，最多有三条边重合，但不能只有一个点重合，否则，由四边形面的边框线所组成的圈上就有重合的点，与圈的定义不符。当有一条边重合时，新“板块”边界上的边增加了两条，当有两条边重合时，新“板块”边界上的边的数目不变，当有三条边重合时，新“板块”边界上的边减少了两条。不论怎样，由N+1个四边形面构成的“板块”，其边界上的边的数目为偶数。因此，由四边形面的边框线所组成的圈为偶圈。证毕。
定理3：若一球面上的简单平面图上的面均为四边形面，则该简单平面图上的点就可以用两种色来涂色，并能使任何两个相邻的点涂以不同的色，即该平面图有一个2-点涂色。
证明：该简单平面图中的面均为四边形面，图中的点均是四边形面的顶点，因此，每个点至少引出两条边，即每个点至少应是两度点。设图中四边形面的数目为F，边的数目为E，则E=4F/2=2F，当图中有V个点时，根据欧拉定理，F=V－2，E=2V－4。设图中有V2个点引出2条边，V3个点引出3条边，V4个点引出4条边，V5个点引出5条边，……，由于每条边属于两个点，故图中边的数目为：

E=（2 V2＋3 V3＋4 V4＋5 V5＋……）／2＝2（V2＋V3＋ V4＋V5＋……）－4

即：2 V2＋V3 －V5－ V6－……=8

因此，图中必定有二度点或三度点存在。
如图1所示，如果一个点O只引出两条边{OA}和{OC}，在此两条边的一侧，有一个四边形面ABCO，在此两条边的另一侧，有一个四边形面ADCO。在图1中，如果B、D两点是同一个点P，则该球面上的简单平面图就仅仅是由四边形圈APCO所组成，图中只有四边形圈APCO两侧的两个四边形面，四个点和四条边。这个图实际上就是球面上的、图中的面均为四边形面的、简单平面图中的最简图。此时，我们就可以用两种色对A、P、C、O四点涂色，并能使相连的点涂成不同的色。如果我们再把对角点A、C两点合并成一点H，将边{PA}和{PC}合并成边{PH}，将边{OA}和{OC}合并成边{OH}，则球面上就只有一个四边形面，其边框线为各使用了两次的边{PH}和{OH}。
如果B、D两点不是同一个点，则B、D两点不可能相邻，即它们之间不可能有一条边连接，否则，边{BD}也为四边形面的边框线，由四边形面的边框线{BD}、{AB}、{AD}将组成一个三角形的圈，与引理矛盾。
如果B、D两点不是同一个点，我们将O点及其引出的两条边{OA}和{OC}擦去，并将B、D两点合并为一个点Q，将边{AB}和{AD}合并为边{AQ}，将边{CB}和{CD}合并为边{CQ}，即省略了O点周围的两个四边形面，则省略后，图中的面仍均为四边形面。如图1所示。如果省略后的图仍为简单平面图，并且，如果省略后的图能用两种色涂色，并能使相连的两点涂成不同的色，我们将图恢复为省略前的图，增加图1中省略了的二度点O时，A、C两点必定被涂成了同一种色，O点就可以用第二种色来涂色，与省略后的图中的Q点的涂色相同，而B、D两点不相邻，我们只须令其涂色均与省略后的图中的Q点的涂色相同即可。
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由于B、D两点不相邻，B、D两点合并成一个点Q时，不会出现边的起点和终点是同一个点的情况。但若B、D两点均与同一个点R用一条边相连时，B、D两点合并成一个点Q时，Q、R两点之间就有两条边相连，图就不再是简单平面图。但在Q、R两点之间两条边所构成的两边形圈的两侧，均至少包含了一个点，这个点不是A点就是C点（但A、C两点不可能在该两边形圈的同一侧）；并且，在此两边形圈的两侧，均至少包含了一个四边形面。当只包含了一个四边形面时，设这一侧包含了A点，该四边形面的框线就为Q、R两点之间的两条边和使用了两次的边{AQ}。无论怎样，当B、D两点均与同一个点R用一条边相连时，我们把Q、R两点之间两边形圈内部（一侧）的所有点和边擦去，将此两边形圈内部的所有四边形面省略，将Q、R两点之间的两条边合并为一条边{QR}，则我们就得到一张新的球面上的简单平面图，图中的面均为四边形面；同时，我们把Q、R两点之间两边形圈外部（另一侧）的所有点和边擦去，将此两边形圈外部的所有四边形面省略，将Q、R两点之间的两条边合并为一条边{QR}，则我们又得到一张新的球面上的简单平面图，图中的面均为四边形面。当Q、R两点之间两边形圈的某一侧只有一个四边形面时，我们省略另一侧的所有四边形面，并将Q、R两点之间的两条边合并成一条边{QR}后，我们得到的新的球面上的简单平面图上就只有一个四边形面，其边框线为均使用了两次的边{QR}和{AQ}。如果两张球面上的简单平面图均有一个2-点涂色，我们只须令两张图中的Q点涂色相同，两张图中的R点涂色也相同，则将两张图合并成原来的一张图时，合并后的图也就有一个2-点涂色。当把合并后的图中的Q点拆分成原来的B、D两点后（其涂色均与Q点相同），则图就恢复为原来的球面上的简单平面图。
如图2所示，如果一个点O只引出三条边{OE}、{OF}、{OG}时，O点周围共有三个四边形面。在图2中，如果A、B、C三点中至少有两点是同一个点，如A、B两点是同一个点P，则图2中的F点就是二度点，我们就可以按图1中的省略方法先将此二度点F及周围的两个四边形面省略。
如果A、B、C三点是三个不同的点，则A、B、C三点不可能两两相邻，即它们之间不可能有一条边连接，否则，边{AB}、{AC}、{BC}也为四边形面的边框线，由四边形面的边框线{AB}、{AF}、{BF}将组成一个三角形的圈，与引理矛盾。同样，边{AC}、{BC}也能分别与其它边组成三角形的圈，与引理矛盾。
如果A、B、C三点是三个不同的点，我们将三度点O及其引出三条边擦去，并将A、B、C三点合并为一个点Q，将边{EA}和{EC}合并为边{EQ}，将边{FA}和{FB}合并为边{FQ}，将边{GB}和{GC}合并为边{GQ}，即省略了O点周围的三个四边形面，则省略后，图中的面仍均为四边形面。如图2所示。如果省略后的图仍为简单平面图，并且，如果省略后的图能用两种色涂色，并能使相连的两点涂成不同的色，我们将图恢复为省略前的图，增加图2中省略了的三度点O时，我们只须令A、B、C三点和O点的涂色均与省略后的图中的Q点的涂色相同即可。
由于A、B、C三点互不相邻，A、B、C三点合并成一个点Q时，不会出现边的起点和终点是同一个点的情况。但是，当A、B、C三点中有两点或三点均与同一个点R相邻时，Q、R两点之间就有两条边或三条边相连，图就不再是简单平面图。如果Q、R两点之间只有两条边，则在此两条边所构成的两边形圈的一侧，必定包含了E、F、G三点中的一个点，在此两边形圈的另一侧，必定包含了E、F、G三点中的另外两个点。此时，我们把此两边形圈内部（一侧）的所有点和边擦去，将Q、R两点之间的两条边合并为一条边{QR}，则我们就得到一张新的球面上的简单平面图；同时，我们把两边形圈外部（另一侧）的所有点和边擦去，将Q、R两点之间的两条边合并为一条边{QR}，则我们又得到一张新的球面上的简单平面图。如果两张球面上的简单平面图均有一个2-点涂色，我们只须令两张图中的Q点涂色相同，两张图中的R点涂色也相同，则将两张图合并成原来的一张图时，合并后的图也就有一个2-点涂色。如果Q、R两点之间有三条边l1、l2、l3，则球面被这三条边分割成了三块区域，三块区域中分别包含有E、F、G三点。我们将l1、l2外部（包含l3的一侧）的所有点和边擦去，将l1、l2合并成一条边，得到一张新的球面上的简单平面图，同时，我们将l2、l3外部（包含l1的一侧）的所有点和边擦去，将l2、l3合并成一条边，得到另一张新的球面上的简单平面图，我们将l3、l1外部（包含l2的一侧）的所有点和边擦去，将l3、l1合并成一条边，得到第三张新的球面上的简单平面图。如果三张球面上的简单平面图均有一个2-点涂色，我们只须令三张图中的Q点涂色相同，三张图中的R涂色也相同，则将三张图合并成原来的一张图时，合并后的图也就有一个2-点涂色。
我们按图1和图2中的方法省略了图中的二度点或三度点及其周围的四边形面后，由于图的性质不变，图中仍有三度点或二度点，可以继续进行这样的省略。如果图中出现两点之间有两条或三条边时，我们就将该简单平面图分解为两张或三张简单平面图。最后，图被简化成前面所述的只有两个四边形面、四个点、四条边的最简图。此时，我们就可以用两种色对图中的点直接涂色，并能使相邻的点涂以不同的色。当图恢复为简化前的图，增加省略了的二度点或三度点时，或将两张、三张简单平面图合并成一张简单平面图时，我们也可以对增加上去的点用这两种色来涂色，并能使图中所有相邻的点涂以不同的色。证毕。
实际上，在上述的证明中，四度及四度以上的点也可以按照与三度点的省略方式类似的方式来省略，只不过此时，我们不仅可能要沿一个两边形的圈将球面上的简单平面图分解成两张球面上的简单平面图来分别进行讨论，当此n度点O周围的n个四边形面上的n个与O点相对的对角点中，有两个或两个以上是同一个点时，我们还可能要沿一个四边形的圈将球面上的简单平面图分解成两张球面上的简单平面图来分别进行讨论。
定理4：如果极大平面图中的所有三角形面均已每相邻的两个为一组合并成四边形面，并且由四边形的对角线连接成的圈上均有偶数条对角线，则该极大平面图就有一个4-点涂色。
    证明：如果擦去合并成的四边形面中的对角线，根据上一定理，该图中的点就可以用A、B两种色涂色，并使任何两个相连的点涂以不同的色。显然，四边形面上的同一组对角点被涂成了同一种色，而不同组的对角点被涂成了不同的色。增加擦去的对角线时，被对角线连接的对角点必定是同一种色。因此，由对角线连接所形成的路上的所有点均被涂成了同一种色。下面我们把连接A色点的所有由对角线构成的路上的点的涂色改涂为C、D两色，并使C、D两色交替出现，如果A色点不在任何对角线上，则将A色点改涂为C色或D色；同样，我们把连接B色点的所有由对角线构成的路上的点的涂色改涂为E、F两色，并使E、F两色交替出现，如果B色点不在任何对角线上，则将B色点改涂为E色或F色。我们看到，如果这些由对角线所连接成的路不构成圈，或首尾相接形成圈，但圈上对角线的数目为偶数，则此极大平面图就有一个4-点涂色，四种色为C、D、E、F。但若由对角线所构成的圈上有奇数条边，就会出现相邻的两点涂色相同的情况。证毕。
定理5：四色猜想成立，当、且仅当球面上的极大平面图中的所有三角形面均可以每相邻的两个为一组合并成四边形面，从而使该球面完全被四边形面所覆盖；而且，如果四边形面的对角线首尾相接构成一条闭合的圈，则该圈为必为偶圈，即圈上必定具有偶数条对角线。四边形面的对角线是指合并成该四边形面的相邻的两个三角形面的公共边。   
证明：由上述的各个定理可以看出，这一定理是显然成立的。证毕。
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