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费马大定理：当n>2时，An+Bn=Cn没有非零有理数解
分析：若An+Bn=Cn有非零有理数解，则通过去分母可知An+Bn=Cn必有正整数解(a,b,c)，且a、b、c中任意两数有大于1的公约数，则这个约数一定也是第三个数的约数。又若An+Bn=Cn没有正整数解，则Akn+Bkn=Ckn一定也没有正整数解。故要证n>2时，An+Bn=Cn没有正整数解，可以等效地证明n=4和n为所有奇素数时An+Bn=Cn没有两两互质的正整数解即可。

摘  要：要证n>2时，An+Bn=Cn没有非零有理数解，可以等效地证明n=4和n为所有奇素数时An+Bn=Cn没有两两互质的正整数解即可。设A4+B4=C4有两两互质的正整数解(a,b,c)，则a、b中必有一个为偶数且可建立递缩关系，最后导出1是偶数的矛盾，从而论证了A4+B4=C4没有两两互质的正整数解；设n为某一奇素数时An+Bn=Cn有两两互质的正整数解(a,b,c)，利用∑Cmk+1xm-k-2yk=(x+y)∑Cmk+-11xm-k-3yk+
xm-2+ym-2和xz∑Ck2+m1+1x2m-k-1zk-yz∑Ck2+m1+1y2m-k-1zk≡0 (mod x+y+z)导出当n≥3时ab(a-b)(an-1-bn-1)≡0 (mod a+b+c)，n≥5时20c(2n-1+1)≡0 (mod a+b+c)。通过讨论导出矛盾，从而论证了n为所有奇素数时An+Bn=Cn没有两两互质的正整数解。基础数学范畴全证费马大定理。↓
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证：(一)、设A4+B4=C4有两两互质的正整数解(a,b,c)

a4+b4=c4……………………
=>2|ab
 (2p+1)4+(2q+1)4≡2 (mod4)                  =>(2,bc)=1=>(c-b,c+b)=2,c2+b2≡2(mod4)

令2|a
a4+b4=c4=>a4=c4-b4=(c-b)(c+b)(c2+b2)

=>c-b=22x4、c+b=2y4、c2+b2=2z4或c+b=22x4、c-b=2y4、c2+b2=2z4其中(x,y)=(x,z)=(y,z)=1=>22x8+y8=z4
令x2=a1、y2=b1、z=c1
22(a1)4=(c1)4-(b1)4=(c1-b1)(c1+b1)[(c1)2+(b1)2]……
=>22(a1)4+(b1)4=(c1)4，其中(a1,b1)=(a1,c1)=(b1,c1)=1=>

(2,b1c1)=1=>(c1-b1,c1+b1)=2,(c1)2+(b1)2≡2(mod4)
=>c1-b1=24(x1)4、c1+b1=2(y1)4、(c1)2+(b1)2=2(z1)4或c1+b1=24(x1)4、c1-b1=2(y1)4、(c1)2+(b1)2=2(z1)4其中(x1,y1)=(x1,z1)=(y1,z1)=1

22(a1)4=(c1)4-(b1)4=(c1-b1)(c1+b1)[(c1)2+(b1)2]=26(x1y1z1)4=>(a1)2=22(x1y1z1)2
=>
26(x1)8+(y1)8=(z1)4……………………………………………………………
令2(x1)2=a2、(y1)2=b2、z1=c2
(a1)2=22(x1y1z1)2=2a2b2(c2)2>2(a2)3=>a1>a2
=>
22(a2)4+(b2)4=(c2)4，其中(a2,b2)=(a2,c2)=(b2,c2)=1

根据数学归纳法，重复由22(a1)4+(b1)4=(c1)4到22(a2)4+(b2)4=(c2)4的推算过程，经k次运算后得：22(ak+1)4+(bk+1)4=(ck+1)4、ak+1=2(xk)2、ak>ak+1
ak>ak+1=>ak呈递缩性=>经过有限次运算后，必有ak+1=1，与ak+1=2(xk)2矛盾

∴ A4+B4=C4没有两两互质的正整数解。

（二）、设n为某一奇素数时，An+Bn=Cn有两两互质的正整数解(a,b,c)
xy∑Cmk+1xm-k-2yk=(x+y)m-(xm+ym)=(x+y)(x+y)m-1-(xm+ym)=(x+y)[xy∑Cmk+-11xm-k-3yk+(xm-1+ym-1)]-(xm+ym)
=xy[(x+y)∑Cmk+-11xm-k-3yk+(xm-2+ym-2)]
∑Cwk+1xw-k-2yk-(x+y)∑Cwk+-11xw-k-3yk=xw-2+yw-2
=>∑Cmk+1xm-k-2yk=(x+y)∑Cmk+-11xm-k-3yk+(xm-2+ym-2)=>    ∑Cwk+-11xw-k-3yk-(x+y)∑Cwk+-12xw-k-4yk=xw-3+yw-3

∑Cwk+-12xw-k-4yk-(x+y)∑Cwk+-13xw-k-5yk=xw-4+yw-4
(xw-2+yw-2)+xy(xw-4+yw-4)-(x+y)(xw-3+yw-3)=0

=>∑Cwk+1xw-k-2yk-(x+y)∑Cwk+-11xw-k-3yk+xy[∑Cwk+-12xw-k-4yk-(x+y)∑Cwk+-13xw-k-5yk]-(x+y)[∑Cwk+-11xw-k-3yk-(x+y)∑Cwk+-12xw-k-4yk]
=∑Cwk+1xw-k-2yk-2(x+y)∑Cwk+-11xw-k-3yk+(x2+3xy+y2)∑Cwk+-12xw-k-4yk-xy(x+y)∑Cwk+-13xw-k-5yk=0
=>∑Cwk+1xw-k-2yk-2[∑Cwk+1xw-k-2yk-(xw-2+yw-2)]+(x2+3xy+y2)∑Cwk+-12xw-k-4yk-xy[∑Cwk+-12xw-k-4yk-(xw-4+yw-4)]

=-∑Cwk+1xw-k-2yk+(x+y)2∑Cwk+-12xw-k-4yk+xw-3(2x+y)+yw-3(x+2y)=0
①
当n≥3时，①式中可取w-2=n，得：-∑Cnk++12xn-kyk+(x+y)2∑Cnk+1xn-k-2yk+xn-1(2x+y)+yn-1(x+2y)=0
an+bn-cn≡an+bn+(a+b)n≡ab∑Cnk+1an-k-2bk+2(an+bn)≡ab∑Cnk+1an-k-2bk+2cn≡0 (mod a+b+c) …………………
an+bn-cn≡an-(a+c)n-cn≡-ac∑Cnk+1an-k-2ck-2cn≡0 (mod a+b+c)=>ac∑Cnk+1an-k-2ck+2cn≡0 (mod a+b+c) ………
-ab∑Cnk++12an-kbk-2cn(a+b)2+anb(2a+b)+abn(a+2b)≡-ab∑Cnk++12an-kbk-2(an+bn)(a+b)2+anb(a+2b)+abn(2a+b)

≡-[ab∑Cnk++12an-kbk+an+1(2a+3b)+bn+1(3a+2b)]≡0 (mod a+b+c)……………………………………

=>  -ac∑Cnk++12an-kck-2cn(a+c)2+anc(2a+c)+acn(a+2c)≡-ac∑Cnk++12an-kck+anc(2a+c)-cn(a2+2ac+2c2)

≡-ac∑Cnk++12an-kck-an(a2-b2)-(an+bn)(a2+2ab+2b2)

≡-[ac∑Cnk++12an-kck+an(2a2+2ab+b2)+bn(a2+2ab+2b2)]≡0 (mod a+b+c)……………………………
=>(ab∑Cnk++12an-kbk-ac∑Cnk++12an-kck)+[an+1(2a+3b)+bn+1(3a+2b)]-[an(2a2+2ab+b2)+bn(a2+2ab+2b2)]
≡(ab∑Cnk++12an-kbk-ac∑Cnk++12an-kck)+ab(a-b)(an-1-bn-1)≡0 (mod a+b+c) …………………………………
xz∑Ck2+m1+1x2m-k-1zk-yz∑Ck2+m1+1y2m-k-1zk≡[(x+z)2m+1-(x2m+1+z2m+1)]-[(y+z)2m+1-(y2m+1+z2m+1)]

≡[(-y)2m+1-(x2m+1+z2m+1)]-[(-x)2m+1-(y2m+1+z2m+1)]≡0 (mod x+y+z) ………………………………
=>ab(a-b)(an-1-bn-1)≡0 (mod a+b+c)

(1)当n=3时

ab(a-b)(an-1-bn-1)≡ab(a-b)(a2-b2)≡ab(a+b)(a-b)2≡-abc(a-b)2≡0 (mod a+b+c)

a3+b3-c3≡a3+b3+(a+b)3≡(a+b)(2a2+ab+2b2)≡-c(2a2+ab+2b2)≡0 (mod a+b+c)

=>abc[(2a2+ab+2b2)-2(a-b)2]≡5a2b2c≡0 (mod a+b+c)  ………………………………………………
cn=an+bn=[(a+b)-b]n+bn=(a+b)∑Cnk(-1)kbk(a+b)n-k-1……
(a,b)=1=>(b,a+b)=1=>(a+b,∑Cnk(-1)kbk(a+b)n-k-1)=(n,a+b)

an+bn-cn≡(an-a)+(bn-b)-(cn-c)+(a+b-c)≡a+b-c≡0 (mod n)

=>a+b=pn/(n,p), ∑Cnk(-1)kbk(a+b)n-k-1=qn(n,p), c=pq, (p,q)=1=>(a+b+c,c∞)=p  ………………………
an+bn-cn≡an+bn+(a+b)n≡ab∑Cnk+1an-k-2bk+2(an+bn)≡ab∑Cnk+1an-k-2bk+2cn≡0 (mod a+b+c)
=>(ab,a+b+c)|(ab,2cn) =>(ab,a+b+c)|2 …………………………………………………………………

=>20p≡0 [mod p3/(3,p)+pq]=>20≡0 [mod p2/(3,p)+q]
p=1, q=1,3,4,9,19=>a+b=pn/(n,p)=1，与所设矛盾

p=2, q=1,6,16，其中q=6,16与(p,q)=1矛盾；q=1时c=pq=2, a+b=pn/(n,p)=8, a+b>2c, a3+b3>c3, 与所设矛盾
q=1时c=pq=3, a+b=pn/(n,p)=9, a+b>2c, a3+b3>c3, 与所设矛盾
=>
p=3, q=1,2,7,17=>   q=2时c=pq=6,a+b=9,a<c,b<c,a,b只能分别为4,5，而(4,6)=2与(ab,c)=1矛盾
q=7,17时c=pq>a+b=9, a+b<c, a3+b3<c3, 与所设矛盾
p=4,q=4与(p,q)=1矛盾
∴A3+B3=C3没有两两互质的正整数解
②
(2)当n≥5时，①式中可取w=n，得：-∑Cnk+1xn-k-2yk+(x+y)2∑Cnk+-12xn-k-4yk+xn-3(2x+y)+yn-3(x+2y)=0
ab∑Cnk+1an-k-2bk+2cn≡0 (mod a+b+c)
ac∑Cnk+1an-k-2ck+2cn≡0 (mod a+b+c)
an+bn-cn≡-(b+c)n+bn-cn≡-bc∑Cnk+1bn-k-2ck-2cn≡0 (mod a+b+c)=>bc∑Cnk+1bn-k-2ck+2cn≡0 (mod a+b+c)……
2cn+ab(a+b)2∑Cnk+-12an-k-4bk+an-2b(2a+b)+abn-2(a+2b)≡2(an+bn)+abc2∑Cnk+-12an-k-4bk+an-2b(2a+b)+abn-2(a+2b)
≡abc2∑Cnk+-12an-k-4bk+an-2(2a2+2ab+b2)+bn-2(a2+2ab+2b2)≡0 (mod a+b+c) …………………………………
2cn+ac(a+c)2∑Cnk+-12an-k-4ck+an-2c(2a+c)+acn-2(a+2c)≡ab2c∑Cnk+-12an-k-4ck+an-2c(2a+c)+cn-2[a(a+2c)+2c2]

≡ab2c∑Cnk+-12an-k-4ck-an-2(a2-b2)+cn-2(a2+2ab+2b2)≡0 (mod a+b+c)
=>ab2c3∑Cnk+-12an-k-4ck-an-2(a+b)2(a2-b2)+(an+bn)(a2+2ab+2b2)
=>
≡ab2c3∑Cnk+-12an-k-4ck+an(2a2+2ab+b2)+bn(a2+2ab+2b2)≡0 (mod a+b+c) …………………………………
2cn+bc(b+c)2∑Cnk+-12bn-k-4ck+bn-2c(2b+c)+bcn-2(b+2c)≡a2bc∑Cnk+-12bn-k-4ck+bn-2c(2b+c)+cn-2[b(b+2c)+2c2]

≡a2bc∑Cnk+-12bn-k-4ck+bn-2(a2-b2)+cn-2(a2+2ab+2b2)≡0 (mod a+b+c)
=>a2bc3∑Cnk+-12bn-k-4ck+bn-2(a+b)2(a2-b2)+(an+bn)(a2+2ab+2b2)
≡a2bc3∑Cnk+-12an-k-4ck+an(2a2+2ab+b2)+bn(a2+2ab+2b2)≡0 (mod a+b+c) …………………………………
b2c2(ab∑Cnk+-12an-k-4bk-ac∑Cnk+-12an-k-4ck)-an-2(2a2+2ab+b2)(a2-b2)≡0 (mod a+b+c)
=>
a2c2(ab∑Cnk+-12an-k-4bk-bc∑Cnk+-12bn-k-4ck)+bn-2(a2+2ab+2b2)(a2-b2)≡0 (mod a+b+c)
xz∑Ck2+m1+1x2m-k-1zk-yz∑Ck2+m1+1y2m-k-1zk≡0 (mod a+b+c)
an-2(2a2+2ab+b2)(a2-b2)≡0 (mod a+b+c)
=>
bn-2(a2+2ab+2b2)(a2-b2)≡0 (mod a+b+c)
2(2a2+2ab+b2)(a2-b2)≡0 (mod a+b+c)
2a2+2ab+b2≡2a2 (mod b)   =>
2(a2+2ab+2b2)(a2-b2)≡0 (mod a+b+c)
a2+2ab+2b2≡2b2 (mod a)
 (a,b)=1

2a2+2ab+b2≡a2-b2≡(a+b)(a-b) (mod a2+2ab+2b2) …
(a+b,2a2+2ab+b2)=(a+b,a2+2ab+2b2)=1
=>(2a2+2ab+b2,a2+2ab+2b2)|5
(a,b)=1=>   (a-b, 2a2+2ab+b2)|5 ……………………
(a-b, a2+2ab+2b2)|5 ……………………
=>10(a2-b2)≡10(a+b)(a-b)≡-10c(a-b)≡0 (mod a+b+c) ……………………………
an+bn-cn≡an+bn+(a+b)n≡0 (mod a+b+c) =>10c[an+bn+(a+b)n]≡0 (mod a+b+c)
20anc(2n-1+1)≡0 (mod a+b+c)
=>
20bnc(2n-1+1)≡0 (mod a+b+c)   =>20c(2n-1+1)≡0 (mod a+b+c)…………
(a,b)=1                                                   =>20(2n-1+1)≡0 (mod pn-1/(n,p)+q)
a+b=pn/(n,p), ∑Cnk(-1)kbk(a+b)n-k-1=qn(n,p), c=pq, (p,q)=1, (a+b+c,c∞)=p
a+b>2=>p≥2
(2~1)若p=2，20的因子有1,2,4,5,10,20
则20(2n-1+1)≡0 (mod pn-1/(n,p)+q)中q=1, 2n-1+2, 3*2n-1+4, 4*2n-1+5, 9*2n-1+10, 19*2n-1+20
其中：q=1时，c=pq=2, a+b=pn/(n,p)>2c, an+bn>cn, 与所设矛盾
q=2n-1+2, 3*2n-1+4, 9*2n-1+10, 19*2n-1+20时，与(p,q)=1矛盾

q=4*2n-1+5时，c=pq=2*(4*2n-1+5)=2n+2+10, a+b=pn/(n,p)=2n, c>a+b, cn>an+bn, 与所设矛盾

即p=2时，An+Bn=Cn没有两两互质的正整数解
③
(2~2)若p≥3，则当n≥11时能同时满足20(2n-1+1)<3n-1, 20(2n-1+1)<nn-2
即20(2n-1+1)<pn-1/(n,p)+q，即p≥3,n≥11时，20(2n-1+1)≡0 (mod pn-1/(n,p)+q)没有p,q为正整数的解
即p≥3，n≥11时，An+Bn=Cn没有两两互质的正整数解
④
故n只能取值5,7

(2~2~1)当n=5时，53<44<20(2n-1+1)=340<54，故20(2n-1+1)≡0 (mod pn-1/(n,p)+q)中p只能取值3,4,5
即当n=5时，20(2n-1+1)≡0 (mod pn-1/(n,p)+q) 没有p≥6的正整数解
即当n=5，p≥6时，An+Bn=Cn没有两两互质的正整数解
⑤
(2~2~1~1) 当n=5，p=3时，20(2n-1+1)=340，pn-1=81，340大于81的因子有85,170,340
则q=4,89,259

其中：q=4时，c=pq=12, a+b=pn/(n,p)=243>2c, an+bn>cn, 与所设矛盾
q=89时，c=pq=267, a+b=pn/(n,p)=243<c，an+bn<cn, 与所设矛盾
q=259时，c=pq=777, a+b=pn/(n,p)=243<c, an+bn<cn, 与所设矛盾
 (2~2~1~2) 当n=5，p=4时，20(2n-1+1)=340，pn-1=256，340大于256的因子只有340
则q=84，与(p,q)=1矛盾
(2~2~1~3) 当n=5，p=5时，20(2n-1+1)=340，pn-1/(n,p)=125，340大于125的因子有170,340
则q=45,215，与(p,q)=1矛盾
由(2~2~1~1)到(2~2~1~3)中的矛盾可知，n=5，p=3,4,5时An+Bn=Cn没有两两互质的正整数解
⑥
由④,⑤,⑥可知，p≥3，n=5时，An+Bn=Cn没有两两互质的正整数解
⑦
 (2~2~2)当n=7时，20(2n-1+1)=1300<46<75，故20(2n-1+1)≡0 (mod pn-1/(n,p)+q)中p只能取值3
即当n=7时，20(2n-1+1)≡0 (mod pn-1/(n,p)+q) 没有p≥4的正整数解

即当n=7，p≥4时，An+Bn=Cn没有两两互质的正整数解
⑧
当p=3时，36=729，1300大于729的因子只有1300，则q=571
则c=pq=1713, a+b=pn/(n,p)=2187
an=cn-bn=[(c-b)+b]n-bn=(c-b)∑Cnkbk(c-b)n-k-1
bn=cn-an=[(c-a)+a]n-an=(c-a)∑Cnkak(c-a)n-k-1
(x,y)=1=>(x-y,∑Cnkyk(x-y)n-k-1)|n …………
(a,b,c)=1

=>c-b=αn/(n,α), c-a=βn/(n, β)且c-b=αn与c-a=βn至少有一个成立
令c-a=βn成立，27=128<1713<37=2187，β只能取1,2

则(β,c,a,b)=(1,1713,1712,475),(2,1713,1585,602)
则c7个位数为7，a7+b7个位数为3，与所设矛盾
即当n=7，p=3时，An+Bn=Cn没有两两互质的正整数解
⑨
由⑧,⑨可知，p≥3，n=7时，An+Bn=Cn没有两两互质的正整数解
⑩
由③,⑦,⑩可知，当n为奇素数且n≥5时，An+Bn=Cn没有两两互质的正整数解
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可知n为所有奇素数时，An+Bn=Cn没有两两互质的正整数解。
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