
对一个图论疑难问题的讨论
广西师范大学  电子工程学院   谭伟良
摘要：借鉴Heawood曾经证明可平面图是可5-着色的方法，并加以改进，再运用数学归纳法和一些巧妙的技巧进一步证明了可平面图是可4-着色的。
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使用数学归纳法证明任意可平面图
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是可4-着色的，即
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。假设所有有k个结点的可平面图是可4-着色的。当k
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4时可平面图显然是可4-着色的。令G是一个有k+1个结点的可平面图，那么G必含有一个结点度不超过5的结点，设此结点为v。将v及与之关联的边删去，那么图H=G-v有k个结点，根据假设H是可4-着色的。
用4种颜色
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4）将H着色，使产生一个四着色，即相邻的结点不着相同的颜色。现将v及原来与它关联的边加到H上，可恢复为k+1个结点，现在有三种可能：deg（v）<4，deg（v）=4，deg（v）=5。当deg（v）<4时，与v邻接的结点最多用了3种颜色，必然有某种颜色未用到，那么v可着未用到的颜色，这种情况下的G是可4-着色的。当
deg（v）=4且与v邻接的结点未用到某种颜色时，v可着此颜色，这种情况下的G也是可4-着色的。
讨论deg（v）=4且用了4种颜色来给与v邻接的结点着色。 如图1，v邻接四个结点，用颜色
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着色。设
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为H中所有着
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或
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的结点的导出子图，若
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和
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属于
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的不同连通分量，那么互换
[image: image15.wmf]12

H

中包含
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的连通分量的
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颜色（原来着
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的结点改着
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，着
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的结点改着
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），那么得到的仍是H的合法着色，仍符合着色规则。此时
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改着
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，则v的邻接点再无着
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的，可将v着为
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。在这种情况下，G仍是可4-着色的。 
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如图2，若
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属于
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的同一个连通分量，那么会有一条连接
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的通路，其中着
[image: image33.wmf]1

c

，
[image: image34.wmf]2

c

的点交替出现，它与v构成一个回路C，也就是约当曲线。这条曲线将
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分隔开来，
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与
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的任何连线都会与回路C相交，与平面图的条件矛盾。故此时
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必不属于
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的同一个连通分量，类似地，互换
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中包含
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的连通分量的
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颜色，这时得到的仍是H的合法着色，将
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重新着为
[image: image47.wmf]4

c

，可发现此时v的邻接点再无着
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的，可将v着为
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，在这种情况下，G是可4-着色的。
当deg（v）=5且与v邻接的结点未用到某种颜色时，v可着此颜色，在这种情况下，G是可4-着色的。当deg（v）=5且用了4种颜色来给与v邻接的结点着色，显然必有两个结点着相同的颜色。如图3，在图1的基础上增加一个结点
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，设
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和
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都着
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，其他结点着色不变。
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有两种摆放方式，第一种：
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之间没有结点隔开，第二种：
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之间有一个结点。
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先讨论第一种摆放方式，如图3。与上文的分析方法类似，若
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处于
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的不同连通分量，则可互换
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中包含
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的连通分量的
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，然后v可着
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，此时G的着色方式是合法的。若
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的同一个连通分量，那么
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必处于
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的不同连通分量，
[image: image93.wmf]3

v

和
[image: image94.wmf]1

u

亦如此。可互换
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的连通分量的
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，然后v可着为
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，此时G的着色方式是合法的。
讨论第二种摆放方式，如图4。若
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的不同连通分量，则可互换
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的连通分量的
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，然后v可着
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，此时G的着色方式是合法的。若
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的同一个连通分量且
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的不同连通分量，则可互换
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中包含
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的连通分量的
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，于是v可着
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，此时G的着色方式是合法的。若
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的同一个连通分量且
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的不同连通分量。于是可互换
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的连通分量的
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。互换之后，v的邻接点再无着
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的，因此v可着
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，此时G的着色方式是合法的。至此证明了可平面图是可4-着色的。

_1380783888.unknown

_1380784294.unknown

_1380784579.unknown

_1380784938.unknown

_1380787911.unknown

_1380787950.unknown

_1380784976.unknown

_1380784994.unknown

_1380784963.unknown

_1380784786.unknown

_1380784837.unknown

_1380784774.unknown

_1380784520.unknown

_1380784569.unknown

_1380784338.unknown

_1380784031.unknown

_1380784120.unknown

_1380784121.unknown

_1380784119.unknown

_1380784108.unknown

_1380783933.unknown

_1380784012.unknown

_1380783918.unknown

_1380649784.unknown

_1380783565.unknown

_1380783612.unknown

_1380655528.unknown

_1380655671.unknown

_1380655692.unknown

_1380655734.unknown

_1380655747.unknown

_1380655705.unknown

_1380655685.unknown

_1380655573.unknown

_1380649840.unknown

_1380654632.unknown

_1380652172.unknown

_1380654172.unknown

_1380651246.unknown

_1380651262.unknown

_1380651396.unknown

_1380650501.unknown

_1380651092.unknown

_1380649805.unknown

_1380649825.unknown

_1380647858.unknown

_1380648011.unknown

_1380648879.unknown

_1380648892.unknown

_1380648035.unknown

_1380647867.unknown

_1380643960.unknown

_1380646789.unknown

_1380646806.unknown

_1380646616.unknown

_1380646630.unknown

_1380646384.unknown

_1380643953.unknown

_1380643485.unknown

_1380643885.unknown

