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摘 要: 针对一类含分段常数项的仿射切换系统,在平均滞留时间分析方法的基础上研究此类系统的有限时间有界

性 (FTB)和干扰抑制问题.给出了仿射切换系统的 FTB概念以及有限时间鲁棒𝐻∞性能的定义,并在此基础上提出

使得系统有限时间内有界的充分条件以及𝐻∞控制器的设计方法,所得结论均以线性矩阵不等式 (LMI)的形式给出.

最后通过算例验证了所提出方法的正确性和有效性.

关键词: 仿射切换系统；有限时间有界；𝐻∞控制；线性矩阵不等式

中图分类号: TP273 文献标志码: A

Robust 𝐻∞ finite-time tracking control for affine switched system

HAN Lu1, XIAO Jian1, QIU Cun-yong2

(1. School of Electrical Engineering，Southwest Jiaotong University，Chengdu 610031，China；2. School of Electrical

Engineering and Information，Southwest Petroleum University，Chengdu 637001，China．Correspondent：HAN

Lu，E-mail：Lu han@my.swjtu.edu.cn)

Abstract：：：The finite-time boundness(FTB) analysis and finite-time 𝐻∞ controller design for the affine switched system are

discussed based on the average dwell-time method. Several definitions about FTB and robust 𝐻∞ controllers are presented,

based on which, the sufficient conditions and the designed method of the 𝐻∞ controller ensuring the FTB for the affine

switched system are proposed. The obtained results are in the form of the linear matrix inequality(LMI). Finally a numerical

example illustrates the correctness and effectiveness of the proposed method.
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0 引引引 言言言

有限时间稳定性 (FTS)和有限时间有界性

(FTB) [1]是独立于渐近稳定性的概念, 侧重于系统的

暂态分析,使得状态量的数值在有限时间段内不超过

一个给定界限,进而避免在实际系统中饱和、击穿等

危害性现象的发生,具有重要的实际意义.文献 [2-5]

分别给出了针对连续线性系统、离散线性系统和脉

冲系统的有限时间稳定性和有限时间有界性条件.近

年来, FTS和 FTB的结论已被推广到切换系统中. 针

对一般的切换系统, 文献 [6-7]给出了其有限时间稳

定性和有限时间有界性条件,并在不同的切换规则下

对比了条件的保守性;文献 [8-9]考虑了外部扰动,提

出了使得切换系统在有限时间内稳定或有界的鲁棒

𝐻∞控制器的设计方法.

不同于一般的切换系统 (平衡点唯一且为原点),

仿射切换系统的平衡点不唯一,传统的稳定性分析方

法无法直接用于此类系统. 文献 [10]指出, 仿射切换

系统具有广泛的应用前景.在适当的切换规则控制

下, 状态量也会稳定在某一个特定的平衡点上, 所以

关于一般切换系统的稳定性分析方法也可以扩展到

仿射切换系统.目前, 人们已经给出了仿射切换系统

的渐近稳定性分析方法[11-14],并在此基础上提出了控

制器的设计算法.然而, 现有研究仅限于其渐近稳定

性,对于仿射切换系统的有限时间稳定性分析的研究

目前尚属空白.尤其对于时间依赖型切换系统,由于

仿射切换系统的切换平衡点不同于每个子系统的平

衡点, 通过时间依赖型切换规则后, 系统的状态无法

稳定在切换平衡点,研究仿射切换系统的 FTB较 FTS

更具实际意义.

根据以上分析,本文将主要研究仿射切换系统的
FTB及鲁棒𝐻∞控制问题. 首先, 以带有干扰项的仿
射切换系统为研究对象,给出其有限时间有界性的定

收稿日期: 2014-04-03；修回日期: 2014-07-02.

基金项目: 国家自然科学基金项目(61134001, 51177137)；西南石油大学科研启航计划项目(2014QHZO27).

作者简介: 韩璐(1984−),女,博士生,从事切换系统、最优控制的研究；肖建(1950−),男,教授,博士生导师,从事切换

理论及控制理论等研究.



第 6期 韩 璐等: 仿射切换系统的有限时间鲁棒𝐻∞跟踪控制 1127

义;然后, 基于该定义提出使得系统有限时间内有界
的充分条件以及鲁棒𝐻∞控制器的设计方法;最后通
过仿真算例验证了所得结论的有效性.

1 预预预备备备知知知识识识与与与问问问题题题描描描述述述

考虑带外界扰动的仿射切换系统

�̇�(𝑡) = 𝐴𝑖(𝑡)𝑥(𝑡) +𝐵𝑖(𝑡)𝑢(𝑡) +𝐺𝑖(𝑡)𝜔(𝑡) + 𝑏𝑖(𝑡),

𝑥(0) = 𝑥0. (1)

其中: 𝑥(𝑡) ∈ 𝑹𝑛为系统状态量; 𝑢(𝑡) ∈ 𝑹𝑚为控制

输入量; 𝑏𝑖(𝑡)为分段仿射常数项; 𝜔(𝑡) ∈ 𝑹𝑟为外界扰

动量,且满足 𝑙2范数条件
w 𝑇

0
𝜔T(𝑡)𝜔(𝑡)d𝑡 ⩽ 𝑑2, 𝑑 > 0;

下标 𝑖(𝑡) : 𝑹+ → 𝐼 ≜ {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚}为分段常量函数,
表示系统的切换序列, 𝑚为切换子系统的个数. 为简
单起见,本文以下内容均以 𝑖代替 𝑖(𝑡).

由于分段仿射常数项 𝑏𝑖的存在, 每个仿射切换
子系统的平衡点不尽相同.不失一般性, 令指令参考
值𝑥𝑟为系统的切换平衡点, 并假设其不同于所有子
系统的平衡点. 此时,仿射切换系统 (1)的误差跟踪切
换方程可以写成

�̇�(𝑡) = 𝐴𝑖𝑒(𝑡) +𝐵𝑖𝑢(𝑡) +𝐺𝑖𝜔(𝑡) + 𝑘𝑖, 𝑥(0) = 𝑥0;

𝑧(𝑡) = 𝐶𝑖𝑒(𝑡) +𝐷1𝑖𝑢(𝑡) +𝐷2𝑖𝜔(𝑡). (2)

其中: 𝑒(𝑡) = 𝑥(𝑡) − 𝑥𝑟, 𝑘𝑖 = 𝐴𝑖𝑥𝑟 + 𝑏𝑖, 𝑧(𝑡)为控制输
出.切换平衡点由𝑥𝑟转移至原点.

本文的主要研究目的是通过设计时间依赖型切

换规则使得仿射切换系统 (1)的状态量𝑥(𝑡)收敛于切

换平衡点𝑥𝑟,即实现误差状态 𝑒(𝑡)在有限时间区间内

相对于原点有界. 基于该目的,本文首先给出仿射切
换系统有限时间有界性的定义.

定定定义义义 1 (FTB) 对于 ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 当 𝑒T0 𝑅𝑒𝑒0 ⩽ 𝛿2𝑒

且 [𝜔T
0 𝑘Tmax ]𝑅𝜔

[
𝜔0

𝑘max

]
⩽ 𝛿2𝜔时,误差状态量满足

𝑒(𝑡)T𝑅𝑒𝑒(𝑡) ⩽ 𝜀2, 则称仿射切换系统 (1)关于 (𝛿𝑒, 𝛿𝜔,

𝜀, 𝑅𝑒, 𝑅𝜔, 𝑇 )是有限时间有界的. 其中

𝑘max = {𝑘𝑖∣ max
𝑖=1,2,⋅⋅⋅ ,𝑚

𝑘T𝑖 𝑅𝜔𝑘𝑖},

𝑘𝑖 = 𝐴𝑖𝑥𝑟 + 𝑏𝑖, 𝛿𝜔 ⩾ 0, 0 ⩽ 𝛿𝑒 < 𝜀,

[0, 𝑇 ]为有限时间区间, 𝑅𝑒和𝑅𝜔为正定对称矩阵.

传统 FTB概念的前提条件只与初始状态量𝑥0相

关[6], 而对于仿射切换系统, 其稳定性要同时受到初
始状态量𝑥0、切换平衡点𝑥𝑟以及仿射常数项 𝑏𝑖有界

性的影响, 因此其FTB概念也将前提条件扩展到 𝑒0

和 𝑘𝑖.其中 𝑒0 = 𝑥0−𝑥𝑟, 𝑘𝑖又与切换平衡点𝑥𝑟和仿射

常数项 𝑏𝑖相关.

更进一步, 假设系统的状态反馈控制器𝑢(𝑡) =

𝐾𝑖𝑒(𝑡),则其闭环误差跟踪切换系统可以表示为
�̇�(𝑡) = 𝐴𝑖𝑒(𝑡) +𝐺𝑖𝜔(𝑡) + 𝑘𝑖, 𝑥(0) = 𝑥0;

𝑧(𝑡) = 𝐶𝑖𝑒(𝑡) +𝐷2𝑖𝜔(𝑡). (3)

其中: 𝐴𝑖=𝐴𝑖+𝐵𝑖𝐾𝑖, 𝐶𝑖=𝐶𝑖+𝐷1𝑖𝐾𝑖.由于系统中存
在的外界干扰信号𝜔(𝑡)会对系统控制器的设计增加

保守性,本文将着重讨论仿射切换系统的鲁棒𝐻∞控

制器的设计.下面给出有限时间𝐻∞控制器的定义.

定定定义义义 2 对于仿射切换系统 (2), 若存在状态反
馈控制器𝑢(𝑡) = 𝐾𝑖𝑒(𝑡)使得: 1)对应的闭环仿射切换
系统 (3)为有限时间有界; 2)在零初始条件下,控制输
出 𝑧(𝑡)满足w 𝑇

0
𝑧T(𝑡)𝑧(𝑡)d𝑡 < 𝛾2

w 𝑇

0
�̃�T(𝑡)�̃�(𝑡)d𝑡. (4)

其中: �̃�(𝑡) = [𝜔T(𝑡) 𝑘T𝑖 ]T, 𝑘𝑖 = 𝐴𝑖𝑥𝑟 + 𝑏𝑖. 则称状态
反馈控制器为有限时间𝐻∞控制器, 𝛾 > 0为仿射切

换系统的有限时间𝐻∞性能.

基于以上定义,本文将给出仿射切换系统的 FTB

条件以及有限时间𝐻∞控制器的设计方法.

2 主主主要要要结结结果果果

根据定义 1的描述, 仿射切换系统 (1)的有限时

间有界性可以通过判断其对应误差跟踪切换系统的

FTB实现,所以本文的主要结论均以误差切换系统为

研究对象.

为了更清晰和简便,首先假设𝑢(𝑡) = 0, 𝜔(𝑡) = 0,

仿射误差切换系统 (2)可以简化为

�̇�(𝑡) = 𝐴𝑖𝑒(𝑡) + 𝑘𝑖, 𝑥(0) = 𝑥0. (5)

基于平均滞留时间方法[15],仿射切换系统 (5)的

有限时间有界性条件由以下定理给出.

定定定理理理 1 对于仿射切换系统 (5), 如果存在一组

正定矩阵𝑃𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼 ,标量𝛼 > 0, 𝛽 > 0和 𝜉 ⩾ 0,使得

𝛼𝑅𝑒 < 𝑃𝑖 < 𝛽𝑅𝑒, (6)[
𝐴T

𝑖 𝑃𝑖 + 𝑃𝑖𝐴𝑖 𝑃𝑖

𝑃𝑖 0

]
< 𝜉

[
𝑅𝑒 0

0 𝑅𝜔

]
, (7)

𝜏𝑎 ⩾ 𝜏∗𝑎 =
𝑇 ln

𝛽

𝛼

ln
𝛼𝜀2

𝛽𝛿2𝑒 + 𝑇𝜉𝛿2𝜔
− 𝜉

𝛼
𝑇

(8)

成立,则系统关于 (𝛿𝑒, 𝛿𝜔, 𝜀, 𝑅𝑒, 𝑅𝜔, 𝑇 )有限时间有界.

证证证明明明 令𝑅 = diag(𝑅𝑒, 𝑅𝜔), 𝜂𝑖 = [ 𝑒T(𝑡) 𝑘T𝑖 ]T,

𝑖 ∈ 𝐼 ,且假设系统 (5)的分段Lyapunov函数为𝑉𝑖(𝑡) =

𝑒T(𝑡)𝑃𝑖𝑒(𝑡),则由条件 (6)∼ (8)可得

�̇�𝑖(𝑡) = �̇�T(𝑡)𝑃𝑖𝑒(𝑡) + 𝑒T(𝑡)𝑃𝑖�̇�(𝑡) =

[ 𝑒T(𝑡) 𝑘T𝑖 ]

[
𝐴T

𝑖 𝑃𝑖 + 𝑃𝑖𝐴𝑖 𝑃𝑖

𝑃𝑖 0

][
𝑒(𝑡)

𝑘𝑖

]
<

𝜉𝜂T𝑖 𝑅𝜂𝑖 ⩽
𝜉

𝛼
𝑉𝑖 + 𝜉𝑘Tmax𝑅𝜔𝑘max. (9)

考虑 ∀𝑡 > 0, 𝑡0 < 𝑡1 < ⋅ ⋅ ⋅ < 𝑡𝑘为 [𝑡0, 𝑡]上的切换时刻,

令𝑉 (𝑡) =
∑
𝑖∈𝐼

𝜃𝑖𝑉𝑖(𝑡), 𝜃𝑖 ∈ {0, 1},对式 (9)两边积分得

𝑉 (𝑡) < 𝜑(𝑡, 𝑡𝑘)𝑉 (𝑡+𝑘 ) +
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𝜉𝑘Tmax𝑅𝜔𝑘max

w 𝑡

𝑡𝑘
𝜑(𝑡, 𝜏)d𝜏 ⇒

𝑉 (𝑡𝑘+1) < 𝜑(𝑡𝑘+1, 𝑡𝑘)
𝑉 (𝑡+𝑘 )

𝑉 (𝑡−𝑘 )
𝑉 (𝑡−𝑘 )+

𝜉𝑘Tmax𝑅𝜔𝑘max

w 𝑡𝑘+1

𝑡𝑘
𝜑(𝑡𝑘+1, 𝜏)d𝜏. (10)

其中: 𝜑(𝑡, 𝜏) = exp
( 𝜉

𝛼
(𝑡 − 𝜏)

)
< exp

( 𝜉

𝛼
𝑇
)

, 𝑇 为系

统的有限时间间隔.由条件 (6)可知
𝑉 (𝑡+𝑘 )

𝑉 (𝑡−𝑘 )
=

𝑉𝑗(𝑡𝑘)

𝑉𝑖(𝑡𝑘)
=

𝑒T(𝑡𝑘)𝑃𝑗𝑒(𝑡𝑘)

𝑒T(𝑡𝑘)𝑃𝑖𝑒(𝑡𝑘)
<

𝛽𝑒T(𝑡𝑘)𝑅𝑒𝑒(𝑡𝑘)

𝛼𝑒T(𝑡𝑘)𝑅𝑒𝑒(𝑡𝑘)
=

𝛽

𝛼
,

则通过式 (10)的迭代过程可得

𝑉 (𝑡) <(𝛽
𝛼

)𝑘[0,𝑇 ]

e
𝜉
𝛼𝑇𝑉 (𝑡0)+

𝑘∑
𝑛=1

(𝛽
𝛼

)𝑘[0,𝑇 ]−𝑛

𝜉𝑘Tmax𝑅𝜔𝑘max

w 𝑡𝑛

𝑡𝑛−1

𝜑(𝑡, 𝜏)d𝜏+

𝜉𝑘Tmax𝑅𝜔𝑘maxe
𝜉
𝛼𝑇 (𝑡− 𝑡𝑘) <(𝛽

𝛼

)𝑘[0,𝑇 ]

e
𝜉
𝛼𝑇𝑉 (𝑡0)+

𝜉𝑘Tmax𝑅𝜔𝑘maxe
𝜉
𝛼𝑇

[ 𝑘∑
𝑛=1

(𝛽
𝛼

)𝑘[0,𝑇 ]

(𝑡𝑛 − 𝑡𝑛−1)+

(𝑡− 𝑡𝑘)
]
<(𝛽

𝛼

)𝑘[0,𝑇 ]

e
𝜉
𝛼𝑇𝑉 (𝑡0) + 𝑇

(𝛽
𝛼

)𝑘[0,𝑇 ]

𝜉𝑘Tmax𝑅𝜔𝑘maxe
𝜉
𝛼𝑇 ,

(11)

其中 𝑘[0,𝑇 ]表示有限时间区间 [0, 𝑇 ]内的切换次数.

另一方面,条件 (6)暗示

𝑉 (𝑡) = 𝑒T(𝑡)𝑃𝑖𝑒(𝑡) > 𝛼𝑒T(𝑡)𝑅𝑒𝑒(𝑡),

𝑉 (𝑡0) = 𝑒T0 𝑃𝑖𝑒0 < 𝛽𝑒T0 𝑅𝑒𝑒0 ⩽ 𝛽𝛿2𝑒 , (12)

且 𝑘Tmax𝑅𝜔𝑘max ⩽ 𝛿2𝜔.由式 (11)和 (12)可知, 为了保

证仿射切换系统 (5)的有限时间有界性, 即满足

𝑒T(𝑡)𝑅𝑒𝑒(𝑡) ⩽ 𝜀2,切换规则必须满足以下条件:

𝛼𝑒T(𝑡)𝑅𝑒𝑒(𝑡) <(𝛽
𝛼

)𝑘[0,𝑇 ]

e
𝜉
𝛼𝑇𝛽𝛿2𝑒 + 𝑇

(𝛽
𝛼

)𝑘[0,𝑇 ]

𝜉𝛿2𝜔e
𝜉
𝛼𝑇 < 𝛼𝜀2. (13)

令 𝜏∗𝑎 = 𝑇/𝑘[0,𝑇 ],则式 (13)可写成条件 (8)的形式. 因

此,条件 (6)∼ (8)保证了系统的 FTB,定理 1成立. 2
基于定理 1,将关于仿射切换系统的 FTB结论推

广到𝑢(𝑡) ∕=0、𝜔(𝑡) ∕=0的鲁棒仿射切换系统 (2)中,并

设计其鲁棒𝐻∞控制器以保证对应的闭环系统有限

时间内有界. 由于仿射误差跟踪切换系统的切换平衡

点为原点,可将仿射项 𝑘𝑖看作干扰信号已被扩展到外

界干扰𝜔(𝑡)中.本文定义了新的干扰信号, 记为 �̃�(𝑡)

=

[
𝜔(𝑡)

𝑘𝑖

]
,则闭环误差仿射切换系统 (3)可以改写成

�̇�(𝑡) = 𝐴𝑖𝑒(𝑡) + �̃�𝑖�̃�(𝑡), 𝑥(0) = 𝑥0;

𝑧(𝑡) = 𝐶𝑖𝑒(𝑡) + �̃�2𝑖�̃�(𝑡). (14)

其中: �̃�𝑖 = [𝐺𝑖, 𝐼], �̃�2𝑖 = [𝐷2𝑖, 0]. 对比式 (3)与 (14),

二者具有相同的结构, 且由于外界干扰为 𝑙2有界的,

可通过式 (14)设计鲁棒𝐻∞控制器,进而保证闭环仿

射切换系统 (3)的有限时间有界性是可行的.

下面给出有限时间𝐻∞控制器的设计方法.

定定定理理理 2 对于误差仿射切换系统 (2), 如果存在

状态反馈控制器𝑢(𝑡) = 𝐾𝑖𝑒(𝑡),正定矩阵𝑄𝑖, 𝑃𝑖,2,矩

阵𝑊𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼以及标量 𝜃 ⩾ 1和 𝜉 ⩾ 0,使得[
−𝑄𝑖 𝑄𝑖

∗ −𝑅−1
𝑒

]
< 0,

[
−𝜃𝑅𝑒 𝐼

∗ −𝑄𝑖

]
< 0, (15)

𝑅𝜔 < 𝑃𝑖,2 < 𝜃𝑅𝜔, (16)⎡⎢⎣ 𝐴𝑖𝑄𝑖 +𝑄𝑖𝐴
T
𝑖 +𝐵𝑖𝑊𝑖 +𝑊T

𝑖 𝐵T
𝑖 − 𝜉𝑄𝑖

�̃�T
𝑖

𝐶𝑖𝑄𝑖 +𝐷1𝑖𝑊𝑖

→

←
�̃�𝑖 𝑄𝑖𝐶

T
𝑖 +𝑊T

𝑖 𝐷T
1𝑖

−𝛾2𝐼 − 𝜉𝑃𝑖,2 �̃�T
2𝑖

�̃�2𝑖 −𝐼

⎤⎥⎦ < 0, (17)

𝜏𝑎 ⩾ 𝜏∗𝑎 =

𝑇 ln 𝜃

ln
𝜀2

𝜃(𝛿2𝑒 + 𝛿2𝜔) + 𝛾2(𝑑2 + 𝑘Tmax𝑘max𝑇 )
− 𝜉𝑇

(18)

成立, 则其闭环系统 (14)关于 (𝛿𝑒, 𝛿𝜔, 𝜀, 𝑅𝑒, 𝑅𝜔, 𝑇 )有

限时间有界,且满足鲁棒性能 𝛾. 其中𝐾𝑖 = 𝑊𝑖𝑄
−1
𝑖 .

证证证明明明 令𝑅=diag(𝑅𝑒, 𝑅𝜔), 𝜂𝑖=[ 𝑒T(𝑡) �̃�T(𝑡) ]T,

𝑖 ∈ 𝐼 , 并且假设系统 (14)的Lyapunov函数为𝑉𝑖(𝑡) =

𝜂T𝑖 (𝑡)𝑃𝑖𝜂𝑖(𝑡), 𝑃𝑖 = diag(𝑃𝑖,1, 𝑃𝑖,2), 𝑃𝑖,1 = 𝑄−1
𝑖 ,则

�̇�𝑖(𝑡) = �̇�T𝑖 (𝑡)𝑃𝑖𝜂𝑖(𝑡) + 𝜂T𝑖 (𝑡)𝑃𝑖�̇�𝑖(𝑡) =

[𝑒T(𝑡) �̃�T(𝑡)]

[
𝐴T

𝑖 𝑃𝑖,1 + 𝑃𝑖,1𝐴𝑖 𝑃𝑖,1�̃�𝑖

∗ 0

][
𝑒(𝑡)

�̃�(𝑡)

]
.

(19)

另一方面,将式 (17)左右同乘 diag(𝑃𝑖,1, 𝐼, 𝐼),有⎡⎢⎣ 𝐴T
𝑖 𝑃𝑖,1 + 𝑃𝑖,1𝐴𝑖 − 𝜉𝑃𝑖,1 𝑃𝑖,1�̃�𝑖 𝐶T

𝑖

�̃�T
𝑖 𝑃𝑖,1 −𝜉𝑃𝑖,2 − 𝛾2𝐼 �̃�T

2𝑖

𝐶𝑖 �̃�2𝑖 −𝐼

⎤⎥⎦ < 0.

(20)

利用 Schur引理[8],有[
𝐴T

𝑖 𝑃𝑖,1 + 𝑃𝑖,1𝐴𝑖 − 𝜉𝑃𝑖,1 + 𝐶T
𝑖 𝐶𝑖

�̃�T
𝑖 𝑃𝑖,1 + �̃�T

2𝑖𝐶𝑖

→

← 𝑃𝑖,1�̃�𝑖 + 𝐶T
𝑖 �̃�2𝑖

−𝜉𝑃𝑖,2 − 𝛾2𝐼 + �̃�T
2𝑖�̃�2𝑖

]
< 0. (21)

由于

[
𝐶T

𝑖 𝐶𝑖 𝐶T
𝑖 �̃�2𝑖

∗ �̃�T
2𝑖�̃�2𝑖

]
=

[
𝐶T

𝑖

�̃�T
2𝑖

]
[𝐶𝑖 �̃�2𝑖 ] ⩾ 0, 式
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(21)可以分解为[
𝐴T

𝑖 𝑃𝑖,1 + 𝑃𝑖,1𝐴𝑖 𝑃𝑖,1�̃�𝑖

�̃�T
𝑖 𝑃𝑖,1 −𝛾2𝐼

]
< 𝜉

[
𝑃𝑖,1 0

∗ 𝑃𝑖,2

]
. (22)

由式 (19)和 (22),进一步可得到

�̇�𝑖(𝑡) <𝜉𝜂T(𝑡)𝑃𝑖𝜂(𝑡) + 𝛾2�̃�T(𝑡)�̃�(𝑡) =

𝜉𝑉𝑖 + 𝛾2�̃�T(𝑡)�̃�(𝑡). (23)

通过Schur引理,式 (15)可表示成[
−𝑄𝑖 𝑄𝑖

∗ −𝑅−1
𝑒

]
< 0⇒ 𝑅𝑒 < 𝑃𝑖,1,[

−𝜃𝑅𝑒 𝐼

∗ −𝑄𝑖

]
< 0⇒ 𝑃𝑖,1 < 𝜃𝑅𝑒.

类似于定理 1的证明,通过积分和迭代过程得到

𝑉 (𝑡) <

𝜃𝑘[0,𝑇 ]

{
𝜑(𝑡, 𝑡0)𝑉 (𝑡0)+

𝑘∑
𝑛=1

𝜃−𝑛𝜑(𝑡, 𝑡𝑛)
w 𝑡𝑛

𝑡𝑛−1

𝜑(𝑡𝑛, 𝜏)𝛾
2�̃�T(𝜏)�̃�(𝜏)d𝜏

}
+

w 𝑡

𝑡𝑘
𝜑(𝑡, 𝜏)𝛾2�̃�T(𝜏)�̃�(𝜏)d𝜏 <

𝜃𝑘[0,𝑇 ]e𝜉𝑇𝑉 (𝑡0)+

𝑘∑
𝑛=1

𝜃𝑘[0,𝑇 ]−𝑛
w 𝑡𝑛

𝑡𝑛−1

𝜑(𝑡, 𝜏)𝛾2�̃�T(𝜏)�̃�(𝜏)d𝜏+

e𝜉𝑇
w 𝑡

𝑡𝑘
𝛾2�̃�T(𝜏)�̃�(𝜏)d𝜏 <

𝜃𝑘[0,𝑇 ]e𝜉𝑇𝑉 (𝑡0) + 𝜃𝑘[0,𝑇 ]e𝜉𝑇
[
𝛾2

w 𝑡

𝑡0
�̃�T(𝜏)�̃�(𝜏)d𝜏

]
<

𝜃𝑘[0,𝑇 ]e𝜉𝑇𝑉 (𝑡0) + 𝜃𝑘[0,𝑇 ]e𝜉𝑇 𝛾2(𝑑2 + 𝑘Tmax𝑘max𝑇 ),

其中𝜑(𝑡, 𝜏) = exp(𝜉(𝑡−𝜏)) < exp(𝜉𝑇 ).然后结合初始

条件 [𝜔T
0 𝑘Tmax ]𝑅𝜔

[
𝜔0

𝑘max

]
⩽𝛿2𝜔,可得到系统的FTB

条件 (18). 这里主要证明系统在零初始条件下的有限

时间𝐻∞性能.

由条件 (17),可得

𝑧T(𝑡)𝑧(𝑡)− 𝛾2�̃�T(𝑡)�̃�(𝑡) + �̇� (𝑡) < 𝜉𝑉 (𝑡).

通过积分和迭代过程, Lyapunov函数在零初始值条件

𝑉 (𝑡0) = 0下满足以下不等式:

0 ⩽ 𝑉 (𝑡) <

𝜃𝑘[0,𝑇 ]e𝜉𝑇
w 𝑡

𝑡0
𝛾2�̃�T(𝜏)�̃�(𝜏)− 𝑧T(𝜏)𝑧(𝜏)d𝜏. (24)

令 𝑡 = 𝑇, 𝑡0 = 0,可得到w 𝑇

0
𝛾2�̃�T(𝜏)�̃�(𝜏)− 𝑧T(𝜏)𝑧(𝜏)d𝜏 =w 𝑇

0
𝛾2(𝜔T(𝜏)𝜔(𝜏) + 𝑘Tmax𝑘max)−

𝑧T(𝜏)𝑧(𝜏)d𝜏 > 0. (25)

根据定义 2,系统为有限时间内鲁棒𝐻∞有界. 2

3 数数数值值值仿仿仿真真真

考虑含两个子系统的切换系统 (1),系统参数为

𝐴1 =

[
0.01 −2
1 0.02

]
, 𝑏1 =

[
−3.98
−1.16

]
,

𝐵1 =

[
0.1

−1

]
, 𝐺1 =

[
0.25

0.01

]
;

𝐴2 =

[
−0.1 −1
3 −0.1

]
, 𝑏2 =

[
−1.8
−6.4

]
,

𝐵2 =

[
−1
0.5

]
, 𝐺2 =

[
0.5

0.2

]
;

𝜔(𝑡) =

{
2, 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 5;

0, else.

假设系统切换平衡点为𝑥𝑟 = [2,−2]T,则其误差

跟踪仿射切换系统 (2)可表示为

𝐴1 =

[
0.01 −2
1 0.02

]
, 𝑘1 =

[
0

0.8

]
,

𝐵1 =

[
0.1

−1

]
, 𝐺1 =

[
0.25

0.01

]
,

𝐶1 = [ 0.10 0.33 ], 𝐷11 = 0.13, 𝐷21 = 0.05;

𝐴2 =

[
−0.1 −1
3 −0.1

]
, 𝑘2 =

[
0

−0.2

]
,

𝐵2 =

[
−1
0.5

]
, 𝐺2 =

[
0.5

0.2

]
,

𝐶2 = [ 0.3 0.01 ], 𝐷12 = 0.2, 𝐷22 = 0.028.

其中 𝑘max =

[
0

0.8

]
.

令 FTB分析参数分别为 𝛿𝑒 =1, 𝛿𝜔 =2.2, 𝜃=1.2,

𝜀 = 5.885, 𝑅𝑒 = 𝑅𝜔 = 𝐼 , 𝛾 = 0.8, 𝜉 = 0.3, 并且𝑇 =

5 s.为了保证系统在有限时间内关于 𝜀有界, 由 FTB

条件 (18)可得系统的平均滞留时间 𝜏∗𝑎 = 1.5 s, 故本

例选择切换规则为周期= 1.5 s的周期切换, 记为 S.

根据定理 2,解线性矩阵不等式 (17),可得

𝑄1=

[
1.466 5 0.095 7

0.095 7 1.340 8

]
, 𝑊1=[−1.211 0 0.483 1 ];

𝑄2=

[
1.161 7 −0.295 8
−0.295 8 1.746 6

]
, 𝑊2=[ 3.040 3 0.973 0 ].

则𝐻∞控制增益为𝐾1 =𝑊1𝑄
−1
1 = [−0.853 3, 0.421 2],

𝐾2 = 𝑊2𝑄
−1
2 = [2.883 4, 1.045 4]. 将其代入闭环仿射

切换系统 (3),并假设初始值 𝑒(0) = [0.5, 0.8]T,则 FTB

的前提条件 𝑒T0 𝑅𝑒𝑒0 ⩽ 𝛿2𝑒和 [𝜔T
0 𝑘Tmax]𝑅𝜔

[
𝜔0

𝑘max

]
⩽

𝛿2𝜔被分别满足. 此时,在切换规则 S的作用下,闭环系

统 (3)的误差状态轨迹和控制输出 𝑧(𝑡)随时间的变化

曲线如图 1和图 2所示.
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图 1 系统误差状态轨迹
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图 2 控制输出 𝑧(𝑡)的运动轨迹

由图 1和图 2可以看出, 闭环仿射切换系统 (3)

为关于 𝜀有限时间有界的,且𝐻∞满足( w 𝑇

0
𝑧T(𝑡)𝑧(𝑡)d𝑡

)1/2

≈ 1.873 1 <

𝛾
( w 𝑇

0
𝜔T(𝑡)𝜔(𝑡) + 𝑘Tmax𝑘maxd𝑡

)1/2

≈ 3.853.

因此,根据定义 2,系统为有限时间内𝐻∞有界.

4 结结结 论论论

本文研究了仿射切换系统的FTB问题以及有限

时间鲁棒𝐻∞控制器的设计方法. 在平均滞留时间方

法的基础上,分别给出了外界扰动𝜔(𝑡) = 0和𝜔(𝑡) ∕=
0两种情况下的仿射切换系统的 FTB条件, 并针对

第 2种情况设计了对应的鲁棒𝐻∞控制器以保证系

统在有限时间内的抗干扰能力. 最后通过数值算例验

证了本文所提出方法的有效性.
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