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摘 要: 定义了多值中智集、多值中智数及其期望值以及多值中智数的Hamming距离, 并给出了其比较方法. 针对

准则值为多值中智数的多准则决策问题, 将传统的交互式多准则决策 (TODIM)方法扩展到多值中智环境中, 提出一

种基于多值中智集的多准则决策方法. 该方法首先选定参考准则; 然后以多值中智集的距离为基础构建方案间的价

值函数, 以得到方案间的优势矩阵, 进而计算得到方案的综合排序值; 最后通过实例分析表明了该方法的有效性和可

行性.
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Abstract: The multi-valued neutrosophic set, the multi-valued neutrosophic number and its expected value as well as the

Hamming distance between two multi-valued neutrosophic numbers are defined. Besides, the comparison rules between two

multi-valued neutrosophic numbers are also given. For the multi-criteria decision making with multi-valued neutrosophic

sets, the traditional TODIM method is extended, and an approach is given. In this method, a reference criterion is selected

and then a value function is built based on the Hamming distance between multi-valued neutrosophic numbers. This value

function is used to get the ranking order of all alternatives. Finally, a numerical example is given to show the effectiveness

and feasibility of the proposed method.
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0 引引引 言言言

自Zadeh提出模糊集概念后, 模糊多准则决策问

题得到了广泛研究. 在传统的模糊集中, 元素的隶属

度是一个 0 ∼ 1间的值. Atanassov[1]在模糊集的基础

上增加了一个新的参数—–非隶属度, 定义了直觉模

糊集. Torra[2]定义的犹豫模糊集允许元素的隶属度是

0 ∼ 1之间值的有限集合. 其后, Qian等[3]和Zhu等[4]

分别定义了广义犹豫模糊集和双重犹豫模糊集. 虽然

模糊集能较好地处理决策问题中的模糊信息, 但在现

实生活中仍然存在其无法处理的不确定信息. 为此,

Smarandache[5] 提出了中智集概念, 指出中智集是元

素的真实程度、不确定程度以及失真程度都存在于非

标准单位区间 ]0−, 1+[的集合. 为简化中智集以应用

到相关实际问题中, Wang等[6]和Ye[7] 定义了单值中

智集及其集结算子, 提出了相应的多准则决策方法.

Majumdar等[8]定义了两个单值中智数的距离、相似

度和熵. Ye[9-10]定义了单值中智集的交叉熵及其相关

系数, 并提出了相应的多准则决策方法. 在现实决策

中, 单个数值并不能准确地刻画某一事物的真实程

度、不确定程度和失真程度, 于是Wang等[11]定义了

区间值中智集及其逻辑运算. Ye[12]定义了区间值中

智集的距离和相似度, 并将其应用到多准则决策问题

中. Broumi等[13]定义了区间值中智集相关系数. Chi

等[14]将TOPSIS方法拓展到准则权重未知且准则值

为区间值中智数的多准则决策问题中. 如果中智集中

的真实程度、不确定程度和失真程度均无法给出某一
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个确定的值或区间, 而是离散值的有限集合时, 则将

这类中智集称为多值中智集. 目前, 尚未见到多值中

智集研究的相关报道.

TODIM (Tomada de decisao interativa e multi-

critévio)方法[15]作为多准则决策问题的一种有效方

法, 自被提出后, 相继有学者对其进行了扩展. 如

Krohling等[16]和Zhang等[17]分别提出了基于直觉模

糊数和犹豫模糊数的TODIM方法. 作为基于前景理

论的一种多准则决策方法, TODIM方法以人们的

经验所提供的描述为基础, 旨在帮助人们在面对

风险时如何有效地做出决策. 它可根据决策者的风

险偏好来调整计算过程中的参数, 得到符合决策者

偏好的决策结果. 为此, 本文将定义多值中智数的

期望值和Hamming距离, 并提出基于多值中智集的

TODIM方法.

1 多多多值值值中中中智智智集集集及及及其其其相相相关关关定定定义义义

定义 1 设𝑋为对象集, 𝑋的一个多值中智集𝐴

由 3个从𝑋到单位区间 [0, 1]的有限离散子集的函数

𝑇𝐴(𝑥)、𝑇𝐴(𝑥)和𝑇𝐴(𝑥)组成. 𝐴可以表示为

𝐴 = {⟨𝑥, 𝑇𝐴(𝑥), 𝐼𝐴(𝑥), 𝐹𝐴(𝑥)⟩∣𝑥 ∈ 𝑋}. (1)

其中: 𝑇𝐴(𝑥)、̃𝐼𝐴(𝑥)和𝐹𝐴(𝑥)是 3个属于 [0, 1]的有限

离散值的集合, 分别表示真实程度、不确定程度以及

失真程度, 并满足: 0 ⩽ 𝛾, 𝜂, 𝜉 ⩽ 1, 0 ⩽ 𝛾+ + 𝜂+ +

𝜉+ ⩽ 3, 𝛾 ∈ 𝑇𝐴(𝑥), 𝜂 ∈ 𝐼𝐴(𝑥), 𝜉 ∈ 𝐹𝐴(𝑥), 𝛾+ =

sup𝑇𝐴(𝑥), 𝜂
+ = sup 𝐼𝐴(𝑥), 𝜉

+ = sup𝐹𝐴(𝑥). 为了简

便, 称𝐴 = ⟨𝑇𝐴, 𝐼𝐴, 𝐹𝐴⟩为多值中智数.

如果𝑇𝐴、̃𝐼𝐴 和𝐹𝐴 都只有一个值, 则多值中智集

成为单值中智集[6-7]; 如果𝑇𝐴 = ∅, 则多值中智集成

为双重犹豫模糊集[4]; 如果𝑇𝐴 = 𝐹𝐴 = ∅, 则多值中

智集成为犹豫模糊集[2].

定义 2 设𝐴 = ⟨𝑇𝐴, 𝐼𝐴, 𝐹𝐴⟩为多值中智数, 则

𝐴的补集𝐴𝐶 定义如下:

𝐴𝐶 =
〈 ∪
𝛾∈𝑇𝐴

{1− 𝛾},
∪

𝜂∈𝐼𝐴

{1− 𝜂},
∪

𝜉∈𝐹𝐴

{1− 𝜉}
〉
. (2)

定义 3 设𝐴 = ⟨𝑇𝐴, 𝐼𝐴, 𝐹𝐴⟩, 𝐵 = ⟨𝑇𝐵 , 𝐼𝐵 , 𝐹𝐵⟩
为两个多值中智数, 若 ∀𝑇 𝑎

𝐴 ∈ 𝑇𝐴, 𝑇 𝑏
𝐵 ∈ 𝑇𝐵 , 𝐼𝑎𝐴 ∈ 𝐼𝐴,

𝐼𝑏𝐵 ∈ 𝐼𝐵 , 𝐹 𝑎
𝐴 ∈ 𝐹𝐴, 𝐹 𝑏

𝐵 ∈ 𝐹𝐵 , 满足 𝐼𝑎𝐴 > 𝐼𝑏𝐵 , 𝐹 𝑎
𝐴 > 𝐹 𝑏

𝐵 ,

𝑇 𝑎
𝐴 < 𝑇 𝑏

𝐵 , 则称𝐵优于𝐴, 记为𝐴 ≺ 𝐵.

定义 4 设𝐴=⟨𝑇𝐴, 𝐼𝐴, 𝐹𝐴⟩为多值中智数, 则称

E(𝐴) =

1

𝑙𝑇𝐴
⋅ 𝑙𝐼𝐴 ⋅ 𝑙𝐹𝐴

∑
𝛾𝑖∈𝑇𝐴,𝜂𝑗∈𝐼𝐴,𝜉𝑘∈𝐹𝐴

(𝛾𝑖 + 1− 𝜂𝑗 + 1− 𝜉𝑘)

3

(3)

为𝐴的期望值. 其中: 𝑙𝑇𝐴
、𝑙𝐼𝐴、𝑙𝐹𝐴

分别代表𝑇𝐴、̃𝐼𝐴、

𝐹𝐴 中元素的个数.

定义 5 设𝐴 = ⟨𝑇𝐴, 𝐼𝐴, 𝐹𝐴⟩, 𝐵 = ⟨𝑇𝐵 , 𝐼𝐵 , 𝐹𝐵⟩
为两个多值中智数, 则𝐴与𝐵之间的Hamming距离

定义为

𝑑(𝐴,𝐵) =
1

2

[ 1

∣𝑇𝐴∣
∑

𝑇𝑎
𝐴∈𝑇𝐴

min
𝑇 𝑏
𝐵∈𝑇𝐵

∣𝑇 𝑎
𝐴 − 𝑇 𝑏

𝐵 ∣+

1

∣𝑇𝐵 ∣
∑

𝑇 𝑏
𝐵∈𝑇𝐵

min
𝑇𝑎
𝐴∈𝑇𝐴

∣𝑇 𝑏
𝐵 − 𝑇 𝑎

𝐴∣+

1

∣𝐼𝐴∣
∑

𝐼𝑎
𝐴∈𝐼𝐴

min
𝐼𝑏
𝐵∈𝐼𝐵

∣𝐼𝑎𝐴 − 𝐼𝑏𝐵 ∣+

1

∣𝐼𝐵 ∣
∑

𝐼𝑏
𝐵∈𝐼𝐵

min
𝐼𝑎
𝐴∈𝐼𝐴

∣𝐼𝑏𝐵 − 𝐼𝑎𝐴∣+

1

∣𝐹𝐴∣
∑

𝐹𝑎
𝐴∈𝐹𝐴

min
𝐹 𝑏

𝐵∈𝐹𝐵

∣𝐹 𝑎
𝐴 − 𝐹 𝑏

𝐵 ∣+

1

∣𝐹𝐵 ∣
∑

𝐹 𝑏
𝐵∈𝐹𝐵

min
𝐹𝑎

𝐴∈𝐹𝐴

∣𝐹 𝑏
𝐵 − 𝐹 𝑎

𝐴∣
]
. (4)

定理 1 设𝐴 = ⟨𝑇𝐴, 𝐼𝐴, 𝐹𝐴⟩, 𝐵 = ⟨𝑇𝐵 , 𝐼𝐵 , 𝐹𝐵⟩
和𝐶 = ⟨𝑇𝐶 , 𝐼𝐶 , 𝐹𝐶⟩为 3个多值中智数, 由定义 5定

义的距离满足以下 3个性质:

1) 𝑑(𝐴,𝐴) = 0;

2) 𝑑(𝐴,𝐵) = 𝑑(𝐵,𝐴);

3) 若𝐴 ≺ 𝐵 ≺ 𝐶, 则 𝑑(𝐴,𝐶) ⩾ 𝑑(𝐴,𝐵)且

𝑑(𝐴,𝐶) ⩾ 𝑑(𝐵,𝐶).

可以证明定理 1成立, 在此证明过程省略.

2 基基基于于于多多多值值值中中中智智智数数数的的的TODIM方方方法法法

对于一个有多值中智信息的多准则选择或排序

问题, 设有𝑚个方案𝐴 = {𝐴1, 𝐴2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴𝑚}, 𝑛个决

策准则𝐶 = {𝐶1, 𝐶2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐶𝑛}, 对应的权向量为𝜔 =

(𝜔1, 𝜔2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜔𝑛)且𝜔𝑗 ∈ [0, 1],

𝑛∑
𝑗=1

𝜔𝑗 = 1. 方案𝐴𝑖 在

准则𝐶𝑗 下的值为多值中智数 𝑟𝑖𝑗 = ⟨𝑇𝑟𝑖𝑗 , 𝐼𝑟𝑖𝑗 , 𝐹𝑟𝑖𝑗 ⟩,
其中𝑇𝑟𝑖𝑗、̃𝐼𝑟𝑖𝑗、𝐹𝑟𝑖𝑗 分别表示方案𝐴𝑖 满足准则𝐶𝑗 的

真实程度、不确定程度和失真程度, 构成的决策矩阵

记为𝑅 = [𝑟𝑖𝑗 ]𝑚×𝑛.

基于多值中智数的TODIM方法的具体步骤如

下.

Step 1: 规范化决策信息, 得到标准化矩阵𝑅′ =

[𝑟′𝑖𝑗 ]𝑚×𝑛. 对于效益型准则, 相应的决策信息无须变

动. 对于成本型准则, 取决策信息的补集, 即

𝑟′𝑖𝑗 =〈 ∪
𝛾∈𝑇𝑟𝑖𝑗

{1− 𝛾},
∪

𝜂∈𝐼𝑟𝑖𝑗

{1− 𝜂},
∪

𝜉∈𝐹𝑟𝑖𝑗

{1− 𝜉}
〉
. (5)
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Step 2: 选取参照准则𝐶𝑘. 通常选权重最高的准

则为参照准则.

Step 3: 计算方案𝐴𝑖 优于𝐴𝑗 的程度 𝛿(𝐴𝑖, 𝐴𝑗), 得

到方案间的优先程度, 即

𝛿(𝐴𝑖, 𝐴𝑗) =

𝑛∑
𝑙=1

𝜙𝑙(𝐴𝑖, 𝐴𝑗), ∀(𝑖, 𝑗). (6)

其中

𝜙𝑗(𝐴𝑖, 𝐴𝑘) =⎧⎨⎩

√√√√⎷ 𝜔𝑘𝑙
𝑛∑

𝑙=1

𝜔𝑘𝑙

⋅ 𝑑(𝑟𝑖𝑙′, 𝑟𝑗𝑙′)𝑤𝑗𝑟, [E(𝑟𝑖𝑙
′)− E(𝑟𝑗𝑙

′)]> 0;

0, [E(𝑟𝑖𝑙
′)− E(𝑟𝑗𝑙

′)] = 0;

−1

𝜃

√√√√√⎷
( 𝑛∑

𝑙=1

𝜔𝑘𝑙

)
𝜔𝑘𝑙

⋅𝑑(𝑟𝑖𝑙′, 𝑟𝑗𝑙′), [E(𝑟𝑖𝑙′)−E(𝑟𝑗𝑙′)]<0.

(7)

价值函数𝜙𝑙(𝐴𝑖, 𝐴𝑗)表示在准则𝐶𝑙 (𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑛)下方案𝐴𝑖 优于方案𝐴𝑗 的程度; 参数 𝜃表示损失的

衰减因数, 可以根据决策者的偏好调整值的大小, 若 𝜃

< 1, 则损失的影响将扩大, 若 𝜃 > 1, 则损失的影响将

减小, 𝜃 = 1和 𝜃 = 2.5是用得最多的; 𝜔𝑘𝑙 表示参考准

则𝐶𝑘 的权重𝜔𝑘 除以准则𝐶𝑙 (𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)的权重

𝜔𝑙; E(𝑟𝑖𝑙
′)和E(𝑟𝑗𝑙

′)分别表示多值中智数 𝑟𝑖𝑙
′ 和 𝑟𝑗𝑙

′

的期望值; 𝑑(𝑟𝑖𝑙′, 𝑟𝑗𝑙′)表示两个多值中智数 𝑟𝑖𝑙
′ 与 𝑟𝑗𝑙

′

的距离.

Step 4: 计算方案𝐴𝑖 的综合排序值 𝜉𝑖, 即

𝜉𝑖 =

𝑚∑
𝑗=1

𝛿(𝐴𝑖, 𝐴𝑗)−min

𝑚∑
𝑗=1

𝛿(𝐴𝑖, 𝐴𝑗)

max

𝑚∑
𝑗=1

𝛿(𝐴𝑖, 𝐴𝑗)−min

𝑚∑
𝑗=1

𝛿(𝐴𝑖, 𝐴𝑗)

. (8)

Step 5: 排序. 根据 𝜉𝑖 值进行排序, 𝜉𝑖 值越大, 方

案𝐴𝑖 越优.

3 实实实例例例分分分析析析

为了验证本文方法的有效性, 采用文献 [14]的例

子进行计算、比较和分析.

某个投资公司准备投资一笔钱以获得最大的

效益. 有 4个公司可供选择: 𝐴1 是汽车公司; 𝐴2 是食

品公司; 𝐴3 是电脑公司; 𝐴4 是军火公司. 投资公司做

决策时需要考虑如下 3个准则: 𝐶1 是风险控制能力;

𝐶2 是成长潜力; 𝐶3 是环境影响力. 其中: 𝐶1、𝐶2 是效

益型准则, 𝐶3 是成本型准则. 3个准则权重向量为𝜔

= (0.2, 0.25, 0.55). 决策者以多值中智数的形式给出

决策值, 其决策矩阵𝑅为

𝑅 =⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
⟨{0.4, 0.5}, {0.2}, {0.3}⟩
⟨{0.6}, {0.1, 0.2}, {0.2}⟩
⟨{0.3, 0.4}, {0.2}, {0.3}⟩
⟨{0.7}, {0.1, 0.2}, {0.1}⟩

→

←

⟨{0.4}, {0.2, 0.3}, {0.3}⟩ ⟨{0.2}, {0.2}, {0.5}⟩
⟨{0.6}, {0.1}, {0.2}⟩ ⟨{0.5}, {0.2}, {0.1, 0.2}⟩
⟨{0.5}, {0.2}, {0.3}⟩ ⟨{0.5}, {0.2, 0.3}, {0.2}⟩
⟨{0.6}, {0.1}, {0.2}⟩ ⟨{0.4}, {0.3}, {0.2}⟩

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦.
试确定这 4个公司的排序.

上述问题的决策步骤如下 (为便于计算, 取 𝜃 =

1).

Step 1: 规范化决策信息, 得到标准化矩阵𝑅′ =

[𝑟′𝑖𝑗 ]𝑚×𝑛. 由于𝐶1、𝐶2 是效益型准则, 𝐶3 是成本型准

则, 标准化矩阵𝑅′ 为

𝑅′ =⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
⟨{0.4, 0.5}, {0.2}, {0.3}⟩
⟨{0.6}, {0.1, 0.2}, {0.2}⟩
⟨{0.3, 0.4}, {0.2}, {0.3}⟩
⟨{0.7}, {0.1, 0.2}, {0.1}⟩

→

←

⟨{0.4}, {0.2, 0.3}, {0.3}⟩ ⟨{0.8}, {0.8}, {0.5}⟩
⟨{0.6}, {0.1}, {0.2}⟩ ⟨{0.5}, {0.8}, {0.9, 0.8}⟩
⟨{0.5}, {0.2}, {0.3}⟩ ⟨{0.5}, {0.8, 0.7}, {0.8}⟩
⟨{0.6}, {0.1}, {0.2}⟩ ⟨{0.6}, {0.7}, {0.8}⟩

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦.
Step 2: 选取参照准则𝐶𝑘. 因为准则𝐶3 权重最

高, 所以选𝐶3 为参照准则.

Step 3: 计算每个方案𝐴𝑖 优于𝐴𝑗 的程度, 得到方

案间的优先程度. 采用式 (6)和 (7)计算得到各个方案

间的优先程度如表 1所示.

表 1 方案间的优先程度

𝐴1 𝐴2 𝐴3 𝐴4

𝐴1 0 −0.893 0.236 −1.358

𝐴2 −0.539 0 0.272 −0.765

𝐴3 0.927 −1.406 0 −1.955

𝐴4 −0.415 0.248 0.498 0

Step 4: 计算方案𝐴𝑖 的综合排序值 𝜉𝑖. 利用式 (8)

得出: 𝜉1 = 0.492, 𝜉2 = 0.70, 𝜉3 = 0, 𝜉4 = 1.

Step 5: 排序. 根据𝜉𝑖 值排序, 𝜉𝑖 越大, 方案𝐴𝑖 越

优. 因此, 排序结果为𝐴4 > 𝐴2 > 𝐴1 > 𝐴3.

为检查结果的稳定性, 取不同的 𝜃值对此算例进

行计算, 得到的排序结果如表 2所示. 由表 2可以看
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出, 𝜃取 5个不同的值时, 排序结果一致, 均为𝐴4 > 𝐴2

> 𝐴1 > 𝐴3, 排序结果稳定. 为了验证TODIM方法的

有效性, 选取TOPSIS方法对算例进行计算. 其计算结

果为𝐴4 > 𝐴2 > 𝐴1 > 𝐴3. 相比TOPSIS方法, 二者虽

然计算结果一致, 但是TODIM方法以前景理论为基

础, 充分考虑了决策者对风险的规避态度, 可通过参

数的调整反映决策者的风险偏好, 更符合实际决策要

求. 此外, 在使用过程中, TODIM方法对所有方案间

的优序关系进行两两比较, 使得最终的排序结果包含

更多的信息. 因此, 本文提出的方法是可行且有效的.

表 2 排序结果稳定性分析

𝜃 排序结果 最优方案 最差方案

2.5 𝐴4 > 𝐴2 > 𝐴1 > 𝐴3 𝐴4 𝐴3

2.0 𝐴4 > 𝐴2 > 𝐴1 > 𝐴3 𝐴4 𝐴3

1.0 𝐴4 > 𝐴2 > 𝐴1 > 𝐴3 𝐴4 𝐴3

0.8 𝐴4 > 𝐴2 > 𝐴1 > 𝐴3 𝐴4 𝐴3

0.3 𝐴4 > 𝐴2 > 𝐴1 > 𝐴3 𝐴4 𝐴3

4 结结结 论论论

本文定义了多值中智集 (数)、多值中智数的期望

值以及两个多值中智数的Hamming距离, 提出了多

值中智数的比较方法. 以此为基础, 提出了基于多值

中智集的TODIM方法. 该方法可由决策者根据自己

对损失或收益的偏好来调整参数的大小, 得到完全排

序结果, 具有较强的稳定性和实用性. 与其他基于距

离的多准则决策方法相比有其自身的优势. 然而, 本

文给出的方法只考虑准则值为多值中智数、准则权重

确定的决策问题, 对于权重不确定的情况在现实生活

中普遍存在, 尚有待于进一步研究.
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