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摘 要: 基于因果影响独立模型及其中形成的特定上下文独立关系,提出一种适于样本学习的贝叶斯网络参数学习

算法. 该算法在对局部概率模型降维分解的基础上,通过单父节点条件下的子节点概率分布来合成局部结构的条件

概率分布,参数定义复杂度较低且能较好地处理稀疏结构样本集. 实验结果表明,该算法与标准最大似然估计算法相

比,能充分利用样本信息,具有较好的学习精度.
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Abstract: Based on the independence of the causal influence model and the context-specific independent relations arising

in the model, a parameters learning algorithm of Bayesian networks suiting for sample learning is proposed. Through

decomposing and dimension-reducing the local probability model, the algorithm can synthesize the conditional probability

distribution of the local structure with the probability distribution of the child nodes under the single parent node. The

algorithm has low parameter-defining complexity and can better deal with the sparse structure sample set. Compared with

the standard maximum likelihood estimation algorithm, the experimental results show that the proposed algorithm can fully

extract the information from sample data and has higher learning accuracy.
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0 引引引 言言言

贝叶斯网络[1]是一种用于不确定性推理的概率

图模型.利用条件独立关系,贝叶斯网络能够将高维

联合分布分解成低维局部条件概率分布的乘积,从而

降低了系统整体概率模型的复杂度[2].当节点代表离

散随机变量时, 局部条件概率分布以在父节点所有

可能状态组合下的子节点条件概率表 (CPT)的形式

表示. 然而,贝叶斯网络对局部概率模型中子节点与

父节点之间的依赖关系没有做出进一步的说明或约

束[3].这意味着当网络中节点众多且连接稠密时, CPT

的参数定义复杂度将随父节点数量呈指数级增加,会

使局部概率模型的参数量化和整个网络的推理计算

变得困难.同时,相对于呈指数增长的参数规模,由于

样本量往往太少, 亦会增大参数的估计误差[4].在局

部结构中是否也存在着某种独立关系,并可依此降维

分解局部条件概率分布,已成为进一步降低局部结构

乃至系统整体复杂度的有效途径.

因果关系是一种常用的思维方式,人们用此来分

析问题和建立模型. 在某种情形下,当局部结构中父

节点指向子节点的有向弧表示因果影响关系,且各个

父节点施加的因果影响之间相互独立时,称这种局部

结构具有因果影响独立 (ICI)[3,5] 性质. 利用 ICI性质,

可建立该局部概率模型的因子分解形式,即可通过对

各个父节点对子节点的因果影响来刻画父节点整体
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施加的因果影响.这种基于因果关系的独立假设, 使

得CPT定义所需的独立参数个数降为父节点数量的

线性形式,这便于从专家知识获取CPT参数,能够降

低概率模型参数化的复杂度[6]. 同时, 由于因子分解

形式符合贝叶斯网络的建模思想,局部结构的进一步

分解有助于提高推理计算效率和精度[3,7].

ICI模型已在实践中得到了广泛应用. QMR-DT

BN20[8-9]和CPCS[10-11]是两个已用于医疗诊断的贝叶

斯网络模型, 分别使用 ICI模型的Noisy-Or形式和其

多值扩展形式Noisy-Max来描述疾病与症状之间的

关系.文献[12-13]讨论了 ICI模型参数学习,其学习方

法以 “只有单一原因出现而其他原因均缺失”为条件,

这便于专家运用知识的独立性来确定参数,但对于通

过样本学习获得参数显得条件苛刻.

本文针对贝叶斯网络参数学习问题,以局部结构

的CPT为对象,利用 ICI模型得到局部结构条件概率

分布的因子分解形式, 在此基础上, 提出一种适于样

本条件下的CPT参数学习方法. 该参数学习方法能充

分利用样本信息,通过单父节点条件下的概率分布合

成CPT参数,并能够提高参数学习的精度.

1 因因因果果果影影影响响响独独独立立立的的的性性性质质质及及及 ICI模模模型型型
1.1 因因因果果果影影影响响响独独独立立立的的的性性性质质质分分分析析析

因果影响独立蕴含了一定的独立关系、因果关

系和合成关系.独立关系表现为,任一原因无需与其

他原因协作便可对结果施加影响,即其单独产生的影

响结果独立于其他原因及其他原因的影响结果.因果

关系则表现为原因是结果的必要正因关系,即当原因

缺失时, 其影响结果必然缺失.这种必要正因关系既

存在于单一原因与其单独影响结果之间,也存在于众

原因与同一结果之间. 因果影响独立的实质是一种

基于因果关系的条件独立,这也符合贝叶斯网络的局

部马尔科夫性质. 因果影响独立在将众原因对结果

的整体影响分解为单个因果影响的同时,用诸如逻辑

或、逻辑与、最大值、最小值等简单形式来合成各个

单独因果影响对同一结果的整体作用. 既然整体作用

源自于各单独影响,因此需要在 ICI模型中对单独因

果影响进行量化,并以概率形式予以表示. 根据以上

分析,可做如下定义.

定定定义义义 1(因果影响独立) 以离散随机变量集𝑪 =

{𝐶1, 𝐶2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐶𝑛}代表众原因, 离散随机变量𝐸代表

同一结果,离散随机变量集𝑴 = {𝑀1,𝑀2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀𝑛}
代表各原因的单独影响结果,且𝑴与𝐸的状态空间

相同 (记为𝛺𝑀 = 𝛺𝐸), 则称𝑪对𝐸是因果影响独立

的,如果下面条件成立:

1) 任意𝑀𝑖仅依赖于𝐶𝑖, 即在𝐶𝑖条件下, 𝑀𝑖独

立于所有其他的𝐶𝑗和𝑀𝑗(𝑗 ∕= 𝑖);

2) 记𝑪、𝑴、𝐸的缺失状态分别为 ¬𝑪 = {¬𝐶1,
¬𝐶2, ⋅ ⋅ ⋅ ,¬ 𝐶𝑛}、¬𝑴 = {¬𝑀1,

¬ 𝑀2, ⋅ ⋅ ⋅ ,¬ 𝑀𝑛}、¬𝐸,

在𝑪与𝐸、𝐶𝑖与𝑀𝑖之间存在必要正因关系, 即

𝑃 (¬𝑀𝑖∣¬𝐶𝑖) = 1和𝑃 (¬𝐸∣¬𝐶1,
¬ 𝐶2, ⋅ ⋅ ⋅ ,¬ 𝐶𝑛) = 1;

3) 在𝛺𝐸上存在一个完全逻辑函数 𝑓(𝑴) =

𝑓(𝑀1,𝑀2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀𝑛), 且当 𝑓(𝑴) = 𝐸时, 𝑃 (𝐸∣𝑴) =

1,反之𝑃 (𝐸∣𝑴) = 0.

1.2 ICI模模模型型型及及及其其其扩扩扩展展展形形形式式式

根据因果影响独立定义,可以建立其贝叶斯网络

模型,如图 1所示.
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图 1 因果影响独立模型

由图 1所含条件独立关系,可以得到条件概率分

布𝑃 (𝐸∣𝑪)的因子分解形式.

定定定理理理 1 (ICI模型的CPT定义[13]) 设原因变量

𝐶1, 𝐶2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐶𝑛独立地影响结果变量𝐸,则对于任意 𝑒

∈ 𝛺𝐸 ,有

𝑃 (𝐸 = 𝑒∣𝑪) =
∑

𝑴 ∣𝑓(𝑴)=𝑒

𝑛∏
𝑖=1

𝑃 (𝑀𝑖∣𝐶𝑖). (1)

其中𝑃 (𝑀𝑖∣𝐶𝑖)可以理解为在 𝑓(𝑴) = 𝑒约束条件下,

父节点𝐶𝑖对𝐸 = 𝑒的影响贡献概率.

定理 1说明,在 ICI模型中,子节点对多父节点的

条件概率分布可由各单父节点的影响贡献概率的乘

积形式得到.若模型中各节点均代表二值变量时, 式

(1)左端的概率分布所含独立参数的个数是 2𝑛, 而右

端的是 2𝑛. 因此,因果影响独立大大减少了完全定义

CPT所需参数的数目, 从指数级降为线性级.当父节

点数较多且呈现多态时,这种降幅是十分巨大的.

在对实际问题建模中,如疾病诊断、故障诊断等,

经常很难将结果的全部可能致因作为可观测变量列

入模型,而未列入模型的未知原因会对已建模型的参

数产生影响.这种影响主要反映在各已知原因与结果

之间的必要正因关系上,即在专家知识提取或样本数

据学习中出现𝑃 (¬𝐸∣¬𝐶1,
¬ 𝐶2, ⋅ ⋅ ⋅ ,¬ 𝐶𝑛) < 1的情况.

这种情况的出现并不与定义 1矛盾,因为此时只有当

未知原因和各已知原因全部缺失时, 结果才会必然

缺失.记未知原因为𝐶𝐿,其单独影响结果为𝑀𝐿,则必

要正因关系应为𝑃 (¬𝐸∣¬𝐶1,
¬ 𝐶2, ⋅ ⋅ ⋅ ,¬ 𝐶𝑛,

¬ 𝐶𝐿) = 1.

若考虑未列入原因的影响,便可得到 ICI模型的扩展

形式,即Leaky ICI模型及其CPT定义.
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推推推论论论 1 (Leaky ICI模型的CPT定义[13]) 设原因

变量𝐶1, 𝐶2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐶𝑛, 𝐶𝐿独立地影响结果变量𝐸, 其

中𝐶𝐿为未知原因,则对于任意 𝑒 ∈ 𝛺𝐸 ,有

𝑃 (𝐸 = 𝑒∣𝑪) =
∑

𝑴 ,𝑀𝐿∣
𝑓(𝑴 ,𝑀𝐿)⩽𝑒

𝑃 (𝑀𝐿)

𝑛∏
𝑖=1

𝑃 (𝑀𝑖∣𝐶𝑖). (2)

ICI模型是Leaky ICI模型的一种特例, 当

𝑃 (¬𝐶𝐿) = 1时, 即未知原因始终缺失时, 式 (2)就

等于式 (1).

2 CPT参参参数数数学学学习习习的的的数数数学学学模模模型型型
由式 (1)和 (2)可见, 通过模型参数𝑃 (𝑀𝑖∣𝐶𝑖)可

以间接地完全定义CPT, 而且𝑃 (𝑀𝑖∣𝐶𝑖)定义所需的

独立参数个数远少于CPT定义所需的独立参数个数.

在 ICI模型中𝑃 (𝑀𝑖= 𝑒∣𝐶𝑖) = 𝑃 (𝐸= 𝑒∣¬𝐶1, ⋅ ⋅ ⋅ ,
¬𝐶𝑖−1, 𝐶𝑖,

¬𝐶𝑖+1, ⋅ ⋅ ⋅ , ¬𝐶𝑛)
[13], 即单一原因的独立影

响程度可以按照所有其他原因缺失时来度量,这将便

于专家利用知识的独立性来确定𝑃 (𝑀𝑖∣𝐶𝑖)分布. 但

若通过样本学习来获取 ICI模型参数,则需要符合其

他原因均处于缺失状态条件的足够样本,以此来选择

样本显得苛刻而不切实际. 由于在 ICI模型和Leaky

ICI模型中, 𝑃 (𝐸∣𝑪)可由各父节点的影响概率贡献

𝑃 (𝑀𝑖∣𝐶𝑖)按 𝑓(𝑴)形式来合成,若𝑃 (𝑀𝑖∣𝐶𝑖)与𝑃 (𝐸∣
𝐶𝑖)之间存在某种关系, 而𝑃 (𝐸∣𝐶𝑖)便于由样本估计

得到, 则可为人们利用因果影响独立的优势, 基于样

本直接学习CPT参数提供一种思路.

Noisy-OR模型和Noisy-MAX模型是 ICI模型的

常见具体形式,表现为合成函数 𝑓(𝑴)是OR/MAX运

算. Noisy-OR模型的适用条件之一是要求各节点的

状态空间只能有两个,即模型涉及的离散随机变量为

二态变量. 在对复杂问题建模时,系统内部事件或部

件的可能状态更多地呈现出多态. 作为Noisy-OR模

型在多态状态空间上的推广形式, Noisy-MAX模型的

适用场景更为广泛.不失一般性,下面以Leaky Noisy-

MAX模型为例, 讨论在单一父节点条件下与完全父

节点集条件下, 子节点的条件概率分布之间的关系,

并建立本文CPT参数学习的数学模型.

若对Leaky Noisy-MAX模型中子节点的所有可

能状态进行排序,且其缺失状态为最小值[12],则可以

得到完全父节点集条件下的子节点概率分布的分解

形式.

推推推论论论 2 在Leaky Noisy-MAX模型中, 原因变

量𝐶1, 𝐶2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐶𝑛, 𝐶𝐿独立地影响结果变量𝐸, 其中

𝐶𝐿为未知原因,则对于任意 𝑒 ∈ 𝛺𝐸 ,有

𝑃 (𝐸 ⩽ 𝑒∣𝑪) = 𝑃 (𝑀𝐿 ⩽ 𝑒)

𝑛∏
𝑖=1

𝑃 (𝑀𝑖 ⩽ 𝑒∣𝐶𝑖). (3)

证证证明明明 若𝑃 (𝐸 ⩽ 𝑒∣𝑴 ,𝑀𝐿) = 1, 当且仅当任意

𝑀𝑖 ⩽ 𝑒和𝑀𝐿 ⩽ 𝑒,则由式 (2)得

𝑃 (𝐸 ⩽ 𝑒∣𝑪) =∑
𝑴 ,𝑀𝐿∣

𝑀𝑎𝑥(𝑴 ,𝑀𝐿)⩽𝑒

𝑃 (𝑀𝐿)

𝑛∏
𝑖=1

𝑃 (𝑀𝑖∣𝐶𝑖) =

∑
𝑀1⩽𝑒

⋅ ⋅ ⋅
∑

𝑀𝑛⩽𝑒

∑
𝑀𝐿⩽𝑒

𝑃 (𝑀𝐿)

𝑛∏
𝑖=1

𝑃 (𝑀𝑖∣𝐶𝑖) =

𝑃 (𝑀𝐿 ⩽ 𝑒)

𝑛∏
𝑖=1

𝑃 (𝑀𝑖 ⩽ 𝑒∣𝐶𝑖).

推论得证. □

𝑃 (𝐸 ⩽ 𝑒∣𝑪)称为累加条件概率分布. CPT参数

可由下式进一步得到:

𝑃 (𝐸 = 𝑒∣𝑪) =⎧⎨⎩ 𝑃 (𝐸 ⩽ 𝑒∣𝑪)− 𝑃 (𝐸 ⩽ 𝑒− 1∣𝑪), 𝑒 ∕=¬𝐸;

𝑃 (𝐸 = 𝑒∣𝑪), 𝑒 = ¬𝐸.
(4)

命命命题题题 1 在Leaky Noisy-MAX模型中, 在结果

变量𝐸 ⩽ 𝑒条件下, 原因变量𝐶1, 𝐶2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐶𝑛之间相

互独立.

证证证明明明 根据式 (2),有

𝑃 (𝑪∣𝐸 ⩽ 𝑒) =

∑
𝑴

𝑃 (𝑪,𝑴 , 𝐸 ⩽ 𝑒)∑
𝑪,𝑴

𝑃 (𝑪,𝑴 , 𝐸 ⩽ 𝑒)
=

∑
𝑴

𝑃 (𝑀𝐿)

𝑛∏
𝑖=1

𝑃 (𝑀𝑖∣𝐶𝑖)𝑃 (𝐶𝑖)𝑃 (𝐸⩽𝑒∣𝑴 ,𝑀𝐿)

∑
𝑪,𝑴

𝑃 (𝑀𝐿)

𝑛∏
𝑖=1

𝑃 (𝑀𝑖∣𝐶𝑖)𝑃 (𝐶𝑖)𝑃 (𝐸⩽𝑒∣𝑴 ,𝑀𝐿)

=

𝑃 (𝑀𝐿 ⩽ 𝑒)

𝑛∏
𝑖=1

𝑃 (𝑀𝑖 ⩽ 𝑒∣𝐶𝑖)𝑃 (𝐶𝑖)

∑
𝑪

𝑃 (𝑀𝐿 ⩽ 𝑒)

𝑛∏
𝑖=1

𝑃 (𝑀𝑖 ⩽ 𝑒∣𝐶𝑖)𝑃 (𝐶𝑖)

=

𝑛∏
𝑖=1

𝑃 (𝑀𝑖 ⩽ 𝑒, 𝐶𝑖)

∑
𝑪

𝑛∏
𝑖=1

𝑃 (𝑀𝑖 ⩽ 𝑒, 𝐶𝑖)

=

𝑛∏
𝑖=1

𝑃 (𝐶𝑖∣𝑀𝑖 ⩽ 𝑒). (5)

而对于任意𝐶𝑖 ∈𝑪及其对应的𝑀𝑖 ∈ 𝑴 ,设𝑪 ′ =𝑪∖
𝐶𝑖, 𝑴 ′ = 𝑴∖𝑀 𝑖,有

𝑃 (𝐶𝑖∣𝐸 ⩽ 𝑒) =

∑
𝑪′,𝑴

𝑃 (𝑪′, 𝐶𝑖,𝑴 , 𝐸 ⩽ 𝑒)∑
𝑪′,𝐶𝑖,𝑴

𝑃 (𝑪′, 𝐶𝑖,𝑴 , 𝐸 ⩽ 𝑒)
=

∑
𝑪′

𝑃 (𝑀𝐿⩽𝑒)𝑃 (𝑀𝑖⩽𝑒∣𝐶𝑖)𝑃 (𝐶𝑖)𝑃 (𝑴 ′⩽𝑒∣𝑪′)𝑃 (𝑪′)∑
𝑪′,𝐶𝑖

𝑃 (𝑀𝐿⩽𝑒)𝑃 (𝑀𝑖⩽𝑒∣𝐶𝑖)𝑃 (𝐶𝑖)𝑃 (𝑴 ′⩽𝑒∣𝑪′)𝑃 (𝑪′)
=
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𝑃 (𝑀𝐿⩽𝑒)𝑃 (𝑀𝑖⩽𝑒∣𝐶𝑖)𝑃 (𝐶𝑖)
∑
𝑪′

𝑃 (𝑴 ′⩽𝑒∣𝑪′)𝑃 (𝑪′)

𝑃 (𝑀𝐿⩽𝑒)
∑
𝐶𝑖

𝑃 (𝑀𝑖⩽𝑒∣𝐶𝑖)𝑃 (𝐶𝑖)
∑
𝑪′

𝑃 (𝑴 ′⩽𝑒∣𝑪′)𝑃 (𝑪′)
=

𝑃 (𝑀𝑖 ⩽ 𝑒, 𝐶𝑖)∑
𝐶𝑖

𝑃 (𝑀𝑖 ⩽ 𝑒, 𝐶𝑖)
= 𝑃 (𝐶𝑖∣𝑀𝑖 ⩽ 𝑒). (6)

由式 (5)和(6),得

𝑃 (𝑪∣𝐸 ⩽ 𝑒) =

𝑛∏
𝑖=1

𝑃 (𝐶𝑖∣𝐸 ⩽ 𝑒). (7)

命题成立. □

命题 1实际是一种在因果独立关系中特定环境

下 (𝐸 ⩽ 𝑒)存在的条件独立, 常被称为特定上下文独

立[14]. 对于其他合成形式的 ICI模型, 也有相似的特

定上下文独立关系,如在Noisy-OR形式中,当子节点

处于缺失状态时,父节点之间亦相互独立.

引引引理理理 1 在Leaky Noisy-MAX模型中, 对于任

意𝐶𝑖 ∈ 𝑪, 𝑒 ∈ 𝛺𝐸 ,有

𝑃 (𝐸 ⩽ 𝑒∣𝐶𝑖) =

𝑃 (𝑀𝐿 ⩽ 𝑒)𝑃 (𝑀𝑖 ⩽ 𝑒∣𝐶𝑖)

𝑛∏
𝑗=1∣𝑗 ∕=𝑖

𝑃 (𝑀𝑗 ⩽ 𝑒), (8)

𝑃 (𝐸 ⩽ 𝑒) = 𝑃 (𝑀𝐿 ⩽ 𝑒)

𝑛∏
𝑖=1

𝑃 (𝑀𝑖 ⩽ 𝑒). (9)

证证证明明明 由式 (3)及命题 1,有

𝑃 (𝐸 ⩽ 𝑒∣𝐶𝑖) =∑
𝑪′

𝑃 (𝐸 ⩽ 𝑒∣𝑪 ′, 𝐶𝑖)𝑃 (𝑪 ′∣𝐶𝑖) =

∑
𝑪′

𝑃 (𝑀𝐿 ⩽ 𝑒)𝑃 (𝑀𝑖 ⩽ 𝑒∣𝐶𝑖)×

𝑛∏
𝑗=1∣𝑗 ∕=1

𝑃 (𝑀𝑗 ⩽ 𝑒∣𝐶𝑗)𝑃 (𝐶𝑗) =

𝑃 (𝑀𝐿 ⩽ 𝑒)𝑃 (𝑀𝑖 ⩽ 𝑒∣𝐶𝑖)
∏

𝑗=1∣𝑗 ∕=𝑖

𝑃 (𝑀𝑗 ⩽ 𝑒).

在结果变量𝐸 ⩽ 𝑒条件下, 原因变量𝐶1, 𝐶2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐶𝑛

之间相互独立, 因此对应的𝑀1,𝑀2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀𝑛之间亦

相互独立,有

𝑃 (𝐸 ⩽ 𝑒) =∑
𝑴 ,𝑀𝐿

𝑃 (𝐸 ⩽ 𝑒∣𝑴 ,𝑀𝐿)𝑃 (𝑴 ,𝑀𝐿) =

∑
𝑴 ,𝑀𝐿∣

max(𝑴 ,𝑀𝐿)⩽𝑒

𝑃 (𝑀𝐿)

𝑛∏
𝑖=1

𝑃 (𝑀𝑖) =

𝑃 (𝑀𝐿 ⩽ 𝑒)

𝑛∏
𝑖=1

𝑃 (𝑀𝑖 ⩽ 𝑒). □

推推推论论论 3 在Leaky Noisy-MAX模型中, 对于任

意 𝑒 ∈ 𝛺𝐸 ,有

𝑃 (𝐸 ⩽ 𝑒∣𝑪) =

𝑛∏
𝑖=1

𝑃 (𝐸 ⩽ 𝑒∣𝐶𝑖)

[𝑃 (𝐸 ⩽ 𝑒)]𝑛−1
. (10)

证证证明明明 由式 (8)可得
𝑛∏

𝑖=1

𝑃 (𝐸 ⩽ 𝑒∣𝐶𝑖) =

[𝑃 (𝑀𝐿 ⩽ 𝑒)]𝑛
[ 𝑛∏
𝑗=1

𝑃 (𝑀𝑗 ⩽ 𝑒)
]𝑛−1 𝑛∏

𝑖=1

𝑃 (𝑀𝑖 ⩽ 𝑒∣𝐶𝑖).

(11)

由式 (9)可得

[𝑃 (𝐸 ⩽ 𝑒)]𝑛−1 =

[𝑃 (𝑀𝐿 ⩽ 𝑒)]𝑛−1
[ 𝑛∏
𝑖=1

𝑃 (𝑀𝑖 ⩽ 𝑒)
]𝑛−1

. (12)

将式 (11)除以 (12),并由 (3)可得
𝑛∏

𝑖=1

𝑃 (𝐸 ⩽ 𝑒∣𝐶𝑖)

[𝑃 (𝐸 ⩽ 𝑒)]
𝑛−1 =

𝑃 (𝑀𝐿 ⩽ 𝑒)

𝑛∏
𝑖=1

𝑃 (𝑀𝑖 ⩽ 𝑒∣𝐶𝑖) = 𝑃 (𝐸 ⩽ 𝑒∣𝑪). □

式 (10)就是基于Leaky Noisy-MAX形式的CPT

参数学习模型. 式 (10)表明, 若贝叶斯网络局部结构

中存在因果影响独立关系,则可利用样本直接得到单

父节点条件下的子节点概率分布𝑃 (𝐸∣𝐶𝑖),进而得到

父节点集条件下的子节点概率分布𝑃 (𝐸 ⩽ 𝑒∣𝑪), 即

CPT参数.由于在其他合成形式的 ICI模型中也存在

相似的特定上下文独立关系,本文算法也能扩展至其

他合成形式的 ICI模型中.

若设局部结构中各节点的可能状态均为𝑚个,

则式 (10)左端的概率分布所含独立参数的个数是

(𝑚− 1)𝑚𝑛,而右端的个数是 (𝑚− 1)(𝑚𝑛− 1),显然本

文算法能够有效降低CPT参数定义的复杂度.这种所

需独立参数的减少,也使人们能够从相同规模样本中

获取更多的统计信息,有助于提高参数学习的精度.

3 算算算法法法描描描述述述

设𝑫是一组包含𝑚条完整样本且符合独立同分

布假设的样本集.利用Leaky Noisy-MAX形式的 ICI

模型,学习CPT参数的算法步骤如下.

Step 1: 用最大似然估计方法[2], 从样本集𝑫中

得到各单父节点条件下子节点的概率分布𝑃 (𝐸 =

𝑒∣𝐶𝑖 = 𝑗) = 𝑁𝑖𝑗𝑒/𝑁𝑖𝑗⋅和子节点的边缘分布𝑃 (𝐸 = 𝑒)

= 𝑁⋅⋅𝑒/𝑚,其中𝑁𝑖𝑗𝑒、𝑁𝑖𝑗⋅、𝑁⋅⋅𝑒分别表示样本集𝑫中

符合𝐶𝑖 = 𝑗和𝐸 = 𝑒、𝐶𝑖 = 𝑗、𝐸 = 𝑒的样本个数.

Step 2: 得到各单父节点条件下子节点的累加条
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件概率分布为

𝑃 (𝐸 ⩽ 𝑒∣𝐶𝑖 = 𝑗) =

𝑒∑
𝑘=1

𝑃 (𝐸 = 𝑘∣𝐶𝑖 = 𝑗),

以及子节点的累加边缘概率分布为

𝑃 (𝐸 ⩽ 𝑒) =

𝑒∑
𝑘=1

𝑃 (𝐸 = 𝑘).

Step 3: 通过式 (10), 利用累加概率分布𝑃 (𝐸 ⩽
𝑒∣𝐶𝑖)和𝑃 (𝐸 ⩽ 𝑒), 得到完全父节点集条件下的累加

概率分布𝑃 (𝐸 ⩽ 𝑒∣𝑪).

Step 4: 通过式 (4)对累加概率分布𝑃 (𝐸 ⩽ 𝑒∣𝑪)

依序递减后,可得到𝑃 (𝐸 = 𝑒∣𝑪),即CPT参数.

4 算算算例例例分分分析析析

4.1 仿仿仿真真真模模模型型型

本文以HeparⅡ模型中的TB (总胆红素)节点及

其全部父节点的局部结构为仿真实验模型. HeparⅡ

模型 (http://genie.sis.pitt.edu/)是以大量实际病例信息

和专家经验知识为建模基础,用于肝脏疾病诊断的贝

叶斯网络模型.文献 [15]指出, 该模型在量化各节点

的CPT参数中未使用Noisy-OR/MAX形式,这能够保

证本文算法仿真实验的有效性.

在该局部结构中,子节点TB代表检测指标值,父

节点为: FH (功能性高胆红素血)、PBC (原发性胆汁

性肝硬化)、CiH (肝硬化)、GS (胆结石)、CH (慢性肝

炎), 分别代表 5种疾病.该 5种疾病均能对同一检测

指标TB产生独立影响. 各节点变量的状态空间为

FH= {present, absent}, PBC= {present, absent}, CiH

= {decompensate, compensate, absent}, CH= {active,

persistent, absent}, GS= {present, absent}, TB= {𝑎10,
𝑎62, 𝑎197, 𝑎8820}. 因该局部结构所含父节点较多, 且

部分节点呈现多态, 故其CPT规模较大, 共包含 216

个独立参数.

4.2 实实实验验验方方方法法法

本文以HeparⅡ模型中该局部结构的已建CPT

作为标准CPT, 在Matlab中使用贝叶斯网络工具箱

BNT建立该局部结构的贝叶斯网络模型. 实验中,根

据标准CPT,以逻辑抽样法随机生成不同规模完整样

本集后, 利用本文算法进行样本学习以获得CPT参

数.为评价本文算法学习精度和运行效率,将标准最

大似然估计 (MLE)算法作为对比,以学习得到的CPT

与标准CPT之间的距离为学习精度衡量,以算法运行

所需机时为运行效率衡量.其中, 距离衡量以父节点

集的联合概率分布为权值, 取各父节点状态组合下

CPT参数之间的欧氏距离和KL距离[15-16]之和,即按

下式计算CPT之间的距离:

𝐷Eucl(𝑃𝐴(𝐸∣𝑪), 𝑃𝐵(�̂�∣𝑪)) =

𝑛∑
𝑖=1

𝑃 (𝐶𝑖)

√√√⎷ 𝑚∑
𝑗=1

(𝑃𝐴(𝐸𝑗 ∣𝐶𝑖)−𝑃𝐵(𝐸𝑗 ∣𝐶𝑖))
2
, (13)

𝐷𝐾𝐿(𝑃𝐴(𝐸∣𝑪), 𝑃𝐵(�̂�∣𝑪)) =

𝑛∑
𝑖=1

𝑃 (𝐶𝑖)

𝑚∑
𝑗=1

𝑃𝐴(𝐸𝑗 ∣𝐶𝑖) log
𝑃𝐴(𝐸𝑗 ∣𝐶𝑖)

𝑃𝐵(𝐸𝑗 ∣𝐶𝑖)
. (14)

其中: 𝑛为父节点状态组合数, 𝑚为子节点状态数.为

使式 (14)有效, 当学习得到的某一CPT参数等于零

时,用一个极小常数代替 (10−8).为避免随机干扰,实

验中对不同规模的样本集分别生成 10组, 以该 10组

样本集学习结果的平均值作为实验观测值.

4.3 对对对比比比分分分析析析

对于样本组数分别为 100, 200, ⋅ ⋅ ⋅ , 2 000的不同
规模完整样本集,用本文算法和MLE算法学习后,学

习精度和算法运行效率实验结果的比较情况分别如

图 2、图 3所示.
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图 2 两种算法的参数学习精度比较
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图 3 两种算法的运行效率比较

图 2表明, 本文算法的参数学习精度整体优于

MLE算法. 当样本集规模较小时,本文算法的学习精

度优势明显; 当样本集规模增大时, 两种算法的学习

精度趋于接近.
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图 3表明, 本文算法的运行效率低于MLE算法,

运行时间最大差值为 0.048 s. 这是因为本文算法除了

以最大似然法估计各𝑃 (𝐸∣𝐶𝑖)和𝑃 (𝐸)参数之外, 还

需进行各概率分布的累加、合成、递减计算过程, 从

而使得本文算法的计算复杂度高于MLE算法.

本文算法和MLE算法都用最大似然法来估计所

需独立参数值.在该仿真模型中, 本文算法所需独立

参数个数为 52个, 而CPT定义所需独立参数的个数

为 216个. 根据估计值的大样本性质, 当样本量趋于

无穷大时,最大似然估计值必然趋近于参数的原生分

布[2]. 因此,当样本规模一定时,具有越多样本信息的

统计量, 其估计值就越逼近真实值.由于本文选用的

仿真模型中父节点数较多且部分节点呈现多态,当样

本集为稀疏结构时,由于某些状态组合没有统计信息,

MLE算法学习得到的部分参数为 0, 这会使后续推

理过程出现问题.例如,对应父节点集某一状态组合

的标准CPT参数为𝑃 (TB∣FH= absent, PBC= absent,

CiH= absent, CH= persistent, GS= absent)= (0.937 5,

0.056 8, 0.002 8, 0.002 8).对于不同规模完整样本集,

本文算法与MLE算法所得该CPT参数如表 1所示.

表 1 不同规模完整样本集下学习结果对比

本文算法 MLE算法
样本数

𝑎10 𝑎62 𝑎197 𝑎8820 𝑎10 𝑎62 𝑎197 𝑎8820

100 0.871 3 0.060 1 0.068 6 0 1 0 0 0

200 0.802 4 0.112 5 0.073 2 0.011 9 1 0 0 0

300 0.888 9 0.089 4 0.009 6 0.012 0 1 0 0 0

400 0.814 3 0.129 6 0.038 7 0.017 5 0.875 0 0.125 0 0 0

500 0.843 5 0.095 2 0.033 8 0.027 5 0.909 1 0.090 9 0 0

600 0.836 8 0.136 6 0.020 5 0.006 0 0.800 0 0.200 0 0 0

700 0.802 5 0.085 9 0.089 7 0.021 9 0.941 2 0.058 8 0 0

800 0.762 1 0.220 3 0.013 1 0.004 6 0.869 6 0.130 4 0 0

900 0.841 9 0.120 0 0.007 0 0.031 2 0.952 4 0.047 6 0 0

1 000 0.688 5 0.238 2 0.066 9 0.006 4 0.894 7 0.105 3 0 0

1 100 0.897 5 0.052 8 0.043 6 0.006 1 0.971 4 0.028 6 0 0

1 200 0.837 7 0.128 6 0.009 9 0.023 8 0.900 0 0.100 0 0 0

1 300 0.843 5 0.113 3 0.022 8 0.020 4 0.884 6 0.076 9 0.038 5 0

1 400 0.927 1 0.027 2 0.029 3 0.016 5 1 0 0 0

1 500 0.967 8 0.017 1 0.001 3 0.013 9 1 0 0 0

1 600 0.898 5 0.076 5 0.024 3 0.000 7 0.911 1 0.088 9 0 0

1 700 0.847 4 0.113 1 0.024 8 0.014 7 0.957 4 0.042 6 0 0

1 800 0.906 4 0.061 9 0.017 4 0.014 4 0.934 8 0.043 5 0 0.021 7

1 900 0.777 0 0.097 9 0.033 3 0.091 9 0.897 4 0.102 6 0 0

2 000 0.912 6 0.078 0 0.006 1 0.003 2 0.976 7 0.023 3 0 0

表 1显示, MLE算法对于子节点TB处于 𝑎197和

𝑎8820状态的参数学习结果普遍为 0, 这是由于样本

集中没有符合该父节点集与子节点状态组合的样本.

而本文算法能得到相应参数的有效值且逐步逼近真

实值.因KL距离对极小值敏感, 故在图 2(b)中, 本文

算法的CPT距离明显优于MLE算法.为进一步验证

原因, 选取各包含 1 000组和 10 000组样本的两个样

本集, 以各独立参数估计所利用的样本个数所占样

本集比例 (样本利用率)为观测值,对不同样本利用比

例 (坐标横轴)对应的独立参数个数所占参数总数比

例 (坐标纵轴)进行统计分析,以比较两种算法对样本

的利用情况. 比较结果如图 4所示.

当样本集规模为 1 000组样本时, 相比CPT定义

所需的 216个独立参数而言, 样本信息显得不足. 图

4(a)表明, 在MLE算法中, 样本利用率为 0 (即样本

集中没有符合相应节点状态组合的样本)的参数占

72%, 其余参数的样本利用率均不足 10%; 而在本文

算法中, 样本利用率为 0的参数只占 4%, 样本利用

率大于 10%的参数达 23%.在图 4(b)中, 样本集规模

增加为 10 000组样本, 但MLE算法中样本利用率为

0的参数仍有 43%,样本利用率大于 10%的参数只有

3%; 而本文算法中样本利用率为 0的参数没有,样本

利用率大于 10%的参数有 22%.

样本利用情况对比表明,本文算法的样本利用率

明显优于MLE算法,而且在样本集规模较小、样本信

息稀疏时,优势更为明显. 这是因为,本文算法以符合

单一父节点与子节点状态组合的样本为参数估计依

据, 而MLE算法以符合父节点集与子节点状态组合

的样本为估计依据.当面对稀疏结构样本集时, 部分

父节点集与子节点状态组合对应的样本可能很少或

没有;而单一父节点与子节点之间的统计信息则更为

广泛地存在于样本集之中. 因此本文算法比MLE算

法更能充分挖掘样本中的统计信息,提高参数的学习

精度.
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图 4 两种算法的样本利用情况比较

5 结结结 论论论

贝叶斯网络中局部结构的CPT规模和复杂度对

模型参数量化和推理计算的精度与效率影响明显.

ICI模型能够对局部结构的条件概率分布做进一步

因子分解,并能降低CPT参数定义的复杂度.本文以

Leaky ICI模型的Noisy-MAX形式为例, 利用其中形

成的特定上下文独立关系, 提出了一种适于样本学

习、能由子节点对单父节点的条件概率分布直接合成

CPT参数的算法.实验结果表明, 该算法学习精度优

于标准MLE算法,且能较好地处理稀疏结构样本集,

但计算复杂度高于MLE算法. 本文方法要求局部结

构满足因果影响独立性质. 进一步的研究在于如何降

低计算复杂度和提高算法的适用性.
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