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摘 要: 针对传统模糊支付矩阵对策求解方法不能保证局中人的模糊值始终相同且求解复杂的问题,通过引入𝛼-矩

阵对策的概念,提出一种求解支付为梯形模糊数的矩阵对策线性规划方法. 该方法中局中人双方的对策值始终相同,

且此对策值的任意𝛼-截集的上下界和局中人的最优策略容易通过求解导出的 4个线性规划问题获得,特别地,可得

到模糊对策值的显式表示. 通过与其他方法的比较,表明了所提出的方法更具有效性和实用性.
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Abstract: For the problem of major solution methods for matrix games with fuzzy payoffs, an effective methodology is

developed to solve matrix games with payoffs expressed by trapezoidal fuzzy numbers. In this methodology, the concept

of 𝛼-matrix games is introduced and players’ fuzzy values are always identical. The upper and lower bounds of any 𝛼-cut

of the fuzzy value and players’ optimal strategies are easily obtained through solving the derived four linear programming

problems with the upper and lower bounds of 𝛼-cuts of the fuzzy payoffs. Particularly, the fuzzy value can be explicitly

estimated. Compared with other methods, the effectiveness and feasibility of the proposed method are illurstrated.
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0 引引引 言言言

现实生活中常出现对抗或冲突事件,对策论从数

学角度对冲突事件进行了深入分析.目前, 学者们对

不同形式的数学对策进行了研究[1-3].其中,两人零和

对策 (通常简称为“矩阵对策”)是一种重要形式. 矩阵

对策已广泛应用于经济、管理、电子商务等领域. 在

多数矩阵对策研究中,局中人支付 (收益)都是清晰的,

但现实中由于信息的不充分或不准确,局中人无法准

确得知对策收益.因此, 局中人支付应采用近似估计

值而不是精确值[3-14],本文将重点讨论此类矩阵对策

的求解问题.

Campos[3]基于模糊数排序函数和辅助线性规划

模型率先提出了模糊矩阵对策的方法; Bector等[4]在

Campos的基础上提出了基于对偶线性规划和模糊参

数的模糊矩阵对策的线性规划求解方法. 虽然两种方

法都能解决模糊对策问题,但很大程度地依赖于选择

的排序函数,也不能显示得出局中人的隶属函数以及

保证局中人的模糊值始终相同. Li[5-6]提出了支付为

三角模糊数 (TFN)的矩阵对策的两层线性规划求解

方法, 可求得局中人的模糊值和相应隶属函数, 这个

方法被Bector等[4]和Larbani[7]称为“李登峰模型” (简

称为“Li model”). 然而, Li模型同样不能确保局中人

的模糊值始终相同.事实上, 因为局中人的期望收益

是一组模糊收益的线性组合,加上矩阵对策具有零和

性, 所以局中人的值应该是相同且模糊的, 但目前的

研究尚未解决此类问题.
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本文基于Li模型的启示, 进一步提出一种支付

为梯形模糊数 (TrFN)的矩阵对策有效求解方法. 本

文选择TrFN作为研究对象,主要因为TrFN是模糊数

的一般化形式 (TFN、区间数和实数都是TrFN的特殊

形式),在许多应用研究中经常用TrFN表示不确定或

不精确数值[15-16]. 该方法通过引入𝛼-矩阵对策的概

念, 证明了局中人双方的对策值始终相同,从而保证

任意支付为TrFN的矩阵对策都存在模糊对策值, 亦

为TrFN.此对策值的任意𝛼-截集的上下界和局中人

的最优策略容易通过求解导出的 4个线性规划问题

获得. 特别地,模糊值可以通过求解模糊支付是 1-截

集和 0-截集的辅助线性规划进行显示确定.

1 矩矩矩阵阵阵对对对策策策和和和梯梯梯形形形模模模糊糊糊数数数

1.1 矩矩矩阵阵阵对对对策策策与与与线线线性性性规规规划划划模模模型型型

假设𝑆1 = {𝛿1, 𝛿2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛿𝑚}和𝑆2 = {𝛽1, 𝛽2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝛽𝑛}分别是局中人𝑃1和𝑃2的纯策略集,局中人𝑃1的

支付矩阵表示为𝑨 = (𝑎𝑖𝑗)𝑚×𝑛,向量𝒚 = (𝑦1, 𝑦2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑦𝑚)T和 𝒛 = (𝑧1, 𝑧2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑧𝑛)T是局中人𝑃1和𝑃2的混

合策略. 其中: 𝑦𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚)和 𝑧𝑗(𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑛)分别代表局中人𝑃1和𝑃2选择纯策略 𝛿𝑖 ∈ 𝑆1和 𝛽𝑗

∈ 𝑆2的概率; 符号“ T ”表示一个向量的转置. 局中
人𝑃1和𝑃2的所有混合策略集分别表示为𝑌 =

{
𝒚
∣∣∣

𝑚∑
𝑖=1

𝑦𝑖 = 1, 𝑦𝑖 ⩾ 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚
}
和𝑍 =

{
𝒛
∣∣∣ 𝑛∑
𝑗=1

𝑧𝑗

= 1, 𝑧𝑗 ⩾ 0, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛
}

. 于是, 矩阵对策可以表
示为 ⟨𝑌,𝑍,𝑨⟩,简称为矩阵对策𝑨.

如果局中人𝑃1选择策略𝒚 ∈ 𝑌 , 局中人𝑃2选择

策略 𝒛 ∈ 𝑍,则局中人𝑃1的期望收益可通过𝒚T𝑨𝑧 =
𝑚∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

𝑦𝑖𝑎𝑖𝑗𝑧𝑗计算,即期望收益的加权平均.

假设局中人𝑃1采用任意混合策略𝒚 ∈ 𝑌 , 则局
中人𝑃1的期望收益下值为 𝜐𝑨(𝒚) = min{𝒚T𝑨𝒛∣𝒛 ∈
𝑍},即通过纯策略 𝛽𝑗 ∈ 𝑆2获得

𝜐𝑨(𝒚) = min
{ 𝑚∑

𝑖=1

𝑦𝑖𝑎𝑖𝑗

∣∣∣𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛
}
. (1)

局中人𝑃1应选择𝒚∗ ∈ 𝑌 ,以实现收益上值 𝜐𝑨(𝒚),即
𝜐𝑨(𝑦∗) = max{𝜐𝑨(𝑦)∣𝒚 ∈ 𝑌 }. (2)

𝒚∗ ∈ 𝑌 和 𝜐𝑨(𝒚∗)分别为局中人𝑃1的最优策略和期

望收益上值,表示为 𝜈𝑨 = 𝜐𝑨(𝒚∗). 因此,局中人𝑃1的

最优策略𝒚∗ ∈ 𝑌 及收益上值 𝜈𝑨 = 𝜐𝑨(𝒚∗)可通过求

解以下线性规划问题得到:
max {𝜐𝑨}.

s.t.

𝑚∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑗𝑦𝑖 ⩾ 𝜐𝑨, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛;
𝑚∑
𝑖=1

𝑦𝑖 = 1, 𝑦𝑖 ⩾ 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚. (3)

类似地,局中人𝑃2的最优策略 𝒛∗ ∈ 𝑍和收益上

值 𝜌𝑨 = 𝜔𝑨(𝒛∗)可通过求解以下线性规划问题得到:

min {𝜌𝑨}.

s.t.

𝑛∑
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑧𝑗 ⩽ 𝜌
𝑨
, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚;

𝑛∑
𝑗=1

𝑧𝑗 = 1, 𝑧𝑗 ⩾ 0, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (4)

可见, 式 (3)和 (4)是一对对偶线性规划问题[1],

所以 𝜐𝑨的上值等于 𝜌𝑨的下值,此值称为矩阵对策𝑨

的值,表示为𝑉𝑨 = 𝜈𝑨 = 𝜌𝑨.

1.2 梯梯梯形形形模模模糊糊糊数数数和和和𝛼-截截截集集集

具有隶属度𝜇�̃�(𝑥)的模糊数 �̃�是实数集𝑅上的一

种特殊模糊子集, 满足以下条件[2]: 1)至少存在一个

实数𝑥0 ∈ 𝑅,有𝜇�̃�(𝑥0) = 1; 2)其隶属函数𝜇�̃�(𝑥)是左

右连续的.

设 �̃� = (𝑎𝑙, 𝑎𝑚1 , 𝑎𝑚2 , 𝑎𝑟)是TrFN,其隶属函数为

𝜇�̃�(𝑥) =

⎧⎨⎩
(𝑥− 𝑎𝑙)/(𝑎𝑚1 − 𝑎𝑙), 𝑎𝑙 ⩽ 𝑥 < 𝑎𝑚1 ;

1, 𝑎𝑚1 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑎𝑚2 ;

(𝑎𝑟 − 𝑥)/(𝑎𝑟 − 𝑎𝑚2), 𝑎𝑚2 < 𝑥 ⩽ 𝑎𝑟;

0, else.

(5)

其中: [𝑎𝑚1 , 𝑎𝑚2 ]表示 �̃�的均值区间, 𝑎𝑙和 𝑎𝑟表示模糊

数 �̃�的上值和下值. 明显地, 如果 𝑎𝑚1 = 𝑎𝑚2 , TrFN �̃�

转化为TFN �̃� = (𝑎𝑙, 𝑎𝑚, 𝑎𝑟), 其中 𝑎𝑚 = 𝑎𝑚1 = 𝑎𝑚2 ;

如果 𝑎𝑙 = 𝑎𝑚1且 𝑎𝑚2 = 𝑎𝑟, TrFN �̃�转化为区间数 𝑎 =

[𝑎𝐿, 𝑎𝑅],其中 𝑎𝐿 = 𝑎𝑙 = 𝑎𝑚1且 𝑎𝑅 = 𝑎𝑚2 = 𝑎𝑟;如果

𝑎𝑙 = 𝑎𝑚1 = 𝑎𝑚2 = 𝑎𝑟, TrFN �̃�就转化为实数 𝑎, 其中

𝑎 = 𝑎𝑙 = 𝑎𝑚1 = 𝑎𝑚2 = 𝑎𝑟. 相反, TFN、区间数和实数

很容易改写为TrFN.

如果 𝑎𝑙 ⩾ 0或至少 𝑎𝑟 > 0, 则称 �̃� = (𝑎𝑙, 𝑎𝑚1 ,

𝑎𝑚2 , 𝑎𝑟)为一个非负TrFN.设 �̃� = (𝑎𝑙, 𝑎𝑚1 , 𝑎𝑚2 , 𝑎𝑟)和

�̃� = (𝑏𝑙, 𝑏𝑚1 , 𝑏𝑚2 , 𝑏𝑟)是两个非负TrFN, 则TrFN的数

学运算规定为

�̃�+ �̃� =

(𝑎𝑙 + 𝑏𝑙, 𝑎𝑚1 + 𝑏𝑚1 , 𝑎𝑚2 + 𝑏𝑚2 , 𝑎𝑟 + 𝑏𝑟). (6)

𝜆�̃� =

⎧⎨⎩(𝜆𝑎𝑙, 𝜆𝑎𝑚1 , 𝜆𝑎𝑚2 , 𝜆𝑎𝑟), 𝜆 ⩾ 0;

(𝜆𝑎𝑟, 𝜆𝑎𝑚1 , 𝜆𝑎𝑚2 , 𝜆𝑎𝑙), 𝜆 < 0.
(7)

TrFN �̃�的𝛼-截集定义为 �̃�(𝛼) = {𝑥∣𝜇�̃�(𝑥) ⩾ 𝛼},

其中𝛼 ∈ [0, 1]. 由此可得到任意TrFN �̃�的𝛼-截集为

区间数, 表示为 �̃�(𝛼) = [𝑎𝐿(𝛼), 𝑎𝑅(𝛼)]. 由式 (5)易推

导出

�̃�(𝛼) = [𝛼𝑎𝑚1 + (1− 𝛼)𝑎𝑙, 𝛼𝑎𝑚2 + (1− 𝛼)𝑎𝑟]. (8)

因此,任意TrFN的𝛼-截集能够通过它的 1-截集和 0-

截集求得.
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根据模糊集的表现定理[2], TrFN �̃�表示为

�̃� =
∪

𝛼∈[0,1]

{𝛼⊗ �̃�(𝛼)} =
∪

𝛼∈[0,1]

{𝛼⊗ [𝑎𝐿(𝛼), 𝑎𝑅(𝛼)]},

(9)

其中𝛼 ⊗ �̃�(𝛼)定义为具有隶属度𝜇𝛼⊗�̃�(𝛼)的模糊集.

如果𝑥 ∈ [𝑎𝐿(𝛼), 𝑎𝑅(𝛼)], 则𝜇𝛼⊗�̃�(𝛼)(𝑥) = 𝛼; 否则

𝜇𝛼⊗�̃�(𝛼)(𝑥) = 0. 根据区间数的运算法则[17],式 (9)可

改写为

�̃� =
∪

𝛼∈[0,1]

{𝛼⊗ [𝛼�̃�(1) + (1− 𝛼)�̃�(0)]}, (10)

所以𝜇�̃�(𝑥) = max{𝛼∣𝑥 ∈ 𝛼�̃�(1) + (1 − 𝛼)�̃�(0)}.由此

表明,任何TrFN可以通过它的 1-截集和 0-截集直接

构建.

2 模模模糊糊糊支支支付付付矩矩矩阵阵阵对对对策策策及及及解解解法法法

2.1 𝛼-矩矩矩阵阵阵对对对策策策概概概念念念及及及模模模糊糊糊数数数

定义 1 对于给定𝛼 ∈ [0, 1],局中人𝑃1的支付矩

阵表示为 �̃�(𝛼) = (�̃�𝑖𝑗(𝛼))𝑚×𝑛,元素 �̃�𝑖𝑗(𝛼)是模糊支

付 �̃�𝑖𝑗的𝛼-截集, 则称 �̃�(𝛼)是模糊支付矩阵对策 �̃�

的𝛼-矩阵对策,简称为𝛼-矩阵对策 �̃�(𝛼).

定义 2 对于给定𝛼 ∈ [0, 1],如果局中人𝑃1的收

益下值 𝜈(𝛼)和𝑃2的收益上值 𝜌(𝛼)相同, 且为𝑉 (𝛼),

则称𝑉 (𝛼)是𝛼-矩阵对策 �̃�(𝛼)的值, 或者𝛼-矩阵对

策 �̃�(𝛼)有值𝑉 (𝛼),且 𝑉 (𝛼) = 𝜈(𝛼) = 𝜌(𝛼).

定义 3 对于任意𝛼 ∈ [0, 1],如果所有𝛼-矩阵对

策 �̃�(𝛼)有值𝑉 (𝛼),则模糊支付矩阵对策 �̃�有模糊值

𝑉 ,可表示为

𝑉 =
∪

𝛼∈[0,1]

{𝛼⊗ 𝑉 (𝛼)}.

2.2 模模模糊糊糊支支支付付付矩矩矩阵阵阵对对对策策策及及及𝛼-矩矩矩阵阵阵对对对策策策

对于支付为TrFN的矩阵对策𝐴, 𝑃1的支付矩阵

为 �̃� = (�̃�𝑖𝑗)𝑚×𝑛. 根据式 (6)、(7)及矩阵对策 �̃�的零

和性,可知𝑃1的期望收益 �̃� = 𝒚T�̃�𝑧为

�̃� =
( 𝑚∑

𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

𝑎𝑙𝑖𝑗𝑦𝑖𝑧𝑗 ,

𝑚∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

𝑎𝑚1

𝑖𝑗 𝑦𝑖𝑧𝑗 ,

𝑚∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

𝑎𝑚2

𝑖𝑗 𝑦𝑖𝑧𝑗 ,

𝑚∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

𝑎𝑟𝑖𝑗𝑦𝑖𝑧𝑗

)
,

𝑃2的期望收益为

−�̃� =
( 𝑚∑

𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

𝑎𝑟𝑖𝑗𝑦𝑖𝑧𝑗 ,

𝑚∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

𝑎𝑚2

𝑖𝑗 𝑦𝑖𝑧𝑗 ,

𝑚∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

𝑎𝑚1

𝑖𝑗 𝑦𝑖𝑧𝑗 ,

𝑚∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

𝑎𝑙𝑖𝑗𝑦𝑖𝑧𝑗

)
.

一般的, 𝑃1的期望收益下值和𝑃2的期望收益

上值都为TrFN,分别表示为 𝜐 = (𝜐𝑙, 𝜐𝑚1 , 𝜐𝑚2 , 𝜐𝑟)和

�̃� = (𝜔𝑙, 𝜔𝑚1 , 𝜔𝑚2 , 𝜔𝑟).文献 [2-6]已证明 𝜐 ⩽ �̃�.如果

𝜐 = �̃�, 则值𝑉 是支付为TrFN的矩阵对策𝐴的模糊

值,其中𝑉 = 𝜐 = �̃�.

根据定义 1∼定义 3,提出求解支付为TrFN的任

意矩阵对策 �̃�的线性规划法.

对于任意𝛼 ∈ [0, 1], 有𝛼-矩阵对策 �̃�(𝛼), 其中

局中人𝑃1支付矩阵为 �̃�(𝛼) = (�̃�𝑖𝑗(𝛼))𝑚×𝑛 (𝑖 = 1, 2,

⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚; 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛). 因为TrFN �̃�𝑖𝑗的𝛼-截集

�̃�𝑖𝑗(𝛼)是区间数,由式 (8)容易推导

�̃�𝑖𝑗(𝛼) = [𝛼𝑎𝑚1

𝑗 + (1− 𝛼)𝑎𝑙𝑖𝑗 , 𝛼𝑎
𝑚2

𝑖𝑗 + (1− 𝛼)𝑎𝑟𝑖𝑗 ].

(11)

因此, 𝛼-矩阵对策 �̃�(𝛼)是区间支付矩阵对策,简称为

区间𝛼-矩阵对策.

对于区间支付 �̃�𝑖𝑗(𝛼) (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚; 𝑗 = 1, 2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)中的任意 𝑎𝑖𝑗(𝛼), 支付矩阵表示为𝑨(𝛼) =

(𝑎𝑖𝑗(𝛼))𝑚×𝑛. 由式 (1)和 (2)容易得出𝑃1的矩阵对策

𝑨(𝛼)的值 𝜈(𝛼)与所有 𝑎𝑖𝑗(𝛼)密切相关. 换言之,

𝜈(𝛼)是区间支付 �̃�𝑖𝑗(𝛼)中 𝑎𝑖𝑗(𝛼)的函数,表述为 𝜈(𝛼)

= 𝜐(𝑎𝑖𝑗(𝛼)) (或者 𝜐(𝑨(𝛼))). 类似地, 局中人𝑃1的最

优策略 y∗(𝛼) ∈ 𝑌 也是 𝑎𝑖𝑗(𝛼)的函数, 表述为𝒚∗(𝛼)

= 𝒚∗((𝑎𝑖𝑗(𝛼))) (或𝒚∗(𝑨(𝛼))). 同理, 局中人𝑃2的支

付 𝜌(𝛼)和最优策略 𝒛∗(𝛼) ∈ 𝑍是区间支付 �̃�𝑖𝑗(𝛼)中

𝑎𝑖𝑗(𝛼)的函数, 分别表示为 𝜌(𝛼) = 𝜔(𝑎𝑖𝑗(𝛼)) (或

𝜔(𝑨(𝛼)))和 𝒛∗(𝛼) = 𝒛∗(𝑎𝑖𝑗(𝛼)) (或 𝒛∗(𝑨(𝛼))).

由式 (1)和 (2),矩阵对策𝑨(𝛼)中𝑃1的收益 𝜈(𝛼)

是区间支付 �̃�𝑖𝑗(𝛼)中 𝑎𝑖𝑗的单调非减函数. 因为 𝑦𝑖 ⩾

0 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚)且
𝑚∑
𝑖=1

𝑦𝑖 = 1, 所以对于 �̃�𝑖𝑗(𝛼)

中的任意 𝑎𝑖𝑗(𝛼)和 𝑎′𝑖𝑗(𝛼),如果 𝑎𝑖𝑗(𝛼) ⩽ 𝑎′𝑖𝑗(𝛼),则有
𝑚∑
𝑖=1

𝑦𝑖𝑎𝑖𝑗(𝛼) ⩽
𝑚∑
𝑖=1

𝑦𝑖𝑎
′
𝑖𝑗(𝛼). 因此,由

min
1⩽𝑗⩽𝑛

{ 𝑚∑
𝑖=1

𝑦𝑖𝑎𝑖𝑗(𝛼)
}
⩽ min

1⩽𝑗⩽𝑛

{ 𝑚∑
𝑖=1

𝑦𝑖𝑎
′
𝑖𝑗(𝛼)

}
可直接推导出

max
y∈𝑌

min
1⩽𝑗⩽𝑛

{ 𝑚∑
𝑖=1

𝑦𝑖𝑎𝑖𝑗(𝛼)
}
⩽

max
y∈𝑌

min
1⩽𝑗⩽𝑛

{ 𝑚∑
𝑖=1

𝑦𝑖𝑎
′
𝑖𝑗(𝛼)

}
,

即 𝜐(𝑎𝑖𝑗(𝛼)) ⩽ 𝜐(𝑎′𝑖𝑗(𝛼))或 𝜐(𝑨(𝛼)) ⩽ 𝜐(𝑨′(𝛼)).

由矩阵对策的最小最大值原理[1], 矩阵对策

𝑨(𝛼) = (𝑎𝑖𝑗(𝛼))𝑚×𝑛 有解,表示为𝑉 (𝛼) = 𝑉 (𝑎𝑖𝑗(𝛼)),

且𝑉 (𝛼) = 𝜈(𝛼) = 𝜌(𝛼). 由上述讨论可知, 局中人

的期望支付是区间支付的线性组合, 𝑉 (𝛼)是区间支

付 �̃�𝑖𝑗(𝛼)中 𝑎𝑖𝑗(𝛼) (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚; 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)的
一个单调非减函数. 因此,在𝛼-矩阵对策𝐴(𝛼)中,局

中人𝑃1的区间支付 𝜈𝑅(𝛼)的上值和最优策略𝒚𝑅∗(𝛼)

∈ 𝑌 分别对应为 𝜈𝑅(𝛼) = 𝜐𝑅(𝑎𝑅𝑖𝑗(𝛼))和𝒚𝑅∗(𝛼) =

𝒚𝑅∗(𝑎𝑅𝑖𝑗(𝛼)). 由式 (3)可知, (𝜈𝑅(𝛼),𝒚𝑅∗(𝛼))是下列线

性规划的最优解:
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max {𝜐𝑅(𝛼)}.

s.t.

𝑚∑
𝑖=1

𝑎𝑅𝑖𝑗(𝛼)𝑦
𝑅
𝑖 (𝛼) ⩾ 𝜐𝑅(𝛼), 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛;

𝑚∑
𝑖=1

𝑦𝑅𝑖 (𝛼) = 1, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚. (12)

其中 𝑦𝑅𝑖 (𝛼) ⩾ 0 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚)和 𝜐𝑅(𝛼) (无符号约

束)是决策变量.

不失一般性,假设

𝜐𝑅(𝛼) > 0;

𝑥𝑅
𝑖 (𝛼) = 𝑦𝑅𝑖 (𝛼)/𝜐

𝑅(𝛼), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚. (13)

则有𝑥𝑅
𝑖 (𝛼) ⩾ 0 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚),且

𝑚∑
𝑖=1

𝑥𝑅
𝑖 (𝛼) =

𝑚∑
𝑖=1

(𝑦𝑅𝑖 (𝛼)/𝜐
𝑅(𝛼)) = 1/𝜐𝑅(𝛼). (14)

所以,式 (12)能改写为如下线性规划问题:

min
{ 𝑚∑

𝑖=1

𝑥𝑅
𝑖 (𝛼)

}
.

s.t.

𝑚∑
𝑖=1

𝑎𝑅𝑖𝑗(𝛼)𝑥
𝑅
𝑖 (𝛼) ⩾ 1, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛;

𝑥𝑅
𝑖 (𝛼) ⩾ 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚. (15)

结合式 (11)和 (15),可得

min
{ 𝑚∑

𝑖=1

𝑥𝑅
𝑖 (𝛼)

}
.

s.t.

𝑚∑
𝑖=1

[𝛼𝑎𝑚2

𝑖𝑗 + (1− 𝛼)𝑎𝑟𝑖𝑗 ]𝑥
𝑅
𝑖 (𝛼) ⩾ 1,

𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛;
𝑥𝑅
𝑖 (𝛼) ⩾ 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚. (16)

运用线性规划的单纯形法, 容易求得式 (16)的

最优解, 表示为𝒙𝑅∗(𝛼) = (𝑥𝑅∗
1 (𝛼), 𝑥𝑅∗

2 (𝛼), ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑥𝑅∗
𝑚 (𝛼))T. 同理, 根据式 (13)和 (14), 可求得 𝜈𝑅(𝛼)的

上值和对应的最优策略

𝒚𝑅∗(𝛼) = (𝑦𝑅∗
1 (𝛼), 𝑦𝑅∗

2 (𝛼), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦𝑅∗
𝑚 (𝛼))T.

其中 𝑦𝑅∗
𝑖 (𝛼) = 𝜈𝑅(𝛼)𝑥𝑅∗

𝑖 (𝛼), 𝜈𝑅(𝛼) = 1
/ 𝑚∑

𝑖=1

𝑥𝑅∗
𝑖 (𝛼),

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚.

类似地,在𝛼-矩阵对策 �̃�(𝛼)中,局中人𝑃1的区

间支付下值 𝜈𝐿(𝛼)和最优策略𝒚𝐿∗(𝛼) ∈ 𝑌 分别对应

为 𝜈𝐿(𝛼) = 𝜐𝐿(𝑎𝐿𝑖𝑗(𝛼))和𝒚𝐿∗(𝛼) = 𝒚𝐿∗(𝑎𝐿𝑖𝑗(𝛼)). 根据

式 (3), (𝜈𝐿(𝛼),𝒚𝐿∗(𝛼))是如下线性规划的最优解:

max {𝜐𝐿(𝛼)}.

s.t.

𝑚∑
𝑖=1

𝑎𝐿𝑖𝑗(𝛼)𝑦
𝐿
𝑖 (𝛼) ⩾ 𝜐𝐿(𝛼), 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.

𝑚∑
𝑖=1

𝑦𝐿𝑖 (𝛼) = 1, 𝑦𝐿𝑖 (𝛼) ⩾ 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚. (17)

其中 𝑦𝐿𝑖 (𝛼) (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚)和 𝜐𝐿(𝛼) (无符号约束)是

决策变量.

令

𝑥𝐿
𝑖 (𝛼) = 𝑦𝐿𝑖 (𝛼)/𝜐

𝐿(𝛼), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚, (18)

则有

𝑥𝐿
𝑖 (𝛼) ⩾ 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚;
𝑚∑
𝑖=1

𝑥𝐿
𝑖 (𝛼) =

𝑚∑
𝑖=1

(𝑦𝐿𝑖 (𝛼)/𝜐
𝐿(𝛼)) = 1/𝜐𝐿(𝛼). (19)

因此,式 (17)可改写为如下线性规划问题:

min
{ 𝑚∑

𝑖=1

𝑥𝐿
𝑖 (𝛼)

}
.

s.t.

𝑚∑
𝑖=1

𝑎𝐿𝑖𝑗(𝛼)𝑥
𝐿
𝑖 (𝛼) ⩾ 1, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛;

𝑥𝐿
𝑖 (𝛼) ⩾ 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚. (20)

结合式 (11)和 (20),可得

min
{ 𝑚∑

𝑖=1

𝑥𝐿
𝑖 (𝛼)

}
.

s.t.

𝑚∑
𝑖=1

[𝛼𝑎𝑚1

𝑖𝑗 + (1− 𝛼)𝑎𝑙𝑖𝑗 ];

𝑥𝐿
𝑖 (𝛼) ⩾ 1, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛;

𝑥𝐿
𝑖 (𝛼) ⩾ 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚. (21)

运用线性规划的单纯形法,容易求得式 (21)的最优解,

表示为𝒙𝐿∗(𝛼) = (𝑥𝐿∗
1 (𝛼), 𝑥𝐿∗

2 (𝛼), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝐿∗
𝑚 (𝛼))T. 因

此,根据式 (18)和 (19),可求得下值 𝜈𝐿(𝛼)和其对应的

最优策略为

𝒚𝐿∗(𝛼) = (𝑦𝐿∗
1 (𝛼), 𝑦𝐿∗

2 (𝛼), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦𝐿∗
𝑚 (𝛼))T.

其中: 𝑦𝐿∗
𝑖 (𝛼) = 𝜈𝐿(𝛼)𝑥𝐿∗

𝑖 (𝛼), 𝜈𝐿(𝛼) = 1
/ 𝑚∑

𝑖=1

𝑥𝐿∗
𝑖 (𝛼),

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚. 因此, 能够求得𝛼-矩阵对策𝐴(𝛼)中

局中人𝑃1的区间支付的下值 𝜈𝐿(𝛼)和上值 𝜈𝑅(𝛼),表

示为 𝜈(𝛼) = [𝜈𝐿(𝛼), 𝜈𝑅(𝛼)]. 明显地, 𝜈(𝛼)是𝑃1的模

糊支付 𝜐的𝛼-截集,亦为TrFN.

同理, 在𝛼-矩阵对策𝐴(𝛼)中局中人𝑃2的区间

支付的上值 𝜌𝑅(𝛼)和下值 𝜌𝐿(𝛼)表示为

max
{ 𝑛∑

𝑗=1

𝑡𝑅𝑗 (𝛼)
}
.

s.t.

𝑛∑
𝑗=1

[𝛼𝑎𝑚2

𝑖𝑗 + (1− 𝛼)𝑎𝑟𝑖𝑗 ];

𝑡𝑅𝑗 (𝛼) ⩽ 1, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚;

𝑡𝑅𝑗 (𝛼) ⩾ 0, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (22)

max
{ 𝑛∑

𝑗=1

𝑡𝐿𝑗 (𝛼)
}
.

s.t.

𝑛∑
𝑗=1

[𝛼𝑎𝑚1

𝑖𝑗 + (1− 𝛼)𝑎𝑙𝑖𝑗 ];

𝑡𝐿𝑗 (𝛼) ⩽ 1, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚;

𝑡𝐿𝑗 (𝛼) ⩾ 0, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (23)
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其最优解分别为

𝒕𝑅∗(𝛼) = (𝑡𝑅∗
1 (𝛼), 𝑡𝑅∗

2 (𝛼), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑡𝑅∗
𝑛 (𝛼))T,

𝒕𝐿∗(𝛼) = (𝑡𝐿∗
1 (𝛼), 𝑡𝐿∗

2 (𝛼), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑡𝐿∗
𝑛 (𝛼))T.

因此, 能够求得𝛼-矩阵对策𝐴(𝛼)中𝑃2的区间支

付下值 𝜌𝐿(𝛼)和上值 𝜌𝑅(𝛼), 表示为 𝜌(𝛼) = [𝜌𝐿(𝛼),

𝜌𝑅(𝛼)]. 明显地, 𝜌(𝛼)是𝑃2的模糊支付 �̃�的𝛼-截集,

亦为TrFN.

由于式 (16)和 (22)是一对对偶线性规划问题,

通过线性规划的对偶定理[1],
𝑚∑
𝑖=1

𝑥𝑅
𝑖 (𝛼)的下值等于

𝑛∑
𝑗=1

𝑡𝑅𝑗 (𝛼)的上值, 即 𝜈𝑅(𝛼) = 𝜌𝑅(𝛼). 同理, 式 (21)和

(23)也是一对对偶线性规划问题. 因此, 𝜈𝐿(𝛼) =

𝜌𝐿(𝛼).

综上, 𝑃1的上值 𝜈(𝛼) = [𝜈𝐿(𝛼), 𝜈𝑅(𝛼)]等于𝑃2

下值 𝜌(𝛼) = [𝜌𝐿(𝛼), 𝜌𝑅(𝛼)], 𝑉 (𝛼)是支付为TrFN的矩

阵对策𝐴的模糊支付𝑉 的𝛼-截集. 由此得出以下结

论:

定理 1 对于任意𝛼 ∈ [0, 1], 𝛼-矩阵对策𝐴(𝛼)

有区间值𝑉 (𝛼) = [𝑉 𝐿(𝛼), 𝑉 𝑅(𝛼)], 其上值、下值和

局中人的最优策略可以分别通过求解式 (16)、(21)∼
(23)证得.

定理 2 任意支付为TrFN的矩阵对策𝐴总有模

糊值𝑉 ,且是TrFN,表示为

𝑉 =
∪

𝛼∈[0,1]

{𝛼⊗ 𝑉 (𝛼)} =∪
𝛼∈[0,1]

{𝛼⊗ [𝑉 𝐿(𝛼), 𝑉 𝑅(𝛼)]}.

证证证明明明 对于任意𝛼 ∈ [0, 1], 根据定理 1, 𝛼-矩

阵对策𝐴(𝛼)有一个区间类型值𝑉 (𝛼) = [𝑉 𝐿(𝛼),

𝑉 𝑅(𝛼)]. 因此,由定义 3可直接推导出支付为TrFN的

矩阵对策𝐴有一个模糊值𝑉 . 如上所述,模糊值𝑉 也

是TrFN,因为局中人的期望支付是TrFN支付的线性

组合.通过式 (9)可证明定理 2.

特别地, 当𝛼 = 1时, 根据式 (16)和 (21)构造如

下线性规划:

min
{ 𝑚∑

𝑖=1

𝑥𝑅
𝑖 (1)

}
.

s.t.

𝑚∑
𝑖=1

𝑎𝑚2

𝑖𝑗 𝑥𝑅
𝑖 (1) ⩾ 1, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛;

𝑥𝑅
𝑖 (1) ⩾ 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚. (24)

min
{ 𝑚∑

𝑖=1

𝑥𝐿
𝑖 (1)

}
.

s.t.

𝑚∑
𝑖=1

𝑎𝑚1

𝑖𝑗 𝑥𝐿
𝑖 (1) ⩾ 1, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛;

𝑥𝐿
𝑖 (1) ⩾ 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚. (25)

可求得 ⎧⎨⎩𝑉 𝑚1 = 𝑉 𝐿(1) = 𝜈𝐿(1),

𝑉 𝑚2 = 𝑉 𝑅(1) = 𝜈𝑅(1).
(26)

当𝛼 = 0时,根据式 (16)和 (21)构造如下线性规

划:

min
{ 𝑚∑

𝑖=1

𝑥𝑅
𝑖 (0)

}
.

s.t.

𝑚∑
𝑖=1

𝑎𝑟𝑖𝑗𝑥
𝑅
𝑖 (0) ⩾ 1, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛;

𝑥𝑅
𝑖 (0) ⩾ 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚. (27)

min
{ 𝑚∑

𝑖=1

𝑥𝐿
𝑖 (0)

}
.

s.t.

𝑚∑
𝑖=1

𝑎𝑙𝑖𝑗𝑥
𝐿
𝑖 (0) ⩾ 1, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛;

𝑥𝐿
𝑖 (0) ⩾ 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚. (28)

可求得 ⎧⎨⎩𝑉 𝑙 = 𝑉 𝐿(0) = 𝜈𝐿(0),

𝑉 𝑟 = 𝑉 𝑅(0) = 𝜈𝑅(0).
(29)

定理得证. □

定理 3 任意支付为TrFN的矩阵对策𝐴的模糊

值可表示为

𝑉 =
∪

𝛼∈[0,1]

{𝛼⊗ [𝛼𝑉 𝑚1 + (1− 𝛼)𝑉 𝑙,

𝛼𝑉 𝑚2 + (1− 𝛼)𝑉 𝑟]},
也可表示为𝑉 = (𝑉 𝑙, 𝑉 𝑚1 , 𝑉 𝑚2 , 𝑉 𝑟), 其参数可分别

通过求解式 (24)、(25)、(27)和 (28)获得.

证证证明明明 由式 (8)、(26)和 (29)可知, 任意支付为

TrFN的矩阵对策𝐴的模糊值𝑉 的𝛼-截集𝑉 (𝛼) =

[𝑉 𝐿(𝛼), 𝑉 𝑅(𝛼)],求解得

𝑉 (𝛼) = [𝛼𝑉 𝑚1 + (1− 𝛼)𝑉 𝑙, 𝛼𝑉 𝑚2 + (1− 𝛼)𝑉 𝑟],

其中𝛼 ∈ [0, 1]. 根据定理 2,模糊值𝑉 能表达为

𝑉 =
∪

𝛼∈[0,1]

{𝛼⊗ [𝛼𝑉 𝑚1 + (1− 𝛼)𝑉 𝑙,

𝛼𝑉 𝑚2 + (1− 𝛼)𝑉 𝑟]},
可直接推导出𝑉 的隶属函数为

𝜇𝑉 (𝑥) =

⎧⎨⎩
(𝑥− 𝑉 𝑙)/(𝑉 𝑚1 − 𝑉 𝑙), 𝑉 𝑙 ⩽ 𝑥 < 𝑉 𝑚1 ;

1, 𝑉 𝑚1 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑉 𝑚2 ;

(𝑉 𝑟 − 𝑥)/(𝑉 𝑟 − 𝑉 𝑚2), 𝑉 𝑚2 < 𝑥 ⩽ 𝑉 𝑟.

因此, 可知任意支付为TrFN的矩阵对策𝐴的模糊值

𝑉 恰好为TrFN. □

结合定理 1和定理 3可知, 任意支付为TrFN的

矩阵对策𝐴的模糊值𝑉 的上值、下值和区间均值以

及局中人的最优策略容易通过求解模糊支付为 1-截

集和 0-截集的矩阵对策得到.
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3 算算算例例例与与与方方方法法法比比比较较较

3.1 本本本文文文方方方法法法及及及结结结果果果

为了便于进行方法比较,引用文献 [3]中的算例:

假设制造商和市场环境均为理性局中人,现制造商𝑃1

在市场环境𝑃2中选择最佳生产策略, 𝑃1有两个生产

策略 (扩大生产策略 𝛿1和减少生产策略 𝛿2), 𝑃2有两

个策略 (市场繁荣策略 𝛽1和市场萎靡策略 𝛽2). 由于

信息不完全, 无法确定制造商的精确收益值,假设制

造商的收益矩阵𝐴具体如下:

𝐴 =

[
(175, 180, 190) (150, 156, 158)

(80, 90, 100) (175, 180, 190)

]
.

算例中的数据为TFN (TrFN的特殊形式),适用于本文

方法. 其中: (175, 180, 190)表示市场𝑃2选择市场繁荣

策略 𝛽1时,制造商𝑃1选择扩大生产策略 𝛿1的期望收

益在 175∼ 190之间,其他模糊数作类似解释.

根据式 (16)和 (22)构造如下线性规划问题,求解

可得支付为TFN的矩阵对策𝐴的𝛼-矩阵对策的上值

和最优策略,结果如表 1所示.

min {𝑥𝑅
1 (𝛼) + 𝑥𝑅

2 (𝛼)};
s.t. [180𝛼+ 190(1− 𝛼)]𝑥𝑅

1 (𝛼)+

[90𝛼+ 100(1− 𝛼)]𝑥𝑅
2 (𝛼) ⩾ 1,

[156𝛼+ 158(1− 𝛼)]𝑥𝑅
1 (𝛼)+

[180𝛼+ 190(1− 𝛼)]𝑥𝑅
2 (𝛼) ⩾ 1,

𝑥𝑅
1 (𝛼) ⩾ 0, 𝑥𝑅

2 (𝛼) ⩾ 0.

max {𝑡𝑅1 (𝛼) + 𝑡𝑅2 (𝛼)};
s.t. [180𝛼+ 190(1− 𝛼)]𝑡𝑅1 (𝛼)+

[156𝛼+ 158(1− 𝛼)]𝑡𝑅2 (𝛼) ⩽ 1,

[90𝛼+ 100(1− 𝛼)]𝑡𝑅1 (𝛼)+

[180𝛼+ 190(1− 𝛼)]𝑡𝑅2 (𝛼) ⩽ 1,

𝑡𝑅1 (𝛼) ⩾ 0, 𝑡𝑅2 (𝛼) ⩾ 0.

同理, 根据式 (21)和 (23)构造如下线性规划问

题, 求解可得支付为TFN的矩阵对策𝐴的𝛼-矩阵对

策的下值和最优策略,结果如表 1所示.

min {𝑥𝐿
1 (𝛼) + 𝑥𝐿

2 (𝛼)};
s.t. [180𝛼+ 175(1− 𝛼)]𝑥𝐿

1 (𝛼)+

[90𝛼+ 80(1− 𝛼)]𝑥𝐿
2 (𝛼) ⩾ 1,

[156𝛼+ 150(1− 𝛼)]𝑥𝐿
1 (𝛼)+

[180𝛼+ 175(1− 𝛼)]𝑥𝐿
2 (𝛼) ⩾ 1,

𝑥𝐿
1 (𝛼) ⩾ 0, 𝑥𝐿

2 (𝛼) ⩾ 0.

max {𝑡𝐿1 (𝛼) + 𝑡𝐿2 (𝛼)};
s.t. [180𝛼+ 175(1− 𝛼)]𝑡𝐿1 (𝛼)+

[156𝛼+ 150(1− 𝛼)]𝑡𝐿2 (𝛼) ⩽ 1,

[90𝛼+ 80(1− 𝛼)]𝑡𝐿1 (𝛼)+

[180𝛼+ 175(1− 𝛼)]𝑡𝐿2 (𝛼) ⩽ 1,

𝑡𝐿1 (𝛼) ⩾ 0, 𝑡𝐿2 (𝛼) ⩾ 0.

表 1 𝛼-矩阵对策的区间上限、下限及局中人的最优策略

置信水平𝛼 0 0.1 0.2 0.3

𝑉 𝑅(𝛼)上限 166.393 4 165.831 7 165.275 7 164.725 7

(𝑦𝑅∗
1 (𝛼), 𝑦𝑅∗

2 (𝛼))T (0.737 7, 0.262 3) (0.742 6, 0.257 4) (0.747 5, 0.252 5) (0.752 5, 0.247 5)

(𝑧𝑅∗
1 (𝛼), 𝑧𝑅∗

2 (𝛼))T (0.262 3, 0.737 7) (0.257 4, 0.742 6) (0.252 5, 0.747 5) (0.247 5, 0.752 5)

𝑉 𝐿(𝛼)下限 155.208 3 155.792 7 156.377 1 156.961 5

(𝑦𝐿∗
1 (𝛼), 𝑦𝐿∗

2 (𝛼))T (0.791 7, 0.208 3) (0.791 5, 0.208 5) (0.791 2, 0.208 8) (0.791 0, 0.209 0)

(𝑧𝐿∗
1 (𝛼), 𝑧𝐿∗

2 (𝛼))T (0.208 3, 0.791 7) (0.208 5, 0.791 5) (0.208 8, 0.791 2) (0.209 0, 0.791 0)

𝑉 (𝛼) = [𝑉 𝐿(𝛼), 𝑉 𝑅(𝛼)] [155.208 3, 166.393 4] [155.792 7, 165.831 7] [156.377 1, 165.275 7] [156.961 5, 164.725 7]

置信水平𝛼 0.4 0.5 0.6 0.7

𝑉 𝑅(𝛼)上限 164.181 8 163.644 1 163.112 6 162.587 6

(𝑦𝑅∗
1 (𝛼), 𝑦𝑅∗

2 (𝛼))T (0.757 6, 0.242 4) (0.762 7, 0.237 3) (0.767 9, 0.232 1) (0.773 2, 0.226 8)

(𝑧𝑅∗
1 (𝛼), 𝑧𝑅∗

2 (𝛼))T (0.242 4, 0.757 6) (0.237 3, 0.762 7) (0.232 1, 0.767 9) (0.226 8, 0.773 2)

𝑉 𝐿(𝛼)下限 157.545 9 158.130 3 158.714 8 159.299 2

(𝑦𝐿∗
1 (𝛼), 𝑦𝐿∗

2 (𝛼))T (0.790 4, 0.209 6) (0.790 2, 0.209 8) (0.789 9, 0.210 1) (0.790 8, 0.209 2)

(𝑧𝐿∗
1 (𝛼), 𝑧𝐿∗

2 (𝛼))T (0.209 6, 0.790 4) (0.209 8, 0.790 2) (0.210 1, 0.789 9) (0.209 2, 0.790 8)

𝑉 (𝛼) = [𝑉 𝐿(𝛼), 𝑉 𝑅(𝛼)] [157.545 9, 164.181 8] [158.130 3, 163.644 1] [158.714 8, 163.112 6] [159.299 2, 162.587 6]

置信水平𝛼 0.8 0.9 1.0

𝑉 𝑅(𝛼)上限 162.069 2 161.557 5 161.052 6

(𝑦𝑅∗
1 (𝛼), 𝑦𝑅∗

2 (𝛼))T (0.778 5, 0.221 5) (0.784 0, 0.216 0) (0.789 5, 0.210 5)

(𝑧𝑅∗
1 (𝛼), 𝑧𝑅∗

2 (𝛼))T (0.221 5, 0.778 5) (0.216 0, 0.784 0) (0.210 5, 0.789 5)

𝑉 𝐿(𝛼)下限 159.883 7 160.468 2 161.052 6

(𝑦𝐿∗
1 (𝛼), 𝑦𝐿∗

2 (𝛼))T (0.789 9, 0.210 1) (0.789 7, 0.210 3) (0.789 5, 0.210 5)

(𝑧𝐿∗
1 (𝛼), 𝑧𝐿∗

2 (𝛼))T (0.210 1, 0.789 9) (0.210 3, 0.789 7) (0.210 5, 0.789 5)

𝑉 (𝛼) = [𝑉 𝐿(𝛼), 𝑉 𝑅(𝛼)] [159.883 7, 162.069 2] [160.468 2, 161.557 5] 161.052 6

由表 1可知,在 1-矩阵对策中,当局中人𝑃1采用

最优策略 (0.789 5, 0.210 5)T且局中人𝑃2选择最优策

略 (0.210 5, 0.789 5)T时, 对策值是𝑉 (1) = 161.052 6.

很明显, 1-矩阵对策的区间上下值是相同的,即𝑉 𝐿(1)
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= 𝑉 𝑅(1) = 161.052 6. 因此,区间数𝑉 (1)退化为实数

161.052 6. 同理, 0-矩阵对策值为𝑉 (0) = [155.208 3,

166.393 4]. 此外,容易得出支付为TFN的矩阵对策𝐴

的模糊值为𝑉 ∗ = (155.208 3, 161.052 6, 166.393 4).

3.2 其其其他他他方方方法法法及及及结结结果果果

3.2.1 Campos方方方法法法

对局中人𝑃1和𝑃2的线性规划问题构建如下:

min {𝑢𝐶
1 + 𝑢𝐶

2 };
s.t. 545𝑢𝐶

1 + 270𝑢𝐶
2 ⩾ 3− 0.29(1− 𝜆),

464𝑢𝐶
1 + 545𝑢𝐶

2 ⩾ 3− 0.29(1− 𝜆),

𝑢𝐶
1 ⩾ 0, 𝑢𝐶

2 ⩾ 0.

max{𝑣𝐶1 + 𝑣𝐶2 };
s.t. 545𝑣𝐶1 + 464𝑣𝐶2 ⩽ 3 + 0.46(1− 𝜏),

270𝑣𝐶1 + 545𝑣𝐶2 ⩽ 3 + 0.46(1− 𝜏),

𝑣𝐶1 ⩾ 0, 𝑣𝐶2 ⩾ 0.

通过求解可得局中人的最优策略和期望收益上

值分别为

(𝑦∗𝐶1 , 𝑦∗𝐶2 )T = (0.772 5, 0.227 5)T,

𝜈∗𝐶(𝜆) = 160.809 9/[1− 0.096 7(1− 𝜆)],

(𝑧∗𝐶1 , 𝑧∗𝐶2 )T = (0.227 5, 0.772 5)T,

𝜔∗𝐶(𝜏) = 160.809 9/[1 + 0.153 3(1− 𝜏)].

很明显, 𝜈∗𝐶(𝜆) ⩾ 𝜔∗𝐶(𝜏). 此外, 𝜔∗𝐶(𝜏)是一个以 𝜏

∈ [0, 1]为参数的增函数, 𝜈∗𝐶(𝜆)是一个以𝜆 ∈ [0, 1]为

参数的减函数. 容易得到, 当𝜆∗ = 𝜏∗ = 1时, 𝜈∗𝐶(1)

= 𝜔∗𝐶(1) = 160.809 9. 因此, Campos认为支付为TFN

的矩阵对策𝐴有模糊值“接近 160.809 9”.

3.2.2 Bector方方方法法法

类 似 于Campos方 法, Bector等 运 用Yager系

数[18],对局中人𝑃1和𝑃2的线性规划问题构建如下:

max {𝜈𝐵};
s.t. 545𝑦𝐵1 + 270𝑦𝐵2 ⩾ 3𝜈𝐵 − 0.29(1− 𝜆),

464𝑦𝐵1 + 545𝑦𝐵2 ⩾ 3𝜈𝐵 − 0.29(1− 𝜆),

𝑦𝐵1 + 𝑦𝐵2 = 1, 𝑦𝐵1 ⩾ 0, 𝑦𝐵2 ⩾ 0.

min {𝜔𝐵};
s.t. 545𝑧𝐵1 + 464𝑧𝐵2 ⩽ 3𝜔𝐵 + 0.46(1− 𝜏),

270𝑧𝐵1 + 545𝑧𝐵2 ⩽ 3𝜔𝐵 + 0.46(1− 𝜏),

𝑧𝐵1 + 𝑧𝐵2 = 1, 𝑧𝐵1 ⩾ 0, 𝑧𝐵2 ⩾ 0.

通过求解可得两个局中人的最优策略和期望收

益上值分别为

(𝑦∗𝐵1 , 𝑦∗𝐵2 )T = (0.772 5, 0.227 5)T,

𝜈∗𝐵(𝜆) = 160.809 9 + 0.096 7(1− 𝜆),

(𝑧∗𝐵1 , 𝑧∗𝐵2 )T = (0.227 5, 0.772 5)T,

𝜔∗𝐵(𝜏) = 160.809 9− 0.153 3(1− 𝜏).

可见, Campos方法所得与Bector方法所得明显不同,

且当𝜆 ∕= 1或 𝜏 ∕= 1 时两个局中人的值截然不同.

3.2.3 Li 模模模 型型型

局中人𝑃1的第 1层线性规划问题构造如下:

max {𝑓𝐷𝑚 = 𝜐𝐷𝑚}.
s.t. 175𝑦𝐷1 + 80𝑦𝐷2 ⩾ 𝜐𝐷𝑙,

150𝑦𝐷1 + 175𝑦𝐷2 ⩾ 𝜐𝐷𝑙,

180𝑦𝐷1 + 90𝑦𝐷2 ⩾ 𝜐𝐷𝑚,

156𝑦𝐷1 + 180𝑦𝐷2 ⩾ 𝜐𝐷𝑚,

190𝑦𝐷1 + 100𝑦𝐷2 ⩾ 𝜐𝐷𝑟,

158𝑦𝐷1 + 190𝑦𝐷2 ⩾ 𝜐𝐷𝑟,

𝜐𝐷𝑙 ⩽ 𝜐𝐷𝑚 ⩽ 𝜐𝐷𝑟,

𝑦𝐷1 + 𝑦𝐷2 = 1,

𝑦𝐷1 ⩾ 0, 𝑦𝐷2 ⩾ 0.

利用线性规划的单纯形法可得最优解为

(𝒚∗𝐷, 𝜐0𝐷𝑙, 𝜐∗𝐷𝑚, 𝜐0𝐷𝑟),

其中: 𝒚∗𝐷 = (0.789 5, 0.210 5)T, 𝜐0𝐷𝑙 = 61.398, 𝜐∗𝐷𝑚

= 161.05, 𝜐0𝐷𝑟 = 163.063.

局中人𝑃1的第 2层线性规划问题构造如下:

max {𝑓𝐷𝑙 = 𝜐𝐷𝑙};
s.t. 𝜐𝐷𝑙 ⩽ 175× 0.789 5 + 80× 0.210 5,

𝜐𝐷𝑙 ⩽ 150× 0.789 5 + 175× 0.210 5,

𝜐𝐷𝑙 ⩽ 161.05.

max {𝑓𝐷𝑟 = 𝜐𝐷𝑟};
s.t. 𝜐𝐷𝑟 ⩽ 190× 0.789 5 + 100× 0.210 5,

𝜐𝐷𝑟 ⩽ 158× 0.789 5 + 190× 0.210 5,

𝜐𝐷𝑟 ⩾ 161.05.

容易求得最优解是 𝜐∗𝐷𝑙 = 155.002 5和 𝜐∗𝐷𝑟 =

164.736. 因此,局中人𝑃1的最优策略和期望收益下值

分别是𝒚∗𝐷 = (0.789 5, 0.210 5)T和 𝜐∗𝐷 = (155.002 5,

161.05, 164.736).

同理, 局中人𝑃2的最优策略和期望收益上值

分别是 𝒛∗ = (0.210 5, 0.789 5)T和 �̃�∗𝐷 = (155.262 5,

161.05, 171.055),且 𝜐∗𝐷 ⩽ �̃�∗𝐷.

3.3 方方方法法法比比比较较较

1)建模思想及方法的比较. 本文方法、Li模型和

Bector法的局中人收益值都为TFN, 相比于Campos

模型的实数,更符合模糊数的线性组合逻辑.

2)求解过程及方法的比较. Campos和Bector提

出的两种方法都是模糊化方法, 但都不能显示得到

支付为TFN的矩阵对策的模糊值隶属函数. Li模型

发展了TFN的排序关系和多目标规划以计算局中人

的模糊值, 但模型需依赖于所选择的TFN的排序关

系. 本文方法发展了𝛼-矩阵对策和模糊值概念, 通
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过线性规划的对偶定理和模糊集表示定理证明了支

付为TrFN的任意矩阵对策始终存在一个TrFN解.另

外,支付为TrFN的任意矩阵对策的模糊值𝛼-截集的

上下值和局中人的最优策略很容易通过求解 4个模

糊支付在1-截集和0-截集约束下的线性规划获得.

3) 计算结果的比较. 本文给出的方法可以显示

求出支付为TFN的矩阵对策𝐴的模糊值和局中人的

最优策略, 以获得模糊值𝑉 ∗的上下值和均值. 此外,

局中人通常有相同的模糊值𝑉 ∗, 即局中人𝑃1的收

益 (损失)就是局中人𝑃2的损失 (收益),这符合支付为

TFN的矩阵对策的“零和”逻辑特征. 虽然Li模型也能

求得局中人的模糊值,但不能确保两个局中人的模糊

值始终相同.

4)计算复杂性的比较. 本文方法需要求解 4个支

付为TFN的矩阵对策的线性规划问题, 而Li模型需

要求解 6个线性规划问题, Campos法和Bector法针

对不同的参数需要求解一系列的线性规划问题.因此,

本文方法的计算最容易.

4 结结结 论论论

本文通过引入𝛼-矩阵对策的概念, 提出了一种

求解支付为梯形模糊数的矩阵对策的线性规划新方

法,证明了局中人双方的对策值始终相同且求解容易,

其有效性和实用性通过算例结果得到了验证. 此研究

内容深入了传统模糊支付矩阵对策求解方法,也为解

决复杂模糊信息环境下的对策问题提供了新的途径.

此外, 由于梯形模糊数是常见模糊数的推广, 本文方

法可拓展到其他模糊支付矩阵对策求解问题,能够更

加细腻、灵活地表达不确定性对策问题.随着信息不

确定程度的日益明显,有必要进一步深入研究更贴近

现实情景的模糊对策理论与方法.
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