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摘 要: 现有灰色关联模型都是直接考察原始数据,没有考虑需要经过数据处理才能显现的规律.对此,构建基于灰

色准指数律的生成速率关联分析模型. 首先,对原始数据进行累加灰色生成,构造生成速率序列,进而用生成速率序

列的接近性表征原序列的动态变化趋势的相似性;然后,对生成速率关联分析模型的性质进行研究;最后,将所构建

的关联度模型应用于全国交通拥堵度相关因素的识别,结果验证了所提出模型的实用性和有效性.
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Abstract: The existing grey relational analysis examines the geometric similarity or proximity of data directly or after

dimensionless without considering other kinds of law. Therefore, the grey generation rate relational analysis model based on

the grey exponential law is proposed. Firstly, the original data is accumulated, and the generation rate is established. The

dynamic change trend similarity of the original time series is characterized by the proximity of generation rate sequence.

Then, qualities of the grey generation rate relational analysis model are researched. Finally, factors which affect traffic

congestion degree in China are researched by using the proposed grey generation rate relational analysis model. This

application is presented to illustrate the effectiveness and practicality of the proposed model.
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0 引引引 言言言

灰色关联分析根据曲线的相似性或接近性计算

关联度,用于判断代表事物特征的序列间关联程度的

大小. 从目前研究领域看,对灰色关联分析的研究可

以分为以下几个方面: 1) 对现有关联度模型进行改

进与拓展[1-2]. 2)将研究对象由实数序列拓展到面板

数据[3]. 3)对灰色关联度的性质进行研究,如对仿射

变换一致性[4]、相似性和接近性[5]等性质进行相应的

研究和比较. 灰色关联分析对数据分布规律和数量

无特殊要求, 且计算简便,在各种领域的理论研究和

实践中都具有广泛的应用. 4) 灰色关联模型被用于

聚类[6]、决策[7-8]和评价[9]等理论方法. 5)在实际应用

中,灰色关联模型在区域经济[10]、品牌管理[11]、软件

效果评估[12]、能源经济[13]、岩体表征[14]和分布式多

目标航迹[15]等经济社会与工程实际问题的研究中也

得到了广泛应用. 6) 对灰色关联模型的研究进行述

评. 文献 [16]对现有关联度模型的研究进展进行了梳

理; 文献 [17]将 1996∼ 2011年 ISI数据库中的 300多

种期刊的灰色关联相关文献进行了统计分析.近些年

灰色关联模型的应用研究呈明显上升趋势.

从对现有关联模型研究的总结中可以看出,现有

的关联度模型都是直接考察原始数据的几何相似性

或接近性, 或者无量纲化后进行计算.灰色系统理论

认为,客观系统必然存在某种内在规律.灰色累加生
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成可以实现灰色过程的白化,使原本看似没有规律的

原始数据中蕴含的积分特征或规律显现出来[18]. 累

加生成是凸显数据内在规律的有效方法,是灰色预测

模型构建的基础[18-20]. 现实中可视为广义能量系统的

系统有很多,而能量的积累与释放过程一般具有指数

规律,因此灰色累加生成的灰色准指数规律具有广泛

的适应性.

由于研究中所用数据很多需要经过数据变换后

方能显示真实规律,本文考虑能量的累积与释放过程

的指数规律,构建基于灰色准指数律的生成速率关联

分析模型. 首先对原始数据进行累加生成,然后对生

成的准指数序列进行拟合,从而用拟合曲线在各时刻

处切线斜率与均值的比值来构造生成速率序列,用生

成速率序列的接近性来表征原序列的动态变化趋势

的相似性. 由于原始数据有关联关系的序列进行累加

生成后也具有准指数规律,所构建的关联度模型不仅

适用于原始数据直接有关联关系的序列,也适用于具

有累积效应,需要累加才能显现规律再进行关联分析

的序列. 本文所构建的关联分析模型将拓展对序列进

行关联分析的思路, 挖掘数据更多的规律,也将扩展

灰色关联分析模型的应用范围.

1 基基基于于于灰灰灰色色色准准准指指指数数数律律律的的的生生生成成成速速速率率率关关关联联联模模模型型型

的的的构构构建建建

定定定义义义 1 [18] 设

𝑋(0) = (𝑥(0)(1), 𝑥(0)(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(0)(𝑛))

为原始序列, 𝐷为序列算子,有

𝑋(1) = 𝑋(0)𝐷 = (𝑥(1)(1), 𝑥(1)(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(1)(𝑛)).

其中

𝑥(1)(𝑘) =

𝑘∑
𝑖=1

𝑥(0)(𝑖), 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (1)

则称𝐷为𝑋(0)的一阶累加生成算子, 𝑋(1)为𝑋(0)的

一阶累加生成序列.

定定定义义义 2 [18] 若序列𝑋的光滑比为

𝜌(𝑘) = 𝑥(𝑘)
/𝑘−1∑

𝑖=1

𝑥(𝑖), 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛,

且满足如下条件,则称序列𝑋为准光滑序列:

1) 𝜌(𝑘 + 1)/𝜌(𝑘) < 1, 𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛− 1;

2) 𝜌(𝑘) ∈ [0, 𝜀], 𝑘 = 3, 4, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛;

3) 𝜀 < 0.5.

定定定义义义 3 [18] 对序列𝑋 = (𝑥(1), 𝑥(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(𝑛)),
令𝜎(𝑘) = 𝑥(𝑘)/𝑥(𝑘 − 1). 若对于 ∀𝑘, 𝜎(𝑘) ∈ [𝑎, 𝑏], 有

𝑏− 𝑎 = 𝛿,则当 𝛿 < 0.5时,称序列𝑋具有准指数规律.

定定定理理理 1 [18] 若𝑋(0)为非负准光滑序列,则𝑋(0)

的一次累加生成序列𝑋(1)满足准指数规律.

1.1 累累累加加加生生生成成成序序序列列列的的的曲曲曲线线线拟拟拟合合合

设原始非负序列为

𝑋(0) = (𝑥(0)(1), 𝑥(0)(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(0)(𝑛)).

由定理 1可知其一阶累加生成序列𝑋(1)具有准指数

规律, 因而可用准指数曲线进行拟合. 运用GM(1,1)

模型的思想和建模方法,对原始数据的累加生成序列

进行曲线拟合,可得到拟合方程.

利用GM(1,1)模型的白化方程
d𝑥(1)

d𝑡
+ 𝑎𝑥(1) = 𝑏

的解拟合累加生成序列的准指数曲线,可得拟合曲线

方程为

�̂�(1)(𝑡) = 𝑐e−𝑎𝑡 + 𝑏/𝑎. (2)

其中

𝑐 = 𝑥(0)(1)− 𝑏

𝑎
, (𝑎, 𝑏)T = (𝐵T𝐵)−1𝐵T𝑌 ;

𝑧(1)(𝑘) =
1

2
(𝑥(1)(𝑘 − 1) + 𝑥(1)(𝑘)), 𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛;

𝑌 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑥(0)(2)

𝑥(0)(3)
...

𝑥(0)(𝑛)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝐵 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−𝑧(1)(2) 1

−𝑧(1)(3) 1
...

...

−𝑧(1)(𝑛) 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (3)

1.2 基基基于于于灰灰灰色色色准准准指指指数数数律律律的的的生生生成成成速速速率率率关关关联联联模模模型型型的的的

构构构造造造

由𝑋(1)拟合曲线方程和斜率含义可知拟合曲线

𝑡时刻的切线斜率为

ℎ(𝑡) =
d�̂�(1)(𝑡)

d𝑡
= −𝑎𝑐e−𝑎𝑡. (4)

闭区间 [1, 𝑛]内𝑋(1)拟合函数的均值为

�̄�(1) =
1

𝑛− 1

w 𝑛

1
�̂�(1)(𝑡)d𝑡 =

1

𝑛− 1

w 𝑛

1

(
𝑐e−𝑎𝑡 +

𝑏

𝑎

)
d𝑡 =

𝑐

(𝑛− 1)𝑎
(e−𝑎 − e−𝑎𝑛) +

𝑏

𝑎
. (5)

定定定义义义 4 设 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏],称

𝑠(𝑡) = ℎ(𝑡)/�̄�(1) (6)

为𝑋(0)在 𝑡时刻的生成速率.

定定定 义义义 5 若 𝑠0(𝑘) = ℎ0(𝑘)/�̄�
(1)
0 , 𝑠𝑖(𝑘) =

ℎ𝑖(𝑘)/�̄�
(1)
𝑖 为𝑋

(0)
0 与𝑋

(0)
𝑖 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚)在 𝑘时刻

的生成速率, 则𝑆0 = (𝑠0(1), 𝑠0(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠0(𝑛))为系
统特征序列𝑋0的生成速率序列, 𝑆𝑖 = (𝑠𝑖(1), 𝑠𝑖(2),

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠𝑖(𝑛))为系统行为序列𝑋𝑖 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚)的生

成速率序列. 其中

ℎ0(𝑘) = −𝑎0𝑐0e
−𝑎0𝑘,

ℎ𝑖(𝑘) = −𝑎𝑖𝑐𝑖e
−𝑎𝑖𝑘,

𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛;
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�̄�
(1)
0 =

𝑐0
(𝑛− 1)𝑎0

(e−𝑎0 − e−𝑎0𝑛) +
𝑏0
𝑎0

,

�̄�
(1)
0 =

𝑐𝑖
(𝑛− 1)𝑎𝑖

(e−𝑎𝑖 − e−𝑎𝑖𝑛) +
𝑏𝑖
𝑎𝑖
,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚.

斜率是直线倾斜程度的量度, 𝑋(1)拟合曲线 𝑡

时刻的切线斜率是𝑋(1)在 𝑡时刻的导数值, 即𝑋(1)

在 𝑡时刻变化的速度,但没有消除数量级的影响,再除

以均值构造生成速率便达到了消除数量级的作用. 用

生成速率的接近程度可有效表示生成序列变化速度

的相似性,生成速率越接近,原序列关联度越大.

定定定义义义 6 设系统特征序列为

𝑋
(0)
0 = (𝑥

(0)
0 (1), 𝑥

(0)
0 (2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(0)

0 (𝑛)),

系统行为序列为

𝑋
(0)
𝑖 = (𝑥

(0)
𝑖 (1), 𝑥

(0)
𝑖 (2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(0)

𝑖 (𝑛)),

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚,

称

𝜉𝑖(𝑘) =
∣𝑠0(𝑘)∣

∣𝑠0(𝑘)∣+ ∣𝑠0(𝑘)− 𝑠𝑖(𝑘)∣ ,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚 (7)

为𝑋
(0)
0 与𝑋

(0)
𝑖 在 𝑘时刻的灰色生成速率关联系数.

∣𝑠0(𝑘) − 𝑠𝑖(𝑘)∣体现了𝑋
(0)
0 和𝑋

(0)
𝑖 在 𝑘时刻生

成速率的接近程度. 从式 (7)可以看出, 𝑘时刻𝑋
(0)
0

和𝑋
(0)
𝑖 的生成速率越接近, ∣𝑠0(𝑘) − 𝑠𝑖(𝑘)∣越趋于 0,

𝑋
(0)
0 和𝑋

(0)
𝑖 在此时段间的关联系数就越大、越趋于

1,反之越小,这符合构造灰色关联度模型的基本思想.

定定定义义义 7 设系统特征序列为

𝑋0 = (𝑥0(1), 𝑥0(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥0(𝑛)),

系统行为序列为

𝑋𝑖 = (𝑥𝑖(1), 𝑥𝑖(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑖(𝑛)), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚,

称

𝜁𝑖 =
1

𝑛

𝑛∑
𝑘=1

𝜉𝑖(𝑘), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚 (8)

为𝑋
(0)
0 和𝑋

(𝑖)
𝑖 的灰色生成速率关联度.

灰色生成速率关联系数反映了两序列在某一时

刻生成速率的接近程度,而灰色生成速率关联度是表

示在整个区间上灰色生成速率的关联系数的均值.

由生成速率关联系数和生成速率关联度的定义

可知,生成速率关联度的值仅由𝑋
(0)
0 和𝑋

(0)
𝑖 确定,且

不受系统其他序列的影响.因此, 灰色生成速率关联

度 𝜁𝑖满足唯一性和干扰因素独立性.

𝑋
(0)
0 和𝑋

(0)
𝑖 的生成速率越接近, ∣𝑠0(𝑘)−𝑠𝑖(𝑘)∣越

趋于 0, 𝑋(0)
0 和𝑋

(0)
𝑖 在此时段间的关联系数就越大,

越趋近于1, 则 𝜁𝑖越大. 因此, 灰色生成速率关联度

𝜁𝑖满足接近性.

1.3 基基基于于于灰灰灰色色色准准准指指指数数数律律律的的的生生生成成成速速速率率率关关关联联联模模模型型型的的的

步步步骤骤骤

Step 1: 对系统特征序列𝑋0进行定性分析,确定

系统行为序列𝑋𝑖;

Step 2: 根据式 (1)对特征序列和行为序列进行累

加生成;

Step 3: 根据式 (2), (3)求解累加生成序列的拟合

曲线方程;

Step 4: 由拟合曲线方程和式 (4)∼ (6)构建生成

速率序列;

Step 5: 由生成速率序列和式 (7)计算特征序列和

各行为序列各时刻的生成速率关联系数;

Step 6: 由特征序列和各行为序列各时刻的生成

速率关联系数及式 (8)计算特征序列和各行为序列的

生成速率关联度,确定特征序列和各行为序列的关联

序,得到系统序列间生成速率关联程度大小的量化关

系.

2 灰灰灰色色色生生生成成成速速速率率率关关关联联联度度度的的的性性性质质质

下面对灰色生成速率关联度满足的性质进行研

究.

定定定理理理 2 灰色生成速率关联度 𝜁𝑖具有如下性质.

1) 0 < 𝜁𝑖 ⩽ 1,当且仅当对于 ∀𝑘 ∈ {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛},

有𝑠0(𝑘) = 𝑠𝑖(𝑘)成立时, 𝜁𝑖 = 1. 特别地, 若系统行为

序列

𝑋
(0)
𝑖 = (𝑥

(0)
𝑖 (𝑡1), 𝑥

(0)
𝑖 (𝑡2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(0)

𝑖 (𝑡𝑛))

满足𝑥
(0)
𝑖 (𝑡𝑘) = 𝜃𝑥

(0)
0 (𝑡𝑘), 𝜃 = const, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛,

则 𝜁𝑖 = 1,

2)唯一性,干扰因素独立性,即对于确定的序列,

𝜁𝑖值唯一确定,且不受系统其他序列的影响.

证证证明明明 1)若 𝜁𝑖 = 0 ⇔ ∣𝑠0(𝑘)∣ = 0 ⇔ 𝑥
(1)
0 (𝑘) = 𝑟,

∀𝑘 ∈ {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛},其中 𝑟 = const,则有

𝑥0
0(𝑘) = 𝑥

(1)
0 (𝑘)− 𝑥

(1)
0 (𝑘 − 1) = 𝑟 − 𝑟 = 0,

𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.
研究此序列的关联性没有意义,因此 𝜁𝑖 ∕= 0.

又因为 ∣𝑠0(𝑘)∣ > 0, ∣𝑠0(𝑘)− 𝑠𝑖(𝑘)∣ ⩾ 0,所以有

0 <
∣𝑠0(𝑘)∣

∣𝑠0(𝑘)∣+ ∣𝑠0(𝑘)− 𝑠𝑖(𝑘)∣ ⩽ 1,

即 0 < 𝜉𝑖(𝑘) ⩽ 1, 且 0 <
1

𝑛

𝑛∑
𝑘=1

𝜉𝑖(𝑘) ⩽ 1, 因此 0 <

𝜉𝑖 ⩽ 1.当且仅当 𝑠0(𝑘) = 𝑠𝑖(𝑘)时, 有 𝜉𝑖(𝑘) = 1, 若

∀𝑘 ∈ {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛},有 𝑠0(𝑘) = 𝑠𝑖(𝑘),则 𝜁𝑖 = 1.

原始特征序列𝑋
(0)
0 和原始行为特征序列𝑋

(0)
𝑖

(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚)在 𝑘时刻的生成速率为
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𝑠0(𝑘) =

−𝑎20

(
𝑥
(0)
0 (1)− 𝑏0

𝑎0

)
(𝑛− 1)e−𝑎0𝑘(

𝑥
(0)
0 (1)− 𝑏0

𝑎0

)
(e−𝑎0 − e−𝑎0𝑛) + (𝑛− 1)𝑏0

,

𝑠𝑖(𝑘) =

−𝑎2𝑖

(
𝑥
(0)
𝑖 (1)− 𝑏𝑖

𝑎𝑖

)
(𝑛− 1)e−𝑎𝑖𝑘(

𝑥
(0)
𝑖 (1)− 𝑏𝑖

𝑎𝑖

)
(e−𝑎𝑖 − e−𝑎𝑖𝑛) + (𝑛− 1)𝑏𝑖

,

𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.
若𝑥

(0)
𝑖 (𝑡𝑘) = 𝜃𝑥

(0)
0 (𝑡𝑘), 由文献 [21]可知 𝑎0 = 𝑎𝑖,

𝑏𝑖 = 𝜃𝑏0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚,从而 𝑠𝑖(𝑘) = 𝑠0(𝑘),则

𝜉𝑖(𝑘) =
∣𝑠0(𝑘)∣

∣𝑠0(𝑘)∣+ ∣𝑠0(𝑘)− 𝑠𝑖(𝑘)∣ =
∣𝑠0(𝑘)∣
∣𝑠0(𝑘)∣ = 1,

所以有

𝜁𝑖 =
1

𝑛

𝑛∑
𝑘=1

𝜁𝑖(𝑘) = 1.

2)由生成速率关联系数和生成速率关联度的定
义,生成速率关联度的值唯一确定, 且不受系统其他
序列的影响,仅由𝑋

(0)
0 和𝑋

(0)
𝑖 确定,因此灰色生成速

率关联度 𝜁𝑖满足唯一性和干扰因素独立性.

定定定理理理 3 无量纲处理不改变灰色生成速率关联

度 𝜁𝑖的值.设 [𝑎, 𝑏]上的系统特征序列为

𝑋
(0)
0 = (𝑥

(0)
0 (𝑡1), 𝑥

(0)
0 (𝑡2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(0)

0 (𝑡𝑛)),

系统行为序列为

𝑋
(0)
𝑖 = (𝑥

(0)
𝑖 (𝑡1), 𝑥

(0)
𝑖 (𝑡2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(0)

𝑖 (𝑡𝑛)),

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚.

若序列先进行初值化、均值化、倍数化、百分比化等

无量纲化处理,则再计算处理后序列的灰色生成速率
关联系数和灰色生成速率关联度的值不变.

证证证明明明 若设原始特征序列𝑋
(0)
0 和原始行为特

征序列𝑋
(0)
𝑖 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚)的累加生成序列即

𝑋
(1)
0 和𝑋

(1)
𝑖 的拟合曲线为

�̂�
(1)
0 (𝑡) =

(
𝑥
(0)
0 (1)− 𝑏0

𝑎0

)
e−𝑎0𝑡 +

𝑏0
𝑎0

,

�̂�
(1)
𝑖 (𝑡) =

(
𝑥
(0)
𝑖 (1)− 𝑏𝑖

𝑎𝑖

)
e−𝑎𝑖𝑡 +

𝑏𝑖
𝑎𝑖
,

则原始序列 𝑘时刻的生成速率为

𝑠0(𝑘) =

−𝑎20

(
𝑥
(0)
0 (1)− 𝑏0

𝑎0

)
(𝑛− 1)e−𝑎0𝑘(

𝑥
(0)
0 (1)− 𝑏0

𝑎0

)
(e−𝑎0 − e−𝑎0𝑛) + (𝑛− 1)𝑏0

,

𝑠𝑖(𝑘) =

−𝑎2𝑖

(
𝑥
(0)
𝑖 (1)− 𝑏𝑖

𝑎𝑖

)
(𝑛− 1)e−𝑎𝑖𝑘(

𝑥
(0)
𝑖 (1)− 𝑏𝑖

𝑎𝑖

)
(e−𝑎𝑖 − e−𝑎𝑖𝑛) + (𝑛− 1)𝑏𝑖

,

𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚.

设𝑌
(0)
0 = 𝜆𝑋

(0)
0 , 𝑌 (0)

𝑖 = 𝛽𝑖𝑋
(0)
𝑖 , 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚,

𝑌
(1)
0 和𝑌

(1)
𝑖 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚)分别为其累加生成序列,

且拟合曲线为

𝑦
(1)
0 (𝑡) =

(
𝑦
(0)
0 (1)− 𝑏

′
0

𝑎
′
0

)
e−𝑎0𝑡 +

𝑏
′
0

𝑎
′
0

,

𝑦
(1)
𝑖 (𝑡) =

(
𝑦
(0)
𝑖 (1)− 𝑏

′
𝑖

𝑎
′
𝑖

)
e−𝑎𝑖𝑡 +

𝑏
′
𝑖

𝑎
′
𝑖

,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚.

数据经过无量纲变换后序列 𝑘时刻的生成速率

为

𝑠
′
0(𝑘) =

−𝑎
′2
0

(
𝑦
(0)
0 (1)− 𝑏

′
0

𝑎
′
0

)
(𝑛− 1)e−𝑎

′
0𝑘

(
𝑦
(0)
0 (1)− 𝑏

′
0

𝑎
′
0

)
(e−𝑎

′
0 − e−𝑎

′
0𝑛) + (𝑛− 1)𝑏

′
0

,

𝑠
′
𝑖(𝑘) =

−𝑎
′2
𝑖

(
𝑦
(0)
𝑖 (1)− 𝑏

′
𝑖

𝑎
′
𝑖

)
(𝑛− 1)e−𝑎

′
𝑖𝑘

(
𝑦
(0)
𝑖 (1)− 𝑏

′
𝑖

𝑎
′
𝑖

)
(e−𝑎

′
𝑖 − e−𝑎

′
𝑖𝑛) + (𝑛− 1)𝑏

′
𝑖

,

𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.
由文献 [21]可知, 𝑎0 = 𝑎

′
0, 𝑎𝑖 = 𝑎

′
𝑖, 𝑏

′
0 = 𝜆𝑏0, 𝑏

′
𝑖 =

𝛽𝑖𝑏𝑖, 𝑖=1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚. 又因为 𝑦
(0)
0 (1)=𝜆𝑥

(0)
0 (1), 𝑦(0)𝑖 (1)

= 𝛽𝑖𝑥
(0)
𝑖 (1),所以有 𝑠

′
0(𝑘) = 𝑠0(𝑘), 𝑠

′
𝑖(𝑘) = 𝑠𝑖(𝑘),从而

有

𝜉
′
𝑖(𝑘) =

∣𝑠′
0(𝑘)∣

∣𝑠′
0(𝑘)∣+ ∣𝑠′

0(𝑘)− 𝑠
′
𝑖(𝑘)∣

=

∣𝑠0(𝑘)∣
∣𝑠0(𝑘)∣+ ∣𝑠0(𝑘)− 𝑠𝑖(𝑘)∣ = 𝜉𝑖(𝑘).

因此,若序列先进行初值化、均值化、倍数化、百分比

化等无量纲化处理,则再计算处理后的序列的灰色生

成速率关联系数的值不变,从而灰色生成速率关联度

的值也不变. 2
由定理 3可知,灰色生成速率关联度不受非负序

列限制,也适用于负数序列.

3 实实实例例例分分分析析析

城市化进程的加快使城市空间不断扩大、人口

大量积聚,交通拥堵成为全世界各城市所面临的普遍

问题. 由交通拥堵带来的交通事故、大气污染、噪声

污染和资源短缺等问题,越来越成为阻碍全球经济甚

至威胁人类生存的主要问题, 也因此成为全世界政

府普遍关注的焦点和学术研究的热点之一. 对交通

拥堵度的关键因素进行识别有利于交通管理与拥堵

的防治, 具有重要意义.根据文献 [22]对相关因素的
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表 1 我国交通拥堵度相关影响因素原始数据

年份 交通拥堵度𝑋0/(辆/千米) 新增人口𝑋1/万人 人均GDP增加𝑋2/元 新注册民用汽车𝑋3/辆 新建公路𝑋4/万千米 公路密度𝑋5/(千米/万人)

2007 8.025 79 681 3 669.757 6 079 209 12.67 27.41

2008 9.386 69 673 3 538.253 7 631 839 14.64 28.53

2009 11.849 6 648 1 899.816 12 459 452 13.07 29.22

2010 14.816 3 641 4 407.517 15 288 186 14.74 30.03

2011 17.842 4 644 5 182.742 16 242 474 9.82 30.62

2012 20.858 0 669 3 222.587 17 725 011 13.11 31.45

表 2 交通拥堵度相关因素与交通拥堵度的生成速率关联度及关联序

参数 新增人口 人均GDP增加值 新注册民用汽车 新建公路 公路密度

关联度 0.497 181 2 0.607 309 0.833 408 0.342 921 0.537 174

排序 4 2 1 5 3

分析并通过专家咨询,确定新增人口、人均GDP增加

值、新注册民用汽车、新建公路和公路密度, 并将其

作为系统行为因素.中国交通运输统计年鉴中用汽车

保有量与公路可容纳汽车量的比值来度量交通拥堵

度,本文采用数据更易准确获取的私人汽车保有量与

全国公路里程的比值来度量,原始数据如表 1所示.

由于选取的行为因素中新增人口、新注册民用

汽车和新建公路都具有累积效应,用基于灰色准指数

律的生成速率关联度对交通拥堵度的相关因素进行

识别,得到相关因素和交通拥堵度的关联度与关联序,

如表 2所示.

根据表 2的计算结果,我国交通拥堵度相关的影

响因素排名依次为新注册民用汽车、人均GDP增加

值、公路密度、新增人口和新建公路, 分别代表了需

求因素、驱动因素、现状因素、人口因素和供应因素,

结果与现实基本相符. 新注册民用汽车对交通拥堵

度的影响最大,新注册民用汽车越多, 所需要的公路

也就越多,交通拥堵度越大;其次为人均GDP增加值,

这是交通拥堵的驱动因素,人均GDP增长,一方面会

导致民用汽车增多,另一方面经济活跃对交通运输的

需求也越旺盛;再次为公路密度与新增人口, 其影响

程度低于前两个因素;最后是新建公路, 这是由于新

建公路增多一定程度上会缓解交通拥堵,因此他们的

关联度较低. 同时可以发现,本实例中关联度的极值

为 0.490 487,分辨率也较高. 由我国交通拥堵度相关

影响因素排名的分析可知,本文所构建的生成速率关

联模型是有效和实用的.

4 结结结 论论论

本文针对现有关联度模型存在的问题,考虑能量

的累积过程中遵循的指数规律,以及灰色累加生成的

灰色准指数律,构建了基于灰色准指数律的生成速率

关联分析模型. 用拟合曲线在各时刻处切线的斜率与

均值的比值构造的生成速率序列的接近性来表征原

时间序列的动态变化趋势的相似性. 同时也研究了生

成速率关联分析模型的系列性质. 最后,将所构建的

关联度模型应用于全国交通拥堵度相关因素的识别,

验证了本文模型的实用性和有效性. 该关联度模型不

仅适用于原始数据直接有关联关系的序列,也适用于

具有累积效应需要累加才能显现规律再进行关联分

析的序列. 通过累加生成,可深度挖掘数据规律.由于

累加生成准指数律具有广泛的适应性,基于灰色准指

数律的灰色生成速率关联模型拓展了灰色关联模型

的适用范围和应用领域.鉴于本文的思路, 也可根据

实际问题考察序列其他规律的关联关系.
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