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函数变换对灰色模型光滑度和精度的影响
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摘 要: 对于单调序列的函数变换,首先将单调递增和递减函数变换提高序列光滑度的充要条件统一,给出压缩变

换满足的充要条件,并给出还原误差精度提高的充要条件,得到提高光滑度与压缩变换的条件是一致的,但与降低还

原误差的条件是矛盾的结论.由此,在函数变换时要综合考虑光滑度和还原精度,使得总体建模精度达到最优. 最后

通过文献中的结果进一步表明了所得到结论的正确性.
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Abstract: In view of the function transformation to monotone sequence, the sufficient and necessary conditions of monotonic

increasing and decreasing function transform are unified to improve the smoothness of the series. The sufficient and necessary

conditions which compression transform meets are given, and the necessary and sufficient conditions of reduction the

accuracy of error are also given. A conclusion is obtained that the conditions of improving the smoothness and compression

transform are consistent, but are contradictory with that of lowering the reduction error. Therefore, the smoothness

and reduction accuracy are considered comprehensively during the function transformation to achieve the optimal overall

modeling accuracy. Finally, the literature results show the correctness of the proposed conclusion.
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0 引引引 言言言

GM(1,1)模型是灰色系统中最重要的模型之一,

提高其建模精度有着重要的意义.通过提高序列的光

滑度,可以降低原始序列的级比, 若序列的级比落在

区间 (e−2/(𝑛+1), e2/(𝑛+1))内, 则GM(1,1)模型具有高

精度.因此, 很多学者运用函数变换提高序列的光滑

度以达到提高GM(1,1)建模精度的目的. 但由于对函

数变换生成新序列建模后需要对序列作还原,还原精

度反而降低, 效果不是很理想.提高变换后序列的建

模精度与提高还原精度之间存在什么样的关系?这是

一个有待解决的问题,本文将对此展开研究.

文献 [1-4]分别运用单调函数 cot(𝑥𝛼)、cos(𝑥)、

cot(𝑥)、
√
ln𝑥来提高单调序列的光滑度,达到提高模

型精度的目的. 文献 [5-7]从提高序列光滑度、压缩

变换、序列的凸凹性、还原误差缩小的角度研究函数

变换, 分别运用 𝑐 ln𝑥 + 𝑑和 arccot(𝑥)进行函数变换

以提高模型的精度. 文献 [8-9]分别运用压缩位似变

换和缓冲算子从降低原始序列的波动性的角度提高

模型的建模精度.文献 [10]对于高增长性和低增长性

序列,运用函数变换 cot(𝑥)将其分别转换到对应的区

间来达到提高模型精度的目的. 文献 [11]对于单调

递减序列, 应用反向累加和零初始点逆生成变换建
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立GM(1,1)模型,扩展了GM(1,1)模型的使用范围.文

献 [12-13]从理论上探讨了函数变换提高序列光滑度

的条件. 文献 [14-16]分别对单调递增 (递减)函数变

换提高单调递增 (递减)序列的光滑度给出了充要条

件,并证明了提高光滑度与缩小级比偏差是等价的.

目前已有的文献中,主要运用函数变换从提高序

列光滑度、压缩变换、序列的凸凹性等角度进行优化,

提高了变换后序列建模精度,但是在函数逆变换还原

后, 精度下降. 文献 [5-7]虽考虑了还原误差的问题,

但考虑的是绝对误差的缩小, 与模型的衡量标准 (平

均相对误差)不一致.

本文主要对变换后序列的建模精度与还原误差

之间的关系进行研究.将单调递增和递减函数提高单

调序列光滑度的条件统一,给出单调序列的单调函数

变换为压缩变换所满足的充要条件,并给出单调函数

降低单调序列还原误差的充要条件,得到函数变换提

高光滑度与压缩变换的条件是统一的,但与缩小还原

误差是矛盾的,不能同时达到. 对文献数据进行分析,

其结果与所得到结论吻合,表明在建模中不仅要考虑

函数变换后序列的光滑度,还要考虑函数变换还原后

的精度,使得总体建模精度达到最优.

1 函函函数数数变变变换换换提提提高高高序序序列列列光光光滑滑滑度度度

通过提高序列的光滑度, 可以降低原始序列的

级比,若序列的级比落在区间 (e−2/(𝑛+1), e2/(𝑛+1))内,

则GM(1,1)模型具有高精度,因此运用函数变换提高

序列的光滑度可以达到提高GM(1,1)建模精度的目

的. 对于单调递减序列, Wei等[14]指出两个单调递减

序列光滑度的优劣与两个单调递增序列光滑度的优

劣的条件正好相反. 对于单调序列, Wei等[16]对单调

函数提高单调序列光滑度给出了充要条件.本文将单

调递增与单调递减函数变换的充要条件统一,给出如

下定义和定理.

定义 1 设序列𝑋 = (𝑥(1), 𝑥(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(𝑛)),称
𝜌(𝑘) =

𝑥(𝑘)
𝑘−1∑
𝑖=1

𝑥(𝑖)

, 𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛

为序列𝑋的光滑比.

定义 2[14] 如果 {𝑎𝑘}𝑛𝑘=1, {𝑏𝑘}𝑛𝑘=1均为单调递减

序列,且
𝑏𝑘

𝑘−1∑
𝑖=1

𝑏𝑖

<
𝑎𝑘

𝑘−1∑
𝑖=1

𝑎𝑖

, 𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛,

则称序列 {𝑎𝑘}𝑛𝑘=1比 {𝑏𝑘}𝑛𝑘=1更光滑.

引理 1[16] 设 𝑓(𝑥)为单调递增正函数变换, 𝑓(𝑥)

能提高任意单调递增 (减)数据序列光滑度的充要条

件是 𝑓(𝑥)/𝑥为关于𝑥的单调递减函数.

引理 2[16] 设 𝑓(𝑥)为单调递减正函数变换, 𝑓(𝑥)

能提高任意单调递增 (减)数据序列光滑度的充要条

件是 𝑓(𝑥)/𝑥为关于𝑥的单调递增函数.

当 𝑓(𝑥)为区间 [𝑎, 𝑏]上可微函数时, 引理 1和引

理 2可统一为以下定理 1.

定理 1 𝑓(𝑥)为区间 [𝑎, 𝑏]上可微函数, 设 𝑓(𝑥)

为单调递增 (减)正函数变换, 𝑓(𝑥)能提高任意单调递

增 (减)数据序列光滑度的充要条件是

∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏],
𝑥∣𝑓 ′(𝑥)∣
𝑓(𝑥)

< 1.

证证证明明明 分别对单调递增和单调递减函数变换进

行讨论:

1)当 𝑓(𝑥)为单调递增正函数变换时, 𝑓 ′(𝑥) > 0,

𝑓(𝑥) > 0. 由引理 1, 𝑓(𝑥)/𝑥为关于𝑥的单调递减函数,

即
(𝑓(𝑥)

𝑥

)′
=

𝑓 ′(𝑥)𝑥− 𝑓(𝑥)

𝑥2
< 0,则 𝑓 ′(𝑥)𝑥 − 𝑓(𝑥) <

0,有
𝑥∣𝑓 ′(𝑥)∣
𝑓(𝑥)

=
𝑥𝑓 ′(𝑥)
𝑓(𝑥)

< 1.

2)当 𝑓(𝑥)为单调递减正函数变换时, 𝑓 ′(𝑥) < 0,

𝑓(𝑥) > 0. 由引理 2, 𝑓(𝑥)𝑥为关于𝑥的单调递增函数,

即 (𝑓(𝑥)𝑥)′ = 𝑓 ′(𝑥)𝑥+ 𝑓(𝑥) > 0,则 0 >
𝑓 ′(𝑥)
𝑓(𝑥)

> − 1

𝑥
,

有
𝑥∣𝑓 ′(𝑥)∣
𝑓(𝑥)

= −𝑥𝑓 ′(𝑥)
𝑓(𝑥)

< 1.

以上证明每步都是等价的, 因此条件为充要条

件.综合 1)和 2)可得,函数变换 𝑓(𝑥)能提高任意单调

递增 (减)数据序列光滑度的充要条件是 ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏],
𝑥∣𝑓 ′(𝑥)∣
𝑓(𝑥)

< 1. □

2 压压压缩缩缩变变变换换换的的的条条条件件件

级比偏差刻画了序列𝑋中各点的级比接近 1的

程度, 由GM(1,1)建模的特点可知, 当序列𝑋的发

展系数 𝑎的绝对值较大时, 建模的偏差随之增大,

GM(1,1)建模较适合 ∣𝑎∣较小的序列,即其各点级比接

近于 1的序列. 因此, 由序列的级比偏差 𝛿的大小可

以大致估计序列建模的精度的高低, 序列的级比偏

差 𝛿越接近于 0,表明序列一次建模的精度越高. 王子

亮[18]给出了压缩变换的定义, 当变换为压缩变换时,

序列的级比偏差 𝛿减小, 达到提高GM(1,1)建模精度

的目的. 下面对满足压缩变换的函数给出充要条件.

定义 3[17] 设序列𝑋 = (𝑥(1), 𝑥(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(𝑛)),
称

𝜎𝑥(𝑘) =
𝑥(𝑘 − 1)

𝑥(𝑘)
, 𝜎̂𝑥(𝑘) =

𝑥(𝑘)

𝑥(𝑘 − 1)
,

𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛
为序列𝑋的级比.

定义 4[17] 设序列𝑋 = (𝑥(1), 𝑥(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(𝑛)),
称
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𝛿𝑥(𝑘) = ∣1− 𝜎𝑥(𝑘)∣, 𝛿𝑥(𝑘) = ∣1− 𝜎̂𝑥(𝑘)∣,
𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛

为序列𝑋的级比偏差.

定义 5[7,18] 设序列𝑋 = (𝑥(1), 𝑥(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(𝑛)),
变换 𝑓 : 𝑥(𝑘) 7→ 𝑦(𝑘)得到序列𝑌 , 若级比偏差 𝛿𝑦(𝑘)

< 𝛿𝑥(𝑘)或者 𝛿𝑦(𝑘) < 𝛿𝑥(𝑘), 则称变换 𝑓为级比压缩

变换.

定理 2 设正序列𝑋 = (𝑥(1), 𝑥(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(𝑛))为
区间 [𝑎, 𝑏]上的单调序列, 𝑓(𝑥)为单调递增 (减)正函

数变换, 𝑓(𝑥)为区间上可微凹函数或凸函数, 则变

换 𝑓为级比压缩变换的充要条件是

∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏],
𝑥∣𝑓 ′(𝑥)∣
𝑓(𝑥)

< 1.

证证证明明明 序列𝑋 = (𝑥(1), 𝑥(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(𝑛))为区间
[𝑎, 𝑏]上的单调序列, 𝑓(𝑥)为单调函数,则 𝑓 ′(𝑥)在区间

[𝑎, 𝑏]上全大于 0或者全小于 0. 因为 𝑓(𝑥)为可微凹函

数或凸函数,所以 𝑓 ′(𝑥)为单调函数, ∣𝑓 ′(𝑥)∣为单调函
数.

由微分中值定理可知,存在 𝜉𝑘 ∈ (𝑥(𝑘 − 1), 𝑥(𝑘))

或 (𝑥(𝑘), 𝑥(𝑘 − 1)),使得

𝑦(𝑘)− 𝑦(𝑘 − 1) = 𝑓 ′(𝜉𝑘)(𝑥(𝑘)− 𝑥(𝑘 − 1)).

因为 ∣𝑓 ′(𝑥)∣为单调函数, 所以在区间 (𝑥(𝑘 − 1),

𝑥(𝑘))或 (𝑥(𝑘), 𝑥(𝑘 − 1))内, ∣𝑓 ′(𝑥(𝑘))∣ < ∣𝑓 ′(𝜉𝑘)∣与
∣𝑓 ′(𝑥(𝑘 − 1))∣ < ∣𝑓 ′(𝜉𝑘)∣有且仅有一个成立,下面分别

进行讨论:

1)当 ∣𝑓 ′(𝑥(𝑘))∣ < ∣𝑓 ′(𝜉𝑘)∣时, 若变换 𝑓为级比压

缩变换,则有

𝛿𝑦(𝑘) =
∣∣∣1− 𝑦(𝑘 − 1)

𝑦(𝑘)

∣∣∣ < 𝛿𝑥(𝑘) =
∣∣∣1− 𝑥(𝑘 − 1)

𝑥(𝑘)

∣∣∣,
即 ∣∣∣𝑦(𝑘)− 𝑦(𝑘 − 1)

𝑦(𝑘)

∣∣∣ < ∣∣∣𝑥(𝑘)− 𝑥(𝑘 − 1)

𝑥(𝑘)

∣∣∣,∣∣∣𝑓 ′(𝑥(𝑘))
𝑦(𝑘)

∣∣∣ < ∣∣∣𝑓 ′(𝜉𝑘)
𝑦(𝑘)

∣∣∣ < ∣∣∣ 1

𝑥(𝑘)

∣∣∣.
由于函数𝑥, 𝑓(𝑥), ∣𝑓 ′(𝑥)∣为连续函数,

𝑥∣𝑓 ′(𝑥)∣
𝑓(𝑥)

为连续

函数,再由 𝑘的任意性,有
𝑥∣𝑓 ′(𝑥)∣
𝑓(𝑥)

< 1.

2)当 ∣𝑓 ′(𝑥(𝑘−1))∣ < ∣𝑓 ′(𝜉𝑘)∣时,若变换 𝑓为级比

压缩变换,则有

𝛿𝑦(𝑘) =
∣∣∣1− 𝑦(𝑘)

𝑦(𝑘 − 1)

∣∣∣ < 𝛿𝑥(𝑘) =
∣∣∣1− 𝑥(𝑘)

𝑥(𝑘 − 1)

∣∣∣,
即 ∣∣∣𝑦(𝑘)− 𝑦(𝑘 − 1)

𝑦(𝑘 − 1)

∣∣∣ < ∣∣∣𝑥(𝑘)− 𝑥(𝑘 − 1)

𝑥(𝑘 − 1)

∣∣∣,∣∣∣𝑓 ′(𝑥(𝑘 − 1))

𝑦(𝑘 − 1)

∣∣∣ < ∣∣∣ 𝑓 ′(𝜉𝑘)
𝑦(𝑘 − 1)

∣∣∣ < ∣∣∣ 1

𝑥(𝑘 − 1)

∣∣∣.
由于函数𝑥, 𝑓(𝑥), ∣𝑓 ′(𝑥)∣为连续函数,

𝑥∣𝑓 ′(𝑥)∣
𝑓(𝑥)

为连续

函数,再由 𝑘的任意性,有
𝑥∣𝑓 ′(𝑥)∣
𝑓(𝑥)

< 1.

综合 1)和 2)得到 ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏],
𝑥∣𝑓 ′(𝑥)∣
𝑓(𝑥)

< 1. 以上

证明每步都是等价的,因此条件为充要条件. □

3 函函函数数数变变变换换换的的的还还还原原原误误误差差差

在GM(1,1)建模过程中,平均相对误差是衡量建

模精度最重要的指标,如果平均相对误差过大,则一

般认为该序列不适合GM(1,1)建模或者需要对序列

做变换处理再建模, 当平均相对误差较小时, 认为

GM(1,1)建模效果较好.下面在平均相对误差不大的

情况下,将平均相对误差中各项分母中的实测值用预

测值代替,给出新的平均相对误差定义,并证明在一

定条件下,新定义的平均相对误差与一般定义下的平

均相对误差是等价的.

定义 6 设序列𝑋 = (𝑥(1), 𝑥(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(𝑛)),模型
值序列为 𝑋̂=(𝑥̂(1), 𝑥̂(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥̂(𝑛)),相对误差 𝑒𝑥(𝑘)=∣∣∣𝑥(𝑘)− 𝑥̂(𝑘)

𝑥(𝑘)

∣∣∣,平均相对误差 𝑒𝑥 =

𝑛∑
𝑘=1

∣∣∣𝑥(𝑘)− 𝑥̂(𝑘)

𝑥(𝑘)

∣∣∣;
设相对误差 𝑒𝑥(𝑘) =

∣∣∣𝑥(𝑘)− 𝑥̂(𝑘)

𝑥̂(𝑘)

∣∣∣, 平均相对误差 𝑒𝑥

=

𝑛∑
𝑘=1

∣∣∣𝑥(𝑘)− 𝑥̂(𝑘)

𝑥̂(𝑘)

∣∣∣, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.

引理 3 设 𝜀𝑘 ⩾ 0,当相对误差 𝑒𝑥(𝑘) < 𝜀𝑘时,相

对误差 𝑒𝑥(𝑘) <
1

1− 𝜀𝑘
− 1, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. 取 𝜀max

= max
1⩽𝑘⩽𝑛

{𝜀𝑘}, 则 𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 <
𝜀2max

1− 𝜀max
; 取 𝜀max =

max
1⩽𝑘⩽𝑛

{𝜀𝑘},则 𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 <
𝜀2max

1− 𝜀max
.

证证证明明明 相对误差 𝑒𝑥(𝑘) =

∣∣∣∣𝑥(𝑘)− 𝑥̂(𝑘)

𝑥(𝑘)

∣∣∣∣ < 𝜀𝑘,有

1

1 + 𝜀𝑘
− 1 <

𝑥(𝑘)− 𝑥̂(𝑘)

𝑥̂(𝑘)
<

1

1− 𝜀𝑘
− 1.

因为( 1

1− 𝜀𝑘
− 1

)
−
∣∣∣ 1

1 + 𝜀𝑘
− 1

∣∣∣ = 2𝜀2𝑘
1− 𝜀𝑘

> 0,

相对误差为

𝑒𝑥(𝑘) =
∣∣∣𝑥(𝑘)− 𝑥̂(𝑘)

𝑥̂(𝑘)

∣∣∣ < 1

1− 𝜀𝑘
− 1,

因此两个相对误差之差为

𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 <
1

𝑛

𝑛∑
𝑘=1

[( 1

1− 𝜀𝑘
− 1

)
− 𝜀𝑘

]
=

1

𝑛

𝑛∑
𝑘=1

𝜀2𝑘
1− 𝜀𝑘

<
𝜀2max

1− 𝜀max
.

由𝑥(𝑘), 𝑥̂(𝑘)在相对误差 𝑒𝑥、𝑒𝑥中的对称关系,

当 𝜀max = max
1⩽𝑘⩽𝑛

{𝜀𝑘}时,有 𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 <
𝜀2max

1− 𝜀max
. □

在最大相对误差为 𝜀max、精度之差小于 𝑒𝑥 − 𝑒𝑥

的情况下, 利用 𝑒𝑥与 𝑒𝑥作为衡量模型建模精度是等
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表 1 最大相对误差 𝜀max对应的相对误差之差 𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 %

𝜀max 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 0.01 0.04 0.09 0.17 0.26 0.38 0.53 0.70 0.89 1.11

价的. 由表 1可知: 当 𝜀max < 5%时,两个相对误差之

差 𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 < 0.26%;当 𝜀max < 10%时,两个相对误差

之差 𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 < 1.11%. 因此在相对误差较小的情况

下,可以认为两个相对误差是等价的.

对原始序列𝑋 = (𝑥(1), 𝑥(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(𝑛))作函数
变换 𝑦 = 𝑓(𝑥), 得到序列𝑌 = (𝑦(1), 𝑦(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦(𝑛)).
再对序列𝑌 建立GM(1,1)模型, 得到模型值𝑌 =

(𝑦(1), 𝑦(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦(𝑛)),最后作逆变换还原𝑥 = 𝑓−1(𝑦),

得到模型最终值 𝑋̂ = (𝑥̂(1), 𝑥̂(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥̂(𝑛)). 运用函
数变换提高变换后序列𝑌 的光滑度, 有利于提高序

列𝑌 的建模精度, 但是最终要考虑原始序列𝑋的建

模精度.所以,不仅要考虑变换后序列𝑌 的建模精度,

还要考虑还原精度.下面研究函数变换对还原误差的

影响.

定理 3 设正序列𝑋 = (𝑥(1), 𝑥(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(𝑛))为
区间 [𝑎, 𝑏]上单调序列, 𝑓(𝑥)为单调递增 (减)正函数

变换, 𝑓(𝑥)为区间上可微凹函数或凸函数, 函数变换

后建模的相对误差为 𝑒𝑦 =
∣𝑦 − 𝑦∣
∣𝑦∣ 或 𝑒𝑦 =

∣𝑦 − 𝑦∣
∣𝑦∣ ,还

原后相对误差为 𝑒𝑥 =
∣𝑥− 𝑥̂∣
∣𝑥∣ 或 𝑒𝑥 =

∣𝑥− 𝑥̂∣
∣𝑥̂∣ . 还原

精度提高 (𝑒𝑥 < 𝑒𝑦或 𝑒𝑥 < 𝑒𝑦)的充要条件是

∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏],
𝑥∣𝑓 ′(𝑥)∣
𝑓(𝑥)

> 1.

证证证明明明 正函数变换 𝑦 = 𝑓(𝑥),建模后模拟值 𝑦(𝑘)

= 𝑓(𝑥̂(𝑘)),由微分中值定理,存在 𝜉𝑘 ∈ (𝑥(𝑘), 𝑥̂(𝑘))或

(𝑥̂(𝑘), 𝑥(𝑘)),使得

𝑓(𝑥(𝑘))− 𝑓(𝑥̂(𝑘)) = 𝑓 ′(𝜉𝑘)(𝑥(𝑘)− 𝑥̂(𝑘)).

若 𝑓(𝑥)为区间上可微凹函数或凸函数, 则 𝑓 ′(𝑥)

为单调函数, ∣𝑓 ′(𝜉𝑘)∣<∣𝑓 ′(𝑥(𝑘))∣与 ∣𝑓 ′(𝜉𝑘)∣<∣𝑓 ′(𝑥̂(𝑘))∣
有且仅有一个成立,下面分别进行讨论:

1)当 ∣𝑓 ′(𝜉𝑘)∣ < ∣𝑓 ′(𝑥(𝑘))∣时,相对误差为

𝑒𝑦(𝑘) =
∣𝑦(𝑘)− 𝑦(𝑘)∣

∣𝑦(𝑘)∣ =
∣𝑓(𝑥(𝑘))− 𝑓(𝑥̂(𝑘))∣

∣𝑓(𝑥(𝑘))∣ =

∣𝑓 ′(𝜉𝑘)(𝑥(𝑘)− 𝑥̂(𝑘))∣
∣𝑓(𝑥(𝑘))∣ <

∣𝑓 ′(𝑥(𝑘))(𝑥(𝑘)− 𝑥̂(𝑘))∣
∣𝑓(𝑥(𝑘))∣ .

还原精度提高,即 𝑒𝑥 < 𝑒𝑦,则有
∣𝑥(𝑘)− 𝑥̂(𝑘)∣

∣𝑥(𝑘)∣ <
∣𝑓 ′(𝑥(𝑘))(𝑥(𝑘)− 𝑥̂(𝑘))∣

∣𝑓(𝑥(𝑘))∣ ,

即
𝑥(𝑘)∣𝑓 ′(𝑥(𝑘))∣

𝑓(𝑥(𝑘))
> 1.

由于函数𝑥、𝑓(𝑥)、∣𝑓 ′(𝑥)∣在区间 [𝑎, 𝑏]上连续,
𝑥∣𝑓 ′(𝑥)∣
𝑓(𝑥)

为连续函数, 再由 𝑘的任意性, 有 ∀𝑥 ∈

[𝑎, 𝑏],
𝑥∣𝑓 ′(𝑥)∣
𝑓(𝑥)

> 1.

2)当 ∣𝑓 ′(𝜉𝑘)∣ < ∣𝑓 ′(𝑥̂(𝑘))∣时,相对误差为

𝑒𝑦(𝑘) =
∣𝑦(𝑘)− 𝑦(𝑘)∣

∣𝑦(𝑘)∣ =
∣𝑓(𝑥(𝑘))− 𝑓(𝑥̂(𝑘))∣

∣𝑓(𝑥̂(𝑘))∣ =

∣𝑓 ′(𝜉𝑘)(𝑥(𝑘)− 𝑥̂(𝑘))∣
∣𝑓(𝑥̂(𝑘))∣ <

∣𝑓 ′(𝑥̂(𝑘))∣∣𝑥(𝑘)− 𝑥̂(𝑘)∣
∣𝑓(𝑥̂(𝑘))∣ .

还原后相对误差减小,即 𝑒𝑥(𝑘) < 𝑒𝑦(𝑘),则有
∣𝑥(𝑘)− 𝑥̂(𝑘)∣

∣𝑥̂(𝑘)∣ <
∣𝑓 ′(𝑥̂(𝑘))∣∣𝑥(𝑘)− 𝑥̂(𝑘)∣

∣𝑓(𝑥̂(𝑘))∣ ,

即
𝑥̂(𝑘)∣𝑓 ′(𝑥̂(𝑘))∣

𝑓(𝑥̂(𝑘))
> 1.

由于函数𝑥、𝑓(𝑥)、∣𝑓 ′(𝑥)∣在区间 [𝑎, 𝑏]上连续,
𝑥∣𝑓 ′(𝑥)∣
𝑓(𝑥)

为连续函数, 再由 𝑘的任意性, 有 ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏],

𝑥∣𝑓 ′(𝑥)∣
𝑓(𝑥)

> 1.

综合 1)和 2)得到 ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏],
𝑥∣𝑓 ′(𝑥)∣
𝑓(𝑥)

> 1. 以上

证明每步都是等价的,因此条件为充要条件. □

仿射变换是一种比较简单且常用的变换, 由定

理 3可以得到仿射变换对还原误差的影响.

推论 1 设正序列𝑋 = (𝑥(1), 𝑥(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(𝑛)),
𝑦 = 𝑓(𝑥) = 𝜌(𝑥 + 𝑡)(𝑦 > 0, 𝜌 ∕= 0)为仿射变换, 数

乘量 𝜌不影响还原后相对误差;还原后相对误差减小

(𝑒𝑥 < 𝑒𝑦)的充要条件为−min{𝑥(𝑖)} < 𝑡 < 0或者

−2min{𝑥(𝑖)} < 𝑡 < −max{𝑥(𝑖)}.

证证证明明明 由定理 2, 𝑒𝑥 < 𝑒𝑦的充要条件为 ∀𝑥 >

0,
𝑥∣𝑓 ′(𝑥)∣
𝑓(𝑥)

> 1,有

𝑥∣𝑓 ′(𝑥)∣
𝑓(𝑥)

=
∣𝜌∣𝑥

∣𝜌(𝑥+ 𝑡)∣ =
𝑥

∣𝑥+ 𝑡∣ > 1,

即 ∣𝑥+ 𝑡∣ < 𝑥,与数乘量 𝜌无关.

当𝑥+ 𝑡 > 0时, 𝑥+ 𝑡 < 𝑥, −𝑥 < 𝑡 < 0,对于任意

的𝑥(𝑖)均成立, 即−min{𝑥(𝑖)} < 𝑡 < 0; 当𝑥 + 𝑡 < 0

时, −(𝑥 + 𝑡) < 𝑥, −2𝑥 < 𝑡 < −𝑥,对于任意的𝑥(𝑖)均

成立,即−2min{𝑥(𝑖)} < 𝑡 < −max{𝑥(𝑖)}. □

由推论 1可知,当数乘量 𝜌取−1时,负序列𝑋转

化为正序列, 因此本文中结论也适用于负序列𝑋建

模.

4 变变变换换换后后后序序序列列列建建建模模模精精精度度度与与与还还还原原原精精精度度度的的的关关关系系系

对正序列𝑋作函数变换, 通过提高光滑度和压

缩变换提高变换后序列建模精度,同时还要考虑还原

后的精度, 比较定理 1、定理 2和定理 3, 发现二者在

一定条件下不能同时达到. 下面证明该结论.

定理 4 设正序列𝑋 = (𝑥(1), 𝑥(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(𝑛)),
𝑓(𝑥)为单调递增 (减)正函数变换, 𝑓(𝑥)为区间上可

微凹函数或凸函数,则有:
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1) 𝑓(𝑥)提高数据序列光滑度的充要条件是

𝑓(𝑥)为压缩变换;

2) 𝑓(𝑥)不能既提高数据序列光滑度,又降低还原

误差.

证证证明明明 由定理 1和定理 2可知, 𝑓(𝑥)能提高任意

单调递增 (减)数据序列光滑度与 𝑓(𝑥)为压缩变换的

充要条件均是
𝑥∣𝑓 ′(𝑥)∣
𝑓(𝑥)

< 1,因此两者等价.

由定理 3可知,还原后相对误差减小的充要条件

是
𝑥∣𝑓 ′(𝑥)∣
𝑓(𝑥)

> 1,与提高序列光滑度的条件
𝑥∣𝑓 ′(𝑥)∣
𝑓(𝑥)

<

1矛盾, 即 𝑓(𝑥)不能既提高数据序列光滑度, 又降低

还原误差. □

5 函函函数数数变变变换换换的的的效效效果果果分分分析析析

函数变换求解过程为

𝑥
𝑓−→ 𝑦 = 𝑓(𝑥)

GM(1,1)−−−−−→ 𝑦
𝑓−1

−−→ 𝑥̂ = 𝑓−1(𝑦),

由定理 1∼定理 3可知: 压缩变换、光滑度和还原精

度是否提高, 主要是比较ℎ(𝑥) =
𝑥∣𝑓 ′(𝑥)∣
𝑓(𝑥)

与 1的大

小关系. 函数变换的效果最终体现为序列 𝑋̂的精度,

下面比较“GM(1,1)模型误差”、“变换后误差 𝑒𝑦”和

“还原后误差 𝑒𝑥”三者的关系.许多学者研究了函数

变换提高GM(1,1)模型精度的问题,这里将文献 [2-7]

的结果进行比较分析, 如表 2所示.其中: 𝑋𝑖为文献

[𝑖]中原始序列,文献 [2-3]中𝑢 =
√
𝑥/850. 有

𝑋2,3 = (772 682, 806 048, 860 855, 996 634, 1 092 883,

1 172 596, 1 244 722, 1 326 094, 1 378 717,

1 394 413, 1 478 573, 1 534 122, 1 608 150);

𝑋4 = (3.23, 6.94, 10.07, 17.70, 18.13, 28.05, 48.77,

132.14, 247.92, 517.40, 553.74);

𝑋5 = (11 598.4, 12 305.2, 13 471.4, 14 633.5,

16 331.5, 19 031.6, 21 971.4, 24 940.4, 28 588);

𝑋6 = (3, 4, 12, 24, 50, 100);

𝑋7 = (270, 450, 740, 1 220, 2 010, 3 120, 5 460).

表 2 函数变换效果比较

文献 变量区间 𝑓(𝑥) ℎ(𝑥) =
∣𝑓 ′(𝑥)∣𝑥
𝑓(𝑥)

ℎ(𝑥)𝑅1 准则 GM(1, 1)𝑒/% 𝑒𝑦/% 𝑒𝑥/%

𝑒 4.15 5.52 1.51
[2] [772 682, 1 608 150] cos(𝑢)

𝑢

2 cot(𝑢)
> 1

𝑒 4.04 4.85 1.52

𝑒 4.15 4.83 1.24
[3] [772 682, 1 608 150] cot(𝑢)

𝑢

sin(2𝑢)
> 1

𝑒 4.04 4.44 1.24

𝑒 289 2.50 21.94
[4] [3.23, 553.74]

√
(ln 𝑥)

1

2 ln 𝑥
< 1

𝑒 71.80 2.51 21.59

𝑒 2.22 0.52 1.38
[5] [11 598.4, 28 588] 28 588ln𝑥 − 200 000

1

ln 𝑥 − 200 000

28 588

< 1
𝑒 2.26 0.52 1.37

𝑒 12.98 0.64 4.71
[6] [3, 100] − ln 𝑥 + 10

1

− ln 𝑥 + 10
< 1

𝑒 9.41 0.64 4.79

𝑒 9.68 2.18 2.13
[7] [270, 5 460] arccot𝑥

𝑥

(1 + 𝑥2)arccot𝑥
≈ 1

𝑒 10.76 2.18 2.13

文献 [2-3]中, ℎ(𝑥) =
𝑥∣𝑓 ′(𝑥)∣
𝑓(𝑥)

> 1, 变换后序列

建模精度部分降低,还原精度提高;文献 [4-6]中, ℎ(𝑥)

=
𝑥∣𝑓 ′(𝑥)∣
𝑓(𝑥)

< 1,变换后序列建模精度提高,还原精度

降低. 这与定理 1和定理 2中ℎ(𝑥) < 1时光滑度提高

且为压缩变换,从而提高变换后序列建模精度相吻合;

与定理 3中ℎ(𝑥) > 1时提高还原精度相吻合.文献 [7]

中, ℎ(𝑥) ≈ 1,还原精度基本不变,光滑度不变,变换后

序列建模精度提高. 总体均提高原始GM(1,1)模型精

度.

从表 2中两个平均相对误差准则 𝑒、̂𝑒的结果可

见:在相对误差过大时, 两个相对误差之差也可能很

大,两个标准衡量模型的精度不同;在相对误差较小

时, 两个相对误差之差也很小, 两个标准衡量模型的

精度相当.

6 结结结 论论论

本文研究了单调序列函数变换GM(1,1)模型精

度问题,得到单调函数变换提高序列光滑度的条件与

其为压缩变换的条件是统一的
(
ℎ(𝑥)=

𝑥∣𝑓 ′(𝑥)∣
𝑓(𝑥)

<1
)

,

而与变换减小还原误差的条件
(
ℎ(𝑥)=

𝑥∣𝑓 ′(𝑥)∣
𝑓(𝑥)

> 1
)

是矛盾的. 由此在寻找函数变换来提高GM(1,1)模型

精度时, 要综合考虑光滑度和还原精度,使建模精度

达到最优. 由于对不同的数据所采用的函数变换不尽

相同,目前还没有一个较好的函数变换选择准则,且

函数变换对提高模型精度是有限的. 在实际应用中,

首先要根据数据列的特点,挑选适合的模型以达到精

度的要求, 如果需要,可以结合函数变换进一步优化

模型.
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