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改进的混合界面子结构模态综合法在失谐叶盘 
结构模态分析中的应用 

白  斌 1，白广忱 1，费成巍 1，赵合阳 1，童晓晨 2 
(1. 北京航空航天大学能源与动力工程学院，北京 100191；2. 国家知识产权局专利局专利审查协作北京中心，北京 100081) 

摘  要：在保证精度的条件下，为了提高航空发动机模态分析的计算效率，针对传统混合界面子结构模态综合法

由于综合后还可能存在计算量大的问题，提出一种改进的混合界面子结构模态综合法。该方法将综合后的模型进

一步减缩，同时在减缩过程中引入位移和力的双协调条件，保证了计算的准确性。采用该方法建立了叶片-轮盘的

组合结构的参数化模型，对各个子结构建立有限元模型并综合求其模态，与整体结构有限元法相比，计算时间缩

短了 23.86%~35.74%，模态偏差不大于 0.57%，而传统法，其计算时间缩短了 14.63%~29.20%，模态偏差不超过

0.49%，可见，在相同的工作环境且保证精度的条件下，该方法计算效率比传统混合界面子结构模态综合法有显

著提高，尤其是在高阶模态求解时，计算效率提高的更加明显，为下一步的振动响应及组合结构的动态特性研究

奠定了基础。 
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APPLICATION OF IMPROVED HYBRID INTERFACE SUBSTRUCTURE 
CMS METHOD IN THE MODAL ANALYSIS OF MISTUNED BLADED 

DISK ASSEMBLIES  

BAI Bin1 , BAI Guang-chen1 , FEI Chen-wei1 , ZHAO He-yang1 , TONG Xiao-chen2 

(1. School of Energy and Power Engineering, Beijing University of Aeronautics and Astronautics, Beijing 100191, China; 

2. Patent Examination Cooperation Center of the Patent Office, SIPO, Beijing 100081, China) 

Abstract:  To improve the efficiency of modal analysis for aeroengines of ensured computational accuracy, an 
improved hybrid interface substructure component modal synthesis (CMS) method is proposed to avoid massive 
calculation in traditional methods when the substructure is composited. The comprehensive model is further 
simplified and duel coordination conditions of displacement and force are introduced to ensure the accuracy of the 
calculation. The parametric model of the assembled structure of blades and disks is constructed to set up finite 
element models for each substructure, which are then synthesized using the coordination conditions of 
displacement and force to obtain modal frequencies. Compared with the overall structure finite element model, the 
computational time is reduced by 23.86%~35.74%, and the modal deviation is less than 0.57%, while the 
computational time was reduced by only 14.63%~29.20% and the modal deviation was less than 0.49% for 
traditional methods. Therefore, under the same working environment and to achieve the same level of 
computational accuracy, the proposed method is much more efficient than traditional methods, especially in the 
high order modal solution procedure. This study lays a solid foundation for further research on the dynamic 
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responses of composite structures of the mistuned bladed disk assemblies for aeroengines. 
Key words:  hybrid interface substructure CMS method; aeroengine; mistuned bladed disk assemblies; finite 

element model; computational efficiency; computational accuracy 

 

随着工程技术的不断发展，出现了越来越多的

诸如超高层建筑、航空航天、海洋石油平台等庞大

复杂结构，且这些结构含有非线性本构关系或随机

激振、复杂边界条件等多种因素，若采用整体结构

有限元法，直接求解如此庞大的模型非常困难，即

使能够分析，也要耗费大量机时，效率极低或无法

计算，因此一种缩减自由度方法发展起来，如子结

构模态综合方法[1―4]，该方法已经形成了系统的理

论[5―6]，分为自由界面子结构模态综合法、固定界

面子结构模态综合法与混合子结构模态综合    

法[1,7―8]。其基本思想是一种“化整为零”的分析方

法，首先将整个结构分割为若干相对简单的子结

构，分别对每一个子结构进行离散、分析和处理，

运用有限元方法、解析法和实验方法等求得其动态

特征信息；再利用子结构间力平衡条件及位移协调

条件将它们低阶模态综合，由此得到整体结构的动

力特性，该模型的规模远远小于整体结构有限元模

型，且可对各个子结构进行并行计算，因而计算效

率更高，且其精度不逊于整体有限元分析，是实现

大型复杂系统结构有限元分析的有效方法，而且便

于对该模型结构进行改进和校验。  

该方法实际是以瑞利-李兹(Rayleigh-Ritz)法为

理论基础，并在 20 世纪 60 年代由 Hurty 等[2―3]提

出，Hurty 首先提出了固定界面模态综合法的基本

思想，将整体结构视为由若干个子结构以某种方式

组合在一起的整体，而每个子结构的动力学特征可

以用一组独立的模态来表示并称这些模态为结构

的特征模态同时引入了约束模态；之后经 Craig 和

Barnpton 等[1]改进完善，目前已广泛用于航空航天

等工程领域；McGee 等[9]虽然对高函道发动机风扇

建立减缩模型研究了叶盘刚度和气动效率的提高，

但是没有考虑叶片的失谐，不符合实际；吴庆雄  

等[10]在模型中考虑了索梁结构非线性，但是计算复

杂；汪晓虹等[11]对模态综合进行了改进，提出了模

态综合的直接变换方法，只进行了一次模态变化，精

度和效率都不是很高；Marinescu 等[12]基于固定界面

二次降阶(Craig-Bampton Second Reduce Method, 

CBSRM)方法，提出了一种组合缩减方法；Bladh

等 [7,13]基于综合模态分析法(CMS)提出减缩模型

(ROM)，计算了受迫响应的概率问题，与 Monte 

Carlo 模拟方法相比，计算效率大大提高，之后又

提出二次模态缩减模型(a Secondary Modal Analysis 

Reduction Technique, SMART)，计算效率进一步提

高，但是由于经过二次模态缩减使得计算精度严重

下降。基于以上分析的不足，本文对混合界面法进

行改进，对二次降阶分别采用不同的方法，第 1 次

降阶时采用界面位移凝聚法[14]，第 2 次采用综合模

态凝聚法，弥补了单一采用自由界面法或固定界面

法的不足。该方法可以针对每个子结构的不同特点

采取不同的界面法，不仅可以计算超大模型，而且

可以灵活修改系统的子系统设计，无需对整体结构

重新全部计算，在保证计算精度的前提下，使得计

算效率大大提高。 

1  子结构分析基本理论 

航空发动机叶盘结构是复杂的机械结构，为了

提高计算效率而又不影响其精度的前提下需要将

其划分为叶片和轮盘子结构，采用子结构模态综合

法对其进行分析研究，而混合界面子结构模态综合

法主要用于分析以一个相对独立的复杂庞大结构

为主体的系统，特别适用于航空发动机中的盘-叶耦

合系统等，可分离出轮盘作为主体部件，而叶片作

为分支部件。 

设叶片和轮盘的子结构刚度和质量矩阵以及

位移分别为 bK 、 bM 、 h
dK 、 h

dM 、 bx 、 dx ，则： 
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式中：B 为叶片子结构内部自由度； 为界面自由

度； S 为轮盘内部自由度；h 为谐波阶次[13]。 

1.1  固定界面叶片子结构减缩模型 

在采用混合界面法分析时，根据结构特点，把

叶片作为分支来处理，在此采用固定界面法来研

究，当叶片结构处于频率为的自由振动时，其运
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动方程为： 

0
b b b b

b
x x



     
  

M Κ
f

           (2) 

即： 

0b b b b b b
BB B B BB B B

bb b b b b b
B B

x x

x x

 

     

                       
                

M M K K

fM M K K




(3) 

式中： bf 为叶片界面力，作用于如图 3 叶片 A 处。 

则叶片的特征方程如下： 
2[ ] 0b b

BB BB b K M φ           (4) 

则主模态矩阵为： 

1 2( , , , )b b b bn              (5) 

式(3)第 2 行展开可知约束界面反力由两部分组成，

即： 
1 2 2{ } { } { } ( ){ }b b b b b b

B b B Bf f f        K M x  
2( ){ }b b b
b  K M x         (6) 

而约束模态矩阵 b 由下列方程： 

T

0

[ ]

b b
bBB B

bb b
B



 

    
    

      

ΨK K

I fK K
      (7) 

得 T( )b b
b BB B Ψ K K  (8) 

可得叶片的的模态矩阵为： 

0
b bb

cb

 
  
 

Φ Ψ
U

I
            (9) 

则叶片位移矢量可表示为： 

0

bb
bB b bb b b

cbb b
c





             
       

px Ψ
x U p

Ix p
    (10) 

式中： b
bp 为叶片内部自由度模态坐标； b

cp 为叶片

与轮盘界面自由度模态坐标。 

则叶片子结构减缩后质量矩阵和刚度矩阵分别为： 

T
T

,

bcb b b b
cb cb

bc b cc

 
   

  

I M
M U M U

M M
      (11) 

T
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0

0
bb b b b
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其中： 
T[ ]b b

bc b BB b B M M M  ， 
T T

, [ ]b b b b
b cc b BB b B B    M M M M M  ， 

T T
,

b b
b cc B b  K K K Ψ 。 

对不存在叶片间耦合的情况，可以扩展为如下

相应 N 个叶片矩阵，如式(13)~式(14)所示。 

T
,

bcb

bc b cc

 
  

   

I I M
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I M I M
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0
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I
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K
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          (14) 

1.2  自由界面轮盘子结构减缩模型 

在叶盘结构中，轮盘相对叶片属于复杂结构且

为圆周结构，作为主体部件来处理，在此采用自由

界面法来研究，根据周期对称理论对轮盘进行模态

减缩，设轮盘运动方程为： 

2
, ,

0
{ } { }h d h d

d ss d ss d



     
  

K x M x
f

       (15) 

式中： d
f 为叶片界面力，作用于如图 3 轮盘 A 处。 

则可以得到其特征方程为： 
2

, ,( ) 0h h h
d ss d ss d K ω M φ            (16) 

主模态矩阵为： 

1 2[ , , , ]h h h h
d d d dn               (17) 

位移为： 

2 1 T
0

{ } ( )d
d d d d d

x


       
  

Φ Λ Ι Φ
f

       (18) 

令： 2 1 T( )d
d d d d   H Φ Λ Ι Φ  

即 
0

{ }
d dd
ij ijSd

dd dd
ji jj

x
x

fx 

            
        

H H
=

H H
 (19) 

则 1{ } [ ] { }d d d
jj x 

f H  (20) 

约束模态矩阵 h
dΨ 由圆周静力平衡方程： 

, ,

T
, ,

0h h h
d SS d S d

dh h
d S d

f





     
     
     

  
 
K K

IK K


       (21) 

得 1
, ,

h h h
d d SS d S

 Ψ K K    (22) 

则轮盘圆周模态矩阵为： 

diag[ ] diag[ ]
, 0, ,

0

h h
d d d
cb

B B
h p

 
  
 

Ψ
U

I

    (23) 

式中， diag[ ]B ∙  为伪块对角阵。 

则轮盘位移表示为： 
dd
dSd d d d

cb cbdd
c

         
      

px
x = = U U p

px





      (24) 

式中： 
ˆ ˆdiag[ ] diag[ ]

, 0, ,
ˆ0

h h
d dd

cb

B B
h p

 
  
  

F F Ψ
U

F
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其中： F̂ 为实值 Fourier 矩阵[13]。 

则可得轮盘子结构减缩后的质量和刚度矩阵为： 

,

dcd

dc d cc

 
 
  

I M
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M M




 
           (26) 

,

0

0

dd

d cc

 
 
  

Λ
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K




             (27) 

其中： 
T

, ,diag[ [ ]h h h h
dc d d SS d d SB  M Φ M Ψ M     ， 

T
, , ,diag[ [ ]h h h h

d cc d d SS d d SB   M Ψ M Ψ M      

T
, , ]h h h

d S d d M Ψ M  ， 

T
, , ,diag[ ]h h h

d cc d S d dB   K K Ψ K    。 

1.3  混合界面叶盘子结构减缩模型 

子结构之间连接的协调条件是影响子结构方

法求解精度的关键因素，子结构间的实际连接方式

是多种多样的，典型的有螺栓连接、焊接、铆接及

扣接等，在有限元求解中，其连接方式可以处理为

刚性连接、柔性连接，或者是简单的位移连续条件

来实现，本文采用界面位移和力双协调条件，即： 
b d
 x x ,  0b d

  f f          (28) 

由式(10)和式(24)，得： 
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子结构耦合约束变化表示为： 
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则叶盘结构的综合质量和刚度矩阵为： 
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2  阶次激励力 

由于发动机的阶次激励时间上是简谐的，在叶

片与叶片之间仅有相位的差别。 
设第 n 个叶片的相位 nφ 为： 

2π ( 1)
n

C n

N


              (33) 

其中，C 为发动机激励阶次。 

则物理坐标下的外力矢量表示为： 

1

1

b
C BB

b
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N
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e fQ
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式中： 1Ce 为复 Fourier 矩阵的第 C+1 列[13]； b
Bf 和

b
f 分别为作用于叶片内部和界面自由度力，其中
b

Bf 作用于如图 3 叶片 B 处。 

由式(10)、式(24)、式(30)得模态力为： 

0
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式中： 
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T
1

cb
b C b BN  F e Φ f                (37) 

3  叶盘结构的失谐模拟 

设轮盘为谐调结构，叶片为失谐结构，将其失

谐模拟为叶片刚度偏离或叶片弹性模量对其公称

值的偏离，实际等价为固有频率的偏离。对于第 n

个叶片第 k 阶叶片模态的失谐模态刚度表示为： 
2

, ,( ) (1 ) , 1, , , 1, ,k k k k
b n b n n b bn N k m     Λ Λ    

     (38) 

式中： k
bΛ 为第 k 阶叶片模态的谐调模态刚度； k

nδ 为

第 n 个叶片的失谐参数； bm 为模态截断后所选叶

片模态数。 

则失谐刚度矩阵表示为： 
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cb K            

d,cc ,

0 0
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0 0 diag[diag[(1 ) ]
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n bB 

 
 

  
  

Λ

K I K

Λ


 (39) 

4  失谐叶盘结构的减缩动力学模型 

4.1  传统减缩动力学模型 

由式(30)、式(31)、式(35)、式(39)得失谐叶盘

结构在模态坐标 cbp 下动力学方程表示为： 
cb cb cb cb

cb cb cb  M p C p K p F        (40) 

式中： cbC 为黏性模态阻尼，且  

0 0 0

0 0 0

0 0 diag[2 ]

cb

k
b

 
 

  
  

C

I Λ

     (41) 

由于叶盘结构维数为各叶片子结构的主模态

数 bm 、轮盘子结构的各次谐波主模态数 dm 和各界

面自由度数(约束模态) m 之和，而主模态都大大小

于各子结构物理自由度数。因此，最后得到了自由

度数大大降低的减缩模型。 

4.2  改进的减缩动力学模型 

若不考虑阻尼，则方程变为： 
cb cb cb

cb cb M p K p F            (42) 

其特征方程为： 
2([ ] [ ]){ } 0cb cb  K M          (43) 

求解上述特征方程可以求得 b dm m m  个

特征值，即： 2 2 2 2 2
1 , , , , , , , ,i b b d b d           。 

对应的特征向量为： 

1{ , , , , , , , , }i b b d b d                (44) 

若令 b d    ，则模态矩阵为： 

1 2[ , , , ]   Φ            (45) 

由于模态矩阵Φ对刚度和质量矩阵 cbK ， cbM

具有正交性，即有： 
T[ ]cb cb cbM M M         (46) 

T cb cbΦ K Φ K               (47) 

则结构模态方程变为： 
cb cb cb cb

cb cb cb   M p C p K p F     (48) 

设结构在动载荷作用下的响应 cbp 由 个线性无关

的向量 1 2, , ,    表示为： 

1 1 2 2cb nx x x    p          (49) 

则式(48)变为： 

 

cb cb cb cb   M X C X K X F      (50) 

即： 

1 1 1 1

2 2 2 2

. ... . ..... ..

m x c x

m x c x

m x c x   

 

       
       

                            

 

 

 

 

1
1 1

2 2 2

. ... .....

cb

cb

cb

k x

k x

k x 




                                   

F

F

F

      (51) 

得到尚未连接的整个结构的运动方程。 

由振动理论知，结构动力特性主要由少数低阶

模态决定，当减缩后的自由度数仍然很高时，则式

(49)可进一步表示为： 

1 2
1

1 2 ... i i
i

cb x x x x


   


     ，p      (52) 

将式(52)代入式(50)或式(51)中，则方程变为： 

1 1[ ] { } [ ] { }
cb cb

          M X C X   

1 1[ ] { } { }cb
       cbK X F     (53) 

式中： [ ]cb
m mM 、 [ ]cb

m mC 、 [ ]cb
m mK 分别为二次

减缩模态质量矩阵、阻尼矩阵、刚度矩阵： 
T

T

T

[ ]

[ ]

[ ]

cb cb

cb cb

cb cb

M M

C C

K K

       

       

       

   

   

   

 

 

 







 

 

 

      (54) 

由于子结构的综合是在各子结构模态坐标 p

的集合 cbp 中进行的，所以约束条件应该用 cbp 来

表示。显然， cbp 与模态矩阵 φ有关，选用不同的

φ，约束条件的表达式也有所不同。 

设已知连接界面点的位移在物理坐标中的相

容方程为： 
0cb Hp                (55) 

式中，H为约束方程系数矩阵。 
即：            1 0    H X            (56) 

令              B HΦ                 (57) 
即              1 0 BX                 (58) 

将式(53)、式(58)联立起来即得到子结构连接后

的整体结构的运动方程。由于子结构之间的相互约

束，因此式中已含有不独立的坐标，若将 X 分解为

独立坐标 iX 和非独立坐标 fX ，则式(58)变为： 
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[ ] 0
i

i f
f

    
  

X
B B

X
            (59) 

则 X 表示为： 

1

i
i i

f f i


              

IX
X X SX

X B B
    (60) 

将式(60)代入式(53)且左乘 T[ ]S ，得： 
* * * *cb

i i i   M X C X K X F        (61) 

式中： 
* T cbM S M S ， 

* T cbC S C S， 
* T cbK S K S 。 

式(61)实质为 m 个独立的微分方程，则可求得

整体结构的固有频率以及主模态、频率响应、运动

情况等。 

5  失谐叶盘结构的模态分析 

5.1  模态综合法的分析流程 

模态综合法是求解大型复杂结构一种十分有

效的手段，主要是通过把整体结构分为若干子部件

来进行分析，将结构的特征矩阵进行缩聚，再组装

求解其模态频率，其分析流程如图 1 所示。 

 
图 1  模态综合法分析流程图 

Fig.1  Flow chart of the component modal synthesis 

5.2  航空发动机叶盘结构的组合结构建模 

航空发动机叶盘结构主要是由轮盘和叶片这

两个重要结构和众多附件组成，其性能的优劣主要

受组合结构性能的影响，所以研究发动机的组合结

构的建模及其动态性能有着重要的意义，轮盘+叶

片组合结构的子结构层次如图 2 所示。 

 
图 2  轮盘+叶片的子结构层次图 

Fig.2  Substructure level hierarchy chart of the  

blades and disks  

5.3  叶盘结构的子结构有限元模型 

以某型发动机的一级压气机转子为例进行分

析，采用改进的混合界面子结构模态综合法建立有

限元模型，并把它们有效地、动态地连接起来，各

子结构的材料参数列于表 1 中，综合过程如图 3   

所示。 

表 1  子结构的材料参数 

Table 1  Material parameters of the substructures 

子结构 E/(×105MPa)   /(t/mm3) 

叶片 1.01 0.32 4.48×109 

轮盘 1.84 0.3143 8.56×109 

注：E 为弹性模量； 为泊松比； 为密度 

C
A

A

B

 
图 3  子结构的综合过程 

Fig.3  Combination process of the substructures 

由于加工误差、材料分散等因素的影响，实际

制造出来的各个叶片其材料性能可能会存在一定

的差异，通过改变叶片弹性模量的方式进行模拟。

实际为叶片刚度的失谐，而其它结构参数保持不

变，在此设随机第 j 个叶片的失谐量为 3%。 

5.4  模态分析 

对于求解航空发动机叶盘这样大型的复杂机

械结构，虽然矢量迭代法及 Rayleign-Ritz(R-R)法等

可以求解，但不能保证较好的精度。子空间迭代法

不但保证了一定的精度，且比较经济，但 Lanczos

法计算过程大大简化，对于同样的问题比子空间迭
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法快出 5 倍~10 倍，是一种计算效率更高的求解法。

故本文采用该方法计算，当转速为 11000r/min 时，

比较分析了相对典型的的模态频率，如表 2 所示。 

表 2  各种方法求得模态及其偏差对比 

Table 2  Modal and deviation analysis of the improved hybrid 

interface substructure CMS method to compare with the 

traditional and the overall structure FEM 

传统混合界面模态综合法 改进混合界面模态综合法
阶数 

整体法/ 

Hz 模态/Hz 误差/(%) 模态/Hz 误差/(%)

1 263.5 263.5 0 263.5 0 

3 285.7 285.7 0 285.7 0 

5 342.5 342.5 0 342.5 0 

10 374.6 374.1 0.13 373.9 0.19 

26 411.3 410.5 0.19 410.4 0.22 

28 442.6 442.6 0 442.1 0.11 

30 692.6 690.2 0.34 690.1 0.36 

33 786.7 783.4 0.42 784.2 0.32 

50 788.2 784.5 0.47 783.7 0.57 

51 972.6 968.4 0.43 969.6 0.31 

60 1115.7 1111.4 0.39 1110.2 0.49 

70 1116.8 1111.3 0.49 1115.1 0.15 

80 1203.7 1201.8 0.16 1201.1 0.22 

由表 2 可以看出采用改进混合界面子结构模态

综合法和传统的混合界面子结构模态综合法的精

度计算精度与整体法相比都有一定的误差，但是都

在合理的范围内，不论是对于理论研究还是实际工

程的应用中都是可接受的。 

为研究采用改进混合界面子结构模态综合法

在计算不同模态阶数时对计算效率的影响，在相同

配置的计算机上，分别采用整体法，传统法以及该

方法计算了叶盘结构的前 10 阶、20 阶、30 阶、40

阶、50 阶、60 阶、70 阶模态，将他们的计算时间

进行对比，如表 3 所示。 

表 3  各种方法求得不同阶数的计算时间及节省率 

Table 3  Computational time and saving rates of the improved 

hybrid interface substructure CMS method to compare with the 

traditional and the overall structure FEM 

传统混合界面模态综合法 改进混合界面模态综合法阶 

数 

整体法计

算时间/min 计算时间/min 节省率/(%) 计算时间/min 节省率/(%)

10 12.3 10.5 14.63 9.2 25.20 

20 17.6 14.8 15.91 13.4 23.86 

30 25.7 18.7 27.23 17.6 31.52 

40 53.7 40.2 25.14 37.8 29.60 

50 82.4 65.2 20.87 61.7 25.12 

60 100.7 71.3 29.20 68.4 32.08 

70 120.2 85.9 28.54 80.7 32.86 

由表 2 和表 3 发现改进和传统的混合界面子结

构模态综合法的计算结果与整体有限元模型相比，

模态频率十分接近，误差分别为 0~0.49%、0~0.57%，

计算精度较高，满足工程要求；从计算效率来看，

在相同的工作环境下的计算时间都有所降低，分别

节省时间 14.63%~29.20%、23.86%~35.74%，可见

本文采用的改进的混合界面模态综合法在保证精

度的前提下，计算效率更高。 

6  结论 

(1) 分析推导了改进混合界面子结构模态综合

法的基本理论，包括固定界面叶片子结构的减缩模

型、自由界面轮盘子结构减缩模型、混合界面叶盘

结构的减缩模型的综合，给出了阶次激励力而且对

叶盘结构进行了失谐模拟，在模态综合过程中，引

入了位移和力的双协调条件，使得分析更切合实

际，更加准确。 

(2) 给出了失谐叶盘结构的减缩模型的动力学

方程，该方程解决了传统模型中可能存在减缩后规

模大的问题，使得模型在保持精度的条件下，计算

效率大大提高。 

(3) 采用改进混合界面子结构模态综合法对航

空发动机失谐叶盘结构进行了模态分析，研究发

现，与整体结构有限元模型相比，固有频率的相对

误差小于 0.57%，满足工程要求，且本文提出的方

法在计算效率上却比传统混合界面子结构模态综

合法提高了大约 6.54%~9.23%，因此采用该方法建

立大型复杂组合结构的有限元模型进行模态分析

是可行的。 
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寿命、开裂位置和开裂方位。预测疲劳寿命与橡胶

隔振器实测疲劳寿命的对比结果表明，基于本文橡

胶多轴疲劳寿命方法预测寿命分布在实测寿命 2 倍

分散因子之内，满足工程疲劳实际的要求。 
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