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温度场中输流碳纳米管的 
热弹性参数振动稳定性分析 

梁  峰，包日东 
(沈阳化工大学能源与动力工程学院，辽宁，沈阳 110142) 

摘  要：应用非局部粘弹性欧拉梁模型研究不同温度场中输送脉动流碳纳米管的热弹性参数振动稳定性问题。包

含有小尺度项和热效应项的控制方程通过 Galerkin 法离散后，用平均法对其进行求解，得到了管道稳定性边界的

解析表达式。利用数值算例分析各参数对稳定性边界的影响发现：纳米管在高温温度场中的参数振动稳定性要比

低温场中降低很多；提高温度变化量和非局部参数值，在低温场中可以增强系统稳定性，而在高温场中却会降低

系统稳定性；不论在高温还是低温场中，提高纳米管粘弹性系数都会增强系统稳定性，但在高温场中，管材粘弹

性的这种作用会比在低温场中降低很多。该文结论可为输流纳米机械的结构设计和热弹性振动分析提供理论   

基础。 
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THERMOELASTIC PARAMETRIC RESONANCE STABILITY OF A FLUID- 
CONVEYING CARBON NANOTUBE IN TEMPERATURE FIELDS 

LIANG Feng , BAO Ri-dong 

(School of Energy and Power Engineering, Shenyang University of Chemical Technology, Shenyang, Liaoning 110142, China) 

Abstract:  A nonlocal viscoelastic Euler-Bernoulli beam model is developed to investigate the thermoelastic 

parametric resonance stability of a pulsating-fluid-conveying carbon nanotube (CNT) in different temperature 

fields. After discretized by the Galerkin method, the governing equation with small scale and thermal effect terms 

is solved by the averaging method and the analytical expression of stability boundary is obtained. It is found 

through numerical examples that the stability of the CNT in higher temperature fields is much poorer than that in 

lower ones. Increase of temperature change and nonlocal parameter in lower temperature fields can enhance the 

stability of the CNT, but it will reduce in higher temperature fields. Increase of viscoelastic coefficient in higher 

and lower temperature fields can both enhance the stability of the CNT, but this viscoelastic effect of the material 

on the stability will decrease in higher temperature fields. The conclusions drawn in the present paper are 

expected to be helpful for the structural design and thermoelastic vibration analysis of fluid-conveying 

nanodevices. 
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碳纳米管作为一种新型的优质纳米材料，目前

已经引起了众多研究学者和工程技术人员的关注。

1991年，日本电子显微镜专家饭岛在高分辨透射电

子显微镜下检验石墨电弧设备中产生的球状碳分



 工    程    力    学 239 

子时，意外发现了由管状的同轴纳米管组成的碳分

子，即多壁碳纳米管(Carbon nanotube)。1993年，

他又发现了单壁碳纳米管。研究表明，碳纳米管具

有十分优异的力学、电磁学和化学性能，其弹性模

量极高，可达1.0TPa，强度是钢的100倍，是已知材

料中最高的，但密度仅为钢的1/6，无论是强度还是

韧性都远远优于任何已知纤维材料。碳纳米管作为

复合材料的增强体，表现出了良好的强度、弹性、

抗疲劳性，同时还具有耐强酸、强碱，在空气中973K

以下基本不被氧化等优良性质。目前，碳纳米管已

经在物理、化学、生物、电子和材料等领域得到了

广泛的研究和应用，而它所引发的碳纳米管力学也

已在国际上形成了研究热点。Yoon等[1]利用多弹性

梁模型研究了孤立的多壁碳纳米管的振动问题，发

现其非同轴振动将会大大影响碳纳米管的电子、光

学等物理特性； Natsuki等[2]利用连续欧拉梁模型研

究了双壁碳纳米管的自由振动问题；Zhang等[3]分析

了小尺度效应对轴向载荷作用下碳纳米管屈曲稳

定性的影响；Khosrozadeh等[4]则对弹性介质中碳纳

米管的非线性自由振动进行了深入研究。 

由于碳纳米管具有小尺度、低密度、高强度和

高硬度等特性，加之完美的空心圆柱形几何结构，

使其成为纳米尺度下流体储藏与输运的重要载体。

碳纳米管可以作为气体存储的纳米容器，输运流体

的纳米管道，最小的毛细血管，纳米级化学试管等，

还可以将液态金属填充在碳纳米管内部，使其成为

纳米级温度计。由于碳纳米管具有良好的力学、电

学和化学特性，其内壁又是极其光滑的，因此可以

被用来快速和安全地输送液氢等燃料，为能源的输

送提供新的解决办法。另外，植物细胞输水的过程、

医学领域的药物流体在蛋白质中输送、生物体中选

择性输运粒子流的特性都和碳纳米管输运流体的

问题有着相似的动力学机理，都可以用碳纳米管输

送流体的动力学模型来描述。 

作为一种典型的小尺度高流速流固耦合系统，

输流碳纳米管常常会表现出极其丰富的动力学现

象。Yoon 等[5]和 Reddy 等[6]应用单弹性梁模型研究

了输流碳纳米管的自由振动和结构不稳定性，证明

了纳米管道内部的高速流体对管道的振动频率和

振幅衰减率有明显影响；基于此项研究，Wang 等[7]

应用多弹性梁模型研究了输流双壁碳纳米管的固

有频率和屈曲失稳特性，发现其共振频率决定于流

体流速，当流速达到一定值时，碳纳米管就会发生

屈曲失稳；Yan 等[8―9]的研究结果也证明了内部高

速流体和层间的范德华力是引起输流多壁碳纳米

管失稳的重要原因。但总体来说，研究碳纳米管固

体力学行为的文献很多，而关于碳纳米管内流体流

动问题的研究则较少，有关流固耦合下，尤其是脉

动内流作用下碳纳米管的动力学行为以及振动稳

定性方面的研究报道就更少。随着纳米科技的发

展，输流纳米结构在工业工程、生物、医疗等领域

的应用日益广泛，而其力学问题也应该得到广泛关

注。这也是本文研究的意义所在。 

碳纳米管的纳米级壁厚使得其对温度具有相

当的敏感性。而输流碳纳米管又常常工作在各种温

度环境中，因此深入研究热效应对输流碳纳米管动

力学特性的影响具有重要意义。目前，有部分文献

对输送定常流碳纳米管的热弹性振动问题进行了

研究。其中，Chang 等[10]研究了热效应对输流单壁

碳纳米管屈曲稳定性的影响；Zhen 等[11]研究了生物

软组织中输流双壁碳纳米管的热弹性振动问题；

Ansari等[12]则对弹性介质中输流单壁碳纳米管的考

虑热效应的非线性振动问题进行了研究。实际上，

不论是纳米管还是大尺度管道，其内部流体动力源

大多为脉动形式，因此绝对的定常内流只是一种理

想模型，而绝大多数管内流态都是脉动的。但目前

尚未发现有对脉动流作用下碳纳米管的热弹性参

数振动问题开展的研究。鉴于此，本文应用非局部

粘弹性欧拉梁模型研究不同温度场中输送脉动流

碳纳米管的参数振动稳定性问题，重点分析热效

应、非局部效应及纳米管的粘弹性特性对系统稳定

性的影响。所得结论可为工程输流纳米机械的设计

分析提供一定的理论基础。 

1  输流碳纳米管模型及控制方程 

图1所示为两端铰支输流碳纳米管的力学模

型。假定管内流体为均匀流，且管道只发生横向面

内振动y(x, t)，管道轴线沿x轴，t为时间变量，则由

非局部弹性和热弹性理论，并根据管道和流体单元

的力和力矩的平衡，可以得到温度场中输流碳纳米

管的横向振动控制方程为[10]： 


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式中：c、E、I、L、m分别为管道的Kelvin-Voigt型

粘弹性系数、弹性模量、截面惯性矩、长度、单位

长度的质量；Nt为由热效应引起的轴向常力；e0a为

表征纳米尺度效应的非局部参数；M为管内流体单

位长度的质量，U为流速。若Nt=e0a=0，则式(1)将

退化为经典的欧拉型方程。此外，在研究纳米管中

微流体的微流动特性时，通常主要考虑流体的小尺

度效应，但在研究管道的振动特性时，流体的小尺

度效应对其影响要远小于纳米管本身小尺度效应

对其的影响，因此本文研究中暂不考虑流体的小尺

度效应。 

 
图 1  两端铰支输流碳纳米管模型 

Fig.1  Model of a pinned-pinned CNT conveying fluid 

根据热弹性力学理论，轴向力 Nt 可表示      

为[10―13]： 
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式中： 为管材泊松比；αx为管道轴向热膨胀系数；

T为温度变化量。 

引入无量纲变量和参数： 
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则式(1)可转化为如下无量纲形式： 
2
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式中，( )和 (   ) 分别表示 ( ) /   和 ( ) /   。考

虑脉动流情况，设式(4)中流速为： 

0[1 cos( )]u u                  (5) 

式中：u0 为平均流速；ω和 μ分别为无量纲脉动频

率和幅值 (μ<<1)。将式 (5)代入式 (4)后用两振型

Galerkin 展开式： 
2

1

( , ) ( ) ( )i i
i

q     


            (6) 

进行离散化处理，式中， ( )iq  为广义坐标， ( )i 

为两端铰支梁的振型函数。则由振型的正交性并经

适当变换后可得一阶微分方程组： 

1 2 3sin( ) cos( )       q Sq B q B q B q (7) 

式中， T
1 2 3 4[ ]q q q qq ， 3 1q q  ， 4 2q q  ，

  ，而 S, B1, B2, B3 的表达式因篇幅所限这里

略去。 

2  平均法求解 

平均法作为一种简单有效的摄动法，已被广泛

应用于各种动力学系统的振动分析中[14―15]。本文采

用该方法来分析输流碳纳米管的参数振动稳定性

问题。为推导平均化方程，首先作变换 q Vz，

  ，并代入式(7)中，可得： 

1 2 3

1
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Ω
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式中： (   ) 表示 ( ) /   ；转换矩阵 V由 S的特征

向量组成，且 T
1 2 3 4[ ]z z z zz ， 1Ω V SV ，

1
i i

A V BV ( 1,2,3i  )。考虑脉动流频率 ω在某一

固定频率 ω0附近变化，可通过引入小参数 
表示为： 0(1 )    。作变换： 

2 1 2cos , sin , 1, 2i i i i i iz a z a i          (9) 

式中， i i in    ， 0/i in   ，ω1 和 ω2 为系统

前两阶固有频率，a1、a2、θ1 和 θ2 均为 的函数。

利用平均化算子
0

lim (1 / ) ( )d
T

T
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  对变换后所得等

式的右端进行平均，则可以得到幅值—相角形式的

平均化方程。当 ni 取不同值时，可以发生几种不同

形式的参数共振。本文研究 ω0=2ω1 (n1=1/2)，即第

一阶主参数共振的情况。 

当 n1=1/2 时，系统平均化方程为： 
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式中： ij
nA 代表矩阵 An(n=1, 2, 3)的第 i 行第 j 列； 1U

和 1V 是 ij
nA 的函数； 11 22

1 3 3Λ A A  ； 33 44
2 3 3Λ A A  ；

10 1 12 arctan( / )V U  。从式(10)中可以看出，此时

第一和第二振型运动是相互解耦的。而通过数值计

算可以知道，当 u0< ucr (发散失稳临界流速)时，
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33 44
3 3 0A A  ， 11 22

3 3 0A A  ，所以由式(10)中第三

式可知，第二振型的运动将因逐渐衰减而停止，管

道的动态稳定性最终将取决于由式(10)的前两式决

定的第一振型运动的稳定性。通过对前两式进行适

当变换后，可得到第一振型零解的稳定条件为： 
2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1( 2 ) ( ) 0U V Λ             (11) 

若系统不满足式(11)条件，则将发生第一阶主参数 

共振。 

3  结果分析和讨论 

本节中将通过数值算例来分析碳纳米管在脉

动内流作用时的参数振动稳定性。算例中的碳纳米

管采用以下几何和物理参数 [10,13]：纳米管密度

ρt=2.3g/cm3，外半径Ro=3.5nm，壁厚h=0.34nm，长

径比 L/(2Ro)=100 ，E=1TPa ，  =0.3，内流密度

ρw=1g/cm3。由Jiang等[16]的研究可知，纳米管的热

膨胀系数在低温或室温环境中为负值，而在高温环

境中为正值。本文低温场中取αx=–1.6×106K1 [17]，

高温场中取αx=1.1×106K1[17]。其他系统参数值取

为：c=0，e0a=70nm，U=100m/s(下面各图中未具体

给定的参数值均取该组数值)。 

图2给出了不同温度场中由式(11)确定的ω-μ平

面上第一阶主参数共振边界曲线随温度变化量的

变化。其中曲线内部为发生参数共振区域，外部为

稳定区域。图中同时给出了利用四阶Runge-Kutta

数值方法计算的失稳边界。可以看出，二者结果相

当吻合，证明了平均法在求解稳定性边界时的精确

性。此外，由图2可见，不同温度场中温度变化对

稳定性区域的影响是截然不同的。首先，高温场中

共振区域面积明显大于低温或室温场中相同参数

下的共振区域面积，说明高温场中引起参数共振的

频率范围更大，即管道在高温场中的稳定性要比低

温场中降低很多。其次，随着温度变化量的增加，

在高温场中，共振区域将向低频方向移动，表明共

振频率降低，而且共振区域也增大，说明管道稳定

性降低，而在低温场中，不仅共振频率升高，而且

共振区域也减小，说明管道稳定性增强。可见，周

围温度环境对输流碳纳米管的参数共振稳定性有

很重要的影响。 

图3分析了不同温度场中管道稳定性区域随非

局部参数的变化。图中除了再次反映出相同参数下

管道在高温场中的稳定性要比低温场中弱外，我们

还可以发现，增大非局部参数值，在高温场中会降

低共振频率，还会增大共振区域，使管道稳定性降

低；而在低温场中，虽然共振频率也会降低，但共

振区域却会明显减小，即管道稳定性得到增强。这

一结论表明，系统参数对管道稳定性的影响规律会

随着温度环境的改变而发生变化，也再次体现了输

流碳纳米管参数共振稳定性对周围温度环境的依

赖性。 

 
图 2  不同温度场中碳纳米管稳定性区域 

随温度变化量 T 的变化 

Fig.2  Variation of stability regions of the CNT with 

temperature change T in different temperature fields 

 
图 3  不同温度场中碳纳米管稳定性区域 

随非局部参数 e0a 的变化 

Fig.3  Variation of stability regions of the CNT with nonlocal 

parameter e0a in different temperature fields 

图4分析了不同温度场中管道稳定性区域随管

材粘弹性系数的变化。由图可见，不论在哪种温度

场中，增强管材粘弹性都不会影响管道共振频率，

但会使管道稳定性增强，然而相比之下，改变相同

的粘弹性系数值在高温场中使管道稳定性的增强

程度远不如在低温场中，这说明高温环境会削弱管

材粘弹性对管道参数振动的抑制作用，这对管道的

稳定性是很不利的。 

综上可知，输流碳纳米管所处的温度场对其稳

定性有重要的影响，尤其是高温环境，对其稳定性

是相当不利的。这是输流碳纳米管一个很重要的特

性。此外，从控制式(1)和最后的结果中也可以看出，

环境温度的变化实质上是使管道产生了附加的轴
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向力，其在不同温度场中会表现为拉力或压力，这

是导致管道固有频率和参数共振稳定性区域发生

变化的主要原因。 
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图 4  不同温度场中碳纳米管稳定性区域 

随粘弹性系数 c 的变化 

Fig.4  Variation of stability regions of the CNT with 

viscoelastic coefficient c in different temperature fields 

4  结论 

本文应用非局部粘弹性欧拉梁模型研究了不

同温度场中输送脉动流碳纳米管的热弹性参数振

动稳定性问题。通过文中分析，可得到以下结论： 

(1) 纳米管在高温温度场中的参数振动稳定性

要比低温场中降低很多。 

(2) 提高温度变化量和非局部参数值，在低温

场中可以增强系统稳定性，而在高温场中却会降低

系统稳定性。 

(3) 增强纳米管粘弹性在各种温度场中均可以

提高系统的稳定性，但高温环境会明显削弱管材粘

弹性对稳定性的这种作用。 

总之，高温环境无论对输流碳纳米管的本身稳

定性还是对其他参数对稳定性作用的影响都是不

利的。因此在进行输流纳米机械的设计时，应着重

考虑实际工况的温度条件，尽量避免长时间高温工

作，以保证纳米管安全、稳定地工作，延长纳米管

的寿命。 
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