
2.5 格林(Green)函数法

2.5.1   Green函数

区域V上单位点电荷激发的满足一定边界条件的电势就称为该区

域上这类边值问题的Green函数。换句话说，若记Green函数为

G(x,x’)，(x’表示源点坐标，x表示场点坐标)，区域V上的Green函
数G(x,x’)就是Poisson方程

满足一定边界条件的解。

若G在区域边界面S上满足

称这样的G为区域V上第一类边值问题的Green函数。

若G在区域边界面S上满足

称这样的G为区域V上第二类边值问题的Green函数。
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注意：第二类边值问题的边界条件不能取为
 

,
这是因为对方程作包含x’点的体积分，并利用高斯定理后，则得
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最简单的取法是
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2.5.2 几种简单边界的Green函数





2.5.3  用Green函数表示Poisson方程边值问题的解

即如何从Green函数得到Poisson方程边值问题的解。

Poisson方程的边值问题是在区域V内求满足Poisson方程

在区域边界面S上满足第一类(已知
 

)或第二类(已知
 

)
边界条件的解。
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为了把区域V内的电势解
 

和区域V上相应边值问题的Green函
数联系起来，把Green公式

应用到区域V上，且取上式中的φ为待求的电势φ(x)，取ψ为区域

V上相应边值问题的Green函数G(x, x’)。
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为了符合习惯，把积分变量x变成x’，同时交换G(x, x’)中x和x’的
位置得

利用Poisson方程，上式左边第一项化为

由Green函数的定义式，第二项化为

于是有



对于Poisson方程第一类边值问题，考虑到第一类边值问题的

Green函数满足G(x’,x)|S =0,有

对于第二类边值问题，考虑到相应Green函数满足的边界条件有
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其中
 

是电势在界面S上的平均值。当曲面面积
 
时，

，得到
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根据以上讨论可以得出如下结论：

只要求出区域V上的Green函数，相应的边值问题就可解决。



由于Green函数与问题中给出的电荷分布及边界面上φ或

的具体函数形式无关，所以一旦给出某个区域上的Green函数，

则该区域上各种电荷分布情况下，同类型的边值问题都可得到

解决。从这个意义上说，Green函数方法是电磁场计算、分析中

的普遍方法。
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在使用Green函数方法求某个区域上的场时，首先需要求这个区

域相应边值问题的Green函数。但求一个区域上的Green函数一

般不是一件轻而易举的事。只有当区域具有简单几何形状时才

能得出解析的解。

以下我们主要讨论第一类边值问题的Green函数。



2.5.4   格林函数法解题步骤

(一)  由题设边界条件判断是哪一类边值问题。然后根据

边界面的形状决定取哪—个格林函数．

(二)  选定格林函数后，求出它的具体函数形式以及它在

边界面上的函数值或法向微商代入积分计算．

(三)  格林函数的选法有时不止一种，但关键是要把格林

公式中含有未知量部分的积分变为零．







例
 

在无穷大导体平面上有半径为a的圆，圆内和圆外用极
 狭窄的绝缘环绝缘．设圆内电势为Vo，导体板其余部分电
 势为0，求上半空间的电势．





解：因为给定的是球面边界上的电势值，

因此首先需要求球外空间的第一类

格林函数。按照第一类格林函数的

含义，可利用镜像法的结果。只要

令q=1，位置在
 

的点电荷，

其像电荷
 

位置在
 

则球外空间

的第一类格林函数为



因此可得

上 球
 外的电势分布．尽管现在上式的积分计算很困难，但原则问

 题已经解决了．
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