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摘 要: 针对传统近似非齐次灰建模可能出现参数复数解的问题,提出无偏灰色GM(1,1)模型的递推解法,从而减

少由差分方程向微分方程跳跃而导致误差的问题.给出不同初始条件下非齐次无偏GM(1,1)模型的递推预测公式,

并在此基础上,将递推公式运用于时间序列分段,提出基于近似非齐次无偏GM(1,1)模型的时间序列分段表示方法.

实例结果表明,所提出的递推模型能够获得较高的拟合精度,分析结果验证了基于灰色预测模型在时间序列分段表

示中的有效性和实用性.
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Abstract: As there may be complex solutions in the traditional approximate non-homogeneous GM(1,1) model, this paper

proposes the recursive solution to unbiased GM(1,1) model, which can reduce the errors from the differential equation to

differential equation. And its predictive formulas are given under differentinital conditions with the recursive method. On

this basis, by appling the recurisive formulas to time series piecewise representation, the method of time series piecewise

representation based on the new model is proposed. The results show that the recursive model has higer fitting precision, and

also verify the effectiveness and the practicability of the representation method of time series based on the grey forecasting

model.
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0 引引引 言言言

灰色系统理论是我国著名学者邓聚龙教授于

1982年所创立的,是一种研究少数据、贫信息不确定

性问题的新方法[1].为了提高预测精度, 许多学者和

实际工作者都从理论和应用上进行了广泛深入的研

究,并成功地解决了生产、生活和科学研究中的大量

实际问题.现实生活中, 具有非齐次指数特征的数据

明显多于齐次指数特征的数据,因此对于非齐次指数

特征数据的研究更具实际意义.

目前已有大量研究针对近似非齐次指数律序

列的模拟与预测, 并取得了一定的成果[2-7]. 在实际

应用中, 由最小二乘估计方法求得的近似非齐次

GM(1,1)模型的参数 𝑎可能会存在复数解, 从而使得

实验计算复杂, 并可能影响模拟精度.为了避免这种

误差,本文基于近似非齐次无偏GM(1,1)模型的统一

表达式,提出近似非齐次无偏GM(1,1)模型的递推解

法, 并在此基础上, 研究在不同初始条件下模型的递

推预测公式.

时间序列一般是海量、高维数据,在原始数据上

进行数据挖掘及分析的效率较低,因此在对数据进行

分析之前, 需要对时间序列进行降维[8]. 数据压缩及

噪声过滤大多使用的方法是数据序列的线性分段表

示方法[9-11].文献 [12]通过传统GM(1,1)模型验证了

灰色预测模型在时间序列分段表示方法上的优越性,

本文在此基础上,提出基于近似无偏GM(1,1)模型的

时间序列分段表示方法.
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1 无无无偏偏偏GM(1,1)模模模型型型的的的递递递推推推解解解法法法
定义 1 设𝑋(0) = (𝑥(0)(1), 𝑥(0)(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(0)(𝑛))为

非负序列,称𝑋(1)=(𝑥(1)(1), 𝑥(1)(2), ⋅ ⋅ ⋅, 𝑥(1)(𝑛))为𝑋(0)

的一阶累加生成算子 (1-AGO)序列,其中

𝑥(1)(𝑘) =

𝑘∑
𝑖=1

𝑥(0)(𝑖), 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.

定理 1 若𝑥(1)(𝑡)满足微分方程
d𝑥(1)

d𝑡
+ 𝑎𝑥(1) =

𝑣𝑡+ 𝑤,即

𝑥(1)(𝑘) =[
𝑥(1)(1) +

𝑣

𝑎(e𝑎 − 1)
− 𝑤

𝑎
− 𝑣

𝑎

]
e−𝑎(𝑘−1)+

𝑣

𝑎
𝑘 +

[𝑤
𝑎
− 1

𝑎(e𝑎 − 1)
𝑣
]

的充分必要条件是

𝑥(1)(𝑘) = e−𝑎𝑥(1)(𝑘 − 1) +
e𝑎 − 1

𝑎e𝑎
𝑣𝑘 + 𝑤

e𝑎 − 1

𝑎e𝑎
,

𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (1)

证证证明明明 1)必要性. 将𝑥(1)(𝑘−1)代入 e−𝑎𝑥(1)(𝑘−
1) +

e𝑎 − 1

𝑎e𝑎
𝑣𝑘 + 𝑤

e𝑎 − 1

𝑎e𝑎
,可得

e−𝑎𝑥(1)(𝑘 − 1) +
e𝑎 − 1

𝑎e𝑎
𝑣𝑘 + 𝑤

e𝑎 − 1

𝑎e𝑎
=

e−𝑎
{[

𝑥(1)(1) +
𝑣

𝑎(e𝑎 − 1)
− 𝑤

𝑎
−

𝑣

𝑎

]
e−𝑎(𝑘−1−1) +

𝑣

𝑎
(𝑘 − 1)+[𝑤

𝑎
− 1

𝑎(e𝑎 − 1)
𝑣
]}

+
e𝑎 − 1

𝑎e𝑎
𝑣𝑘 + 𝑤

e𝑎 − 1

𝑎e𝑎
=[

𝑥(1)(1) +
𝑣

𝑎(e𝑎 − 1)
− 𝑤

𝑎
− 𝑣

𝑎

]
e−𝑎(𝑘−1)+

𝑣

𝑎
𝑘 +

[𝑤
𝑎
− 1

𝑎(e𝑎 − 1)
𝑣
]
= 𝑥(1)(𝑘).

可证等式

𝑥(1)(𝑘) = e−𝑎𝑥(1)(𝑘 − 1) +
e𝑎 − 1

𝑎e𝑎
𝑣𝑘 + 𝑤

e𝑎 − 1

𝑎e𝑎

成立. 必要性得证.

2)充分性. 因为
𝑥(1)(𝑘) = e−𝑎𝑥(1)(𝑘 − 1) +

e𝑎 − 1

𝑎e𝑎
𝑣𝑘 + 𝑤

e𝑎 − 1

𝑎e𝑎
,

即,①当 𝑘 = 2时

𝑥(1)(2) =

e−𝑎𝑥(1)(1) + 2
e𝑎 − 1

𝑎e𝑎
𝑣 + 𝑤

e𝑎 − 1

𝑎e𝑎
=

𝑥(1)(1)e−𝑎 +
[ 𝑣

𝑎(𝑒𝑎 − 1)
− 𝑣

𝑎

]
𝑒−𝑎−

𝑣

𝑎(𝑒𝑎 − 1)
+

2𝑣

𝑎
+

𝑤

𝑎
− 𝑤

𝑎
𝑒−𝑎 =[

𝑥(1)(1) +
𝑣

𝑎(𝑒𝑎 − 1)
− 𝑤

𝑎
− 𝑣

𝑎

]
𝑒−𝑎+

2𝑣

𝑎
+
[𝑤
𝑎
− 𝑣

𝑎(𝑒𝑎 − 1)

]
.

显然等式成立.

②当 𝑘 = 𝑡时,等式成立,即

𝑥(1)(𝑡) =[
𝑥(1)(1) +

𝑣

𝑎(e𝑎 − 1)
− 𝑤

𝑎
− 𝑣

𝑎

]
e−𝑎(𝑡−1)+

𝑣𝑡

𝑎
+
[𝑤
𝑎
− 𝑣

𝑎(e𝑎 − 1)

]
,

则,当 𝑘 = 𝑡+ 1时

𝑥(1)(𝑡+ 1) =

e−𝑎𝑥(1)(𝑡) +
e𝑎 − 1

𝑎e𝑎
𝑣(𝑡+ 1) +

e𝑎 − 1

𝑎e𝑎
𝑤 =

e−𝑎
[
𝑥(1)(1) +

𝑣

𝑎(e𝑎 − 1)
− 𝑤

𝑎
− 𝑣

𝑎

]
e−𝑎(𝑡−1)+

𝑣𝑡

𝑎
e−𝑎 +

[𝑤
𝑎
− 𝑣

𝑎(e𝑎 − 1)

]
e−𝑎+

e𝑎 − 1

𝑎e𝑎
𝑣(𝑡+ 1) +

e𝑎 − 1

𝑎e𝑎
𝑤 =[

𝑥(1)(1) +
𝑣

𝑎(e𝑎 − 1)
− 𝑤

𝑎
− 𝑣

𝑎

]
e−𝑎(𝑡+1−1) +

𝑣𝑡

𝑎e𝑎
+

e𝑎 − 1

𝑎e𝑎
𝑣(𝑡+ 1)− 𝑣

𝑎e𝑎(e𝑎 − 1)
+

𝑤

𝑎e𝑎
+

e𝑎 − 1

𝑎e𝑎
𝑤 =[

𝑥(1)(1) +
𝑣

𝑎(e𝑎 − 1)
− 𝑤

𝑎
− 𝑣

𝑎

]
e−𝑎(𝑡+1−1)+

𝑣

𝑎
(𝑡+ 1) +

[𝑤
𝑎
− 𝑣

𝑎(e𝑎 − 1)

]
等式成立.

由①和②可知,对于任意 𝑘 ⩾ 2,等式

𝑥(1)(𝑘) =[
𝑥(1)(1) +

𝑣

𝑎(e𝑎 − 1)
− 𝑤

𝑎
−

𝑣

𝑎

]
e−𝑎(𝑘−1) +

𝑣

𝑎
𝑘 +

[𝑤
𝑎
− 𝑣

𝑎(e𝑎 − 1)

]
均成立. 充分性得证. □

定义 2 𝑋(0)和𝑋(1)如定义 1所述, 若参数列 �̂�

= (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3)
T满足式 (2),则称无偏灰色模型的最小

二乘估计参数列满足

�̂� = (𝐵T𝐵)−1𝐵T𝑌.

其中

𝑌 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑥(1)(2)

𝑥(1)(3)
...

𝑥(1)(𝑛)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝐵 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑥(1)(1) 2 1

𝑥(1)(2) 3 1
...

...
...

𝑥(1)(𝑛− 1) 𝑛 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (2)

定 理 2 设𝑌、𝐵和 �̂�如 定 义 2所 述, �̂� =

(𝐵T𝐵)−1𝐵T𝑌 , 取初始值𝑥(1)(1) = 𝑥(0)(1), 则无偏

估计模型的解为

𝑥(1)(𝑘) =⎧⎨⎩

[
𝑥(1)(1)+

𝑢1𝑢2

(1−𝑢1)2
+

𝑢2

𝑢1−1
+

𝑢3

𝑢1−1

]
𝑢𝑘−1
1 −

𝑢2

𝑢1 − 1
𝑘 − 𝑢1𝑢2

(1− 𝑢1)2
+

𝑢3

1− 𝑢1
, 𝑢1 ∕= 1;

𝑥(1)(1) +
(𝑘 − 1)(𝑘 + 2)

2
𝑢2 + 𝑢3𝑘, 𝑢1 = 1;

(3)
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𝑥(0)(𝑘) =

⎧⎨⎩

[
(𝑢1 − 1)𝑥(1)(1) +

𝑢1𝑢2

𝑢1 − 1
+

𝑢2 + 𝑢3

]
𝑢𝑘−2
1 − 𝑢2

𝑢1 − 1
, 𝑢1 ∕= 1;

𝑢2𝑘 + 𝑢3, 𝑢1 = 1.

(4)

其中 𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.

证证证明明明 由𝑥(1)(𝑘) = 𝑢1𝑥
(1)(𝑘 − 1) + 𝑢2𝑘 + 𝑢3可

知

𝑥(1)(2) = 𝑢1𝑥
(1)(1) + 2𝑢2 + 𝑢3,

𝑥(1)(3) = 𝑢1𝑥
(1)(2) + 3𝑢2 + 𝑢3,

...

𝑥(1)(𝑛) = 𝑢1𝑥
(1)(𝑛− 1) + 𝑛𝑢2 + 𝑢3.

将𝑥(1)(𝑡− 1)依次代入𝑥(1)(𝑡), 𝑡 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘,可

得

𝑥(1)(𝑘) =

𝑢1𝑥
(1)(𝑘 − 1) + 𝑢2𝑘 + 𝑢3 =

𝑢1[𝑢1𝑥
(1)(𝑘 − 2) + 𝑢2(𝑘 − 1) + 𝑢3] + 𝑢2𝑘 + 𝑢3 =

𝑢2
1𝑥

(1)(𝑘 − 2) + [𝑢1(𝑘 − 1) + 𝑘]𝑢2 + (𝑢1 + 1)𝑢3 =

𝑢2
1[𝑢1𝑥

(1)(𝑘 − 3) + 𝑢2(𝑘 − 2) + 𝑢3]+

[𝑢1(𝑘 − 1) + 𝑘]𝑢2 + (𝑢1 + 1)𝑢3 =

𝑢2
1𝑥

(1)(𝑘 − 3) + [𝑢2
1(𝑘 − 2) + 𝑢1(𝑘 − 1)+

𝑘]𝑢2 + (𝑢2
1 + 𝑢1 + 1)𝑢3 =

...

𝑢𝑘−1
1 𝑥(1)(1) +

𝑢𝑘−1
1 − 𝑘

𝑢1 − 1
𝑢2 − (1− 𝑢𝑘−1

1 )
𝑢1𝑢2

(1− 𝑢1)2
+

(1− 𝑢𝑘−1
1 )

𝑢3

1− 𝑢1
.

当𝑢1 ∕= 1时

𝑥(1)(𝑘) =[
𝑥(1)(1) +

𝑢1𝑢2

(1− 𝑢1)2
+

𝑢2

𝑢1 − 1
+

𝑢3

𝑢1 − 1

]
𝑢𝑘−1
1 −

𝑢2

𝑢1 − 1
𝑘 − 𝑢1𝑢2

(1− 𝑢1)2
+

𝑢3

1− 𝑢1
;

当𝑢1 = 1时

𝑥(1)(𝑘) = 𝑥(1)(1) +
(𝑘 − 1)(𝑘 + 2)

2
𝑢2 + 𝑢3𝑘.

取初始值𝑥(1)(1) = 𝑥(0)(1), 可得𝑥(1)(𝑘)的预测

公式为

𝑥(1)(𝑘) =⎧⎨⎩

[
𝑥(1)(1)+

𝑢1𝑢2

(1−𝑢1)2
+

𝑢2

𝑢1−1
+

𝑢3

𝑢1−1

]
𝑢𝑘−1
1 −

𝑢2

𝑢1−1
𝑘− 𝑢1𝑢2

(1−𝑢1)2
+

𝑢3

1−𝑢1
, 𝑢1 ∕= 1;

𝑥(1)(1) +
(𝑘 − 1)(𝑘 + 2)

2
𝑢2 + 𝑢3𝑘, 𝑢1 = 1;

𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.

利用𝑥(1)(𝑘) − 𝑥(1)(𝑘 − 1)可求得𝑥(0)(𝑘)的预测

公式如下:

当𝑢1 ∕= 1时

𝑥(0)(𝑘) = 𝑥(1)(𝑘)− 𝑥(1)(𝑘 − 1) =[
𝑥(1)(1) +

𝑢1𝑢2

(1− 𝑢1)2
+

𝑢2

𝑢1 − 1
+

𝑢3

𝑢1 − 1

]
𝑢𝑘−1
1 −

𝑢2

𝑢1 − 1
𝑘 − 𝑢1𝑢2

(1− 𝑢1)2
+

𝑢3

1− 𝑢1
−
[
𝑥(1)(1)+

𝑢1𝑢2

(1− 𝑢1)2
+

𝑢2

𝑢1 − 1
+

𝑢3

𝑢1 − 1

]
𝑢𝑘−1−1
1 +

𝑢2

𝑢1 − 1
(𝑘 − 1) +

𝑢1𝑢2

(1− 𝑢1)2
− 𝑢3

1− 𝑢1
=[

(𝑢1 − 1)𝑥(1)(1) +
𝑢1𝑢2

𝑢1 − 1
+

𝑢2 + 𝑢3

]
𝑢𝑘−2
1 − 𝑢2

𝑢1 − 1
;

当𝑢1 = 1时

𝑥(0)(𝑘) =

𝑥(1)(1) +
(𝑘 − 1)(𝑘 + 2)

2
𝑢2 + 𝑢3𝑘−

𝑥(1)(1)− (𝑘 − 2)(𝑘 + 1)

2
𝑢2 − 𝑢3𝑘 + 𝑢3 =

𝑢2𝑘 + 𝑢3.

取初始值𝑥(1)(1) = 𝑥(0)(1), 可得𝑥(0)(𝑘)的预测

公式为

𝑥(0)(𝑘) =⎧⎨⎩

[
(𝑢1 − 1)𝑥(1)(1) +

𝑢1𝑢2

𝑢1 − 1
+ 𝑢2+

𝑢3

]
𝑢𝑘−2
1 − 𝑢2

𝑢1 − 1
, 𝑢1 ∕= 1;

𝑢2𝑘 + 𝑢3, 𝑢1 = 1;

𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. □

根据经典GM(1,1)模型的研究成果,模拟预测函

数并不一定经过第 1个值,因此为完善近似非齐次无

偏GM(1,1)模型, 根据新息原理, 提出以累加序列终

点作为模型的初始条件,构建另一种无偏GM(1,1)模

型的递推求解方法.

定 理 3 设𝑌、𝐵和 �̂�如 定 义 2所 述, �̂� =

(𝐵T𝐵)−1𝐵T𝑌 , 取初始值𝑥(1)(1) = 𝑥(1)(𝑛), 则无偏

估计模型的解为

𝑥(1)(𝑘) =⎧⎨⎩

𝑥(1)(𝑛)− (𝑛− 𝑘)(𝑛+ 𝑘 + 1)

2
𝑢2−

𝑢3(𝑛− 𝑘), 𝑢1 = 1;[
𝑥(1)(𝑛) +

𝑢2𝑛

𝑢1 − 1
+

𝑢1𝑢2

(𝑢1 − 1)2
+

𝑢3

𝑢1 − 1

]
(𝑢1)

𝑘−𝑛 − 𝑢2

𝑢1 − 1
𝑘 − 𝑢1𝑢2

(𝑢1 − 1)2
−

𝑢3

𝑢1 − 1
, 𝑢1 ∕= 1;

(5)
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𝑥(0)(𝑘) =⎧⎨⎩

[
(𝑢1 − 1)𝑥(1)(𝑛) + 𝑢2𝑛+

𝑢1𝑢2

𝑢1 − 1
+

𝑢3

]
(𝑢1)

𝑘−1−𝑛 − 𝑢2

𝑢1 − 1
, 𝑢1 ∕= 1;

𝑢2𝑘 + 𝑢3, 𝑢1 = 1.

(6)

其中 𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.

2 基基基于于于近近近似似似无无无偏偏偏GM(1,1)模模模型型型的的的时时时间间间序序序列列列
分分分段段段表表表示示示方方方法法法

文献 [12]已经验证了灰色预测模型在时间序列

分段方法上的优越性, 本文在此基础上, 采用非齐次

无偏GM(1,1)模型代替文献中的传统GM(1,1)模型,

以期得到更高的拟合精度.

定 义 3 基 于 无 偏GM(1,1)模 型 分 段 表 示

UGMPR rs.设有时间序列𝑋(0)=(𝑥(0)(1), 𝑥(0)(2), ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑥(0)(𝑛)),在拟合误差阈值 𝜀下,它的分段函数表示为

�̂�(0)(𝑘) =⎧⎨⎩

[
(𝑢11 − 1)𝑥(1)(1) +

𝑢11𝑢12

𝑢11 − 1
+ 𝑢12+

𝑢13

]
𝑢𝑘−2
11 − 𝑢12

𝑢11 − 1
, 𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑡1;[

(𝑢21 − 1)𝑥(1)(𝑡1) +
𝑢21𝑢22

𝑢21 − 1
+ 𝑢22+

𝑢23

]
𝑢𝑘−1−𝑡1
21 − 𝑢22

𝑢21 − 1
, 𝑘 = 𝑡1 + 1, 𝑡1 + 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑡2;

...[
(𝑢𝑚1 − 1)𝑥(1)(𝑡𝑚−1) +

𝑢𝑚1𝑢𝑚2

𝑢𝑚1 − 1
+

𝑢𝑚2 + 𝑢𝑚3

]
𝑢
𝑘−1−𝑡𝑚−1

𝑚1 − 𝑢𝑚2

𝑢𝑚1 − 1
,

𝑘 = 𝑡𝑚−1 + 1, 𝑡𝑚−1 + 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑡𝑚.

(7)

其中: 初始值为𝑥(1)(1) = 𝑥(0)(1), [𝑢𝑖1, 𝑢𝑖2, 𝑢𝑖3]
T为第

𝑖个子序列通过无偏GM(1,1)模型所得到的参数列,

𝑡𝑖−1 + 1和 𝑡𝑖分别为第 𝑖个子序列第 1个和最后 1个

数据在原序列的位置.式 (7)中,当𝑢𝑖1 = 1时,将对应

的分段表示函数改为 �̂�(0)(𝑘) = 𝑢𝑖2(𝑘 − 𝑡𝑖−1) + 𝑢𝑖3,

𝑘 = 𝑡𝑖−1 + 1, 𝑡𝑖−1 + 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑡𝑖.若初始值取𝑥(1)(1) =

𝑥(1)(𝑛),则将式 (7)中的等式改成对应的式 (5).

2.1 时时时间间间序序序列列列的的的UGMPR表表表示示示算算算法法法

基于非齐次无偏GM(1,1)模型的时间序列分段

表示方法中,拟合函数初始值取𝑥(1)(1) = 𝑥(0)(1). 算

法步骤如下.

算法输入: 时间序列𝑋(0) = (𝑥(0)(1), 𝑥(0)(2),

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(0)(𝑛)),拟合误差阈值 𝜀0;

算法输出:时间序列的UGMPR表示.

Step 1: 令分段队列 queue = [1, 1, 0, 1, 0, 0, 0]分

别表示 [子序列起始点, 子序列终点, 子序列拟合误

差,模型输出参数𝑢 (用于判断 e𝑎与 0的关系),模型参

数 𝑎,模型参数 𝑏,模型参数 𝑐 (若采用GM(1,1)模型,则

𝑐 = 0)]; num = 1 (原始序列位置).

Step 2: 如果 num不大于原始序列长度𝑛,则令当

前 queue最后一行中子序列终点为新子序列的起点.

𝜀new = 0,执行 Step 3;否则执行 Step 5.

Step 3: while 𝜀new ⩽ 𝜀0, num = num + 1, 判断

num, 若不大于序列长度, 则构造新子序列, 采用拟

合函数 (式 (7))判断新子序列的拟合误差 𝜀new; 否则,

𝜀new = 𝜀0 + 1. 执行直至 𝜀new > 𝜀0.

Step 4: 若 𝜀new > 𝜀0, 则删除新子序列的最后一

个数据构成新子序列,采用拟合函数,在 queue中添加

新子序列对应的信息. 令 num = num − 1, 如果此时

num = 𝑛,则 num = 𝑛+ 1,执行 Step 2.

Step 5: 当原始序列扫描一遍后, 删除分段队列

queue中的第 1行,则 queue已保存原始序列的分段方

法以及各子序列拟合函数对应的参数,从而可计算出

分段表示方法的拟合误差.

2.2 时时时间间间与与与空空空间间间复复复杂杂杂度度度分分分析析析

输入数据Data1×𝑛的时间复杂度和空间复杂度

均为𝑂(𝑛);算法开始执行时,设各个分段中序列的长

度为𝐿𝑖 = ∣𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1∣,其中𝐿max = max
𝑖

{𝐿𝑖}为各分段
长度中的最大值,则分段运行非齐次无偏GM(1,1)模

型所需的时间复杂度和空间复杂度均为𝑂(𝐿max). 因

此, 整个算法最不理想的情况下, 时间复杂度和空间

复杂度均为𝑂(𝑛).

3 实实实验验验分分分析析析

本文利用Matlab 7.0软件,分别应用相关的计算

公式, 建模计算模型的模拟数据, 并选用残差检验法

对数据模拟精度进行比较.为了方便比较, 以序列首

项为初始条件的模型记为Model-𝑥(1),以累加序列最

后一项为初始条件的模型记为Model-𝑥(𝑛);

实验 1 本文采用文献 [5]中的 6组不同类型的

数据序列建立本文优化模型, 分析模拟结果,并与文

献 [5]和文献 [6]的模拟精度进行比较.

表 1 文献 [5]中的 6组数据

序号 𝑥(1) 𝑥(2) 𝑥(3) 𝑥(4) 𝑥(5)

1 1.2 2.9 4.2 5.1 5.8
2 8.5 16.4 32.3 64.2 128.1
3 5.8 5.1 4.2 2.9 1.2
4 128.1 64.2 32.3 16.4 8.5
5 5 11 29 83 245
6 1.4 2.0 2.8 3.9 5.4

计算新背景值模型对应的平均相对误差 (MRE),

数据拟合结果见表 2. 从表 2可以看出,本文无偏优化

模型的模拟精度均较高,优于文献 [5]和文献 [6] 的优

化模型.
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表 2 模拟数据平均相对误差 (MRE) %
序号 1 2 3 4 5 6

文献 [5] 0.295 8 0.175 4 0.332 1 0.075 6 0.000 0 0.109 9
文献 [6] 0.220 0 0.014 3 0.400 0 0.030 0 0.000 0 0.030 0
Model-𝑥(1) 0.183 1 0.011 8 0.309 5 0.021 7 0.000 0 0.023 5
Model−𝑥(𝑛) 0.188 1 0.010 6 0.315 7 0.023 8 0.000 0 0.023 3

实验 2 采用 3组不同类型的数据序列建立优化

模型,分析模拟结果,并与文献 [7]的模拟精度比较.

表 3 3组不同类型的实验数据

序号 𝑥(1) 𝑥(2) 𝑥(3) 𝑥(4) 𝑥(5) 𝑥(6) 𝑥(7) 𝑥(8)

1 451 453 446 455 452 457 449 450
2 376 379 386 387 386 389 394 393
3 344 339 350 351 350 345

计算新背景值模型对应的平均相对误差 (MRE),

数据拟合结果见表 4. 由表 4可看出,本节Model-𝑥(1)

和Model-𝑥(𝑛)两者的拟合精度均优于文献 [7]的优化

模型.

表 4 模拟数据平均相对误差 (MRE/%)

序号
Model-𝑥(1)

𝑢1 𝑢2 𝑢3 MRE

1 −0.092 9 494.224 2 −45.333 5 0.621 1

2 1.256 0 −96.141 7 477.408 6 0.526 3

3 −0.209 0 422.066 7 −89.185 3 0.405 8

序号
文献 [7]

𝑎 𝑏 𝑐 MRE

1 −0.024 8 − 3.141 6i 3.293 5 + 0.000 0i 452.232 3 1.142 2

2 −0.595 3 1.644 5 385.288 0 17.511 8

3 1.009 3 − 3.141 6i 29.235 9 + 0.000 0i348.979 5 − 0.000 0i 0.540 0

序号
Model-𝑥(𝑛)

𝛼 𝛽 𝛾 MRE

1 −0.090 4 493.132 8 −455.242 0 0.551 9

2 0.730 1 −102.534 3 −383.077 6 0.541 7

3 −0.902 4 663.322 0 −369.975 6 0.492 4

实验 3 采用文献 [12]中的数据 (IBM公司普通

股从 1961-05-17∼ 1962-11-02每天的收盘价格 (数据

长度 369)).

图 1为传统GM(1,1)模型 (gm)与非齐次无偏

GM(1,1)模型 (ugm)在实验中误差阈值的设置与分

段数间的关系, 虚线为传统GM(1,1)模型的关系图,

实线为非齐次无偏GM(1,1)模型的关系图.由图 1可

知, 对应相同的分段数, 非齐次无偏模型的误差阀值

小于传统模型.

ugm
gm

0 20 40
0

90

180

!"#$

%
&
'

图 1 误差阈值与分段数

图 2和图 3分别表示分段数为 63和 50时拟合数

据与原始数据的对比图形. 从图中可以看出, gm模

型与 ugm模型均能够较好地拟合原始数据. gm模型

在 63分段和 50分段时的拟合误差分别为 53.218 3和

68.241 6,而 ugm模型对应的拟合误差分别为 41.695 5

和 62.155 3. 可以看出 ugm模型在时间序列拟合上更

优于 gm模型.

ugm
gm

0 200 400
300
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650

!"#$

original data

图 2 分段数为 63时的拟合

ugm
gm

0 200 400
300
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650

!"#$

original data

图 3 分段数为 50时的拟合

图 4为拟合误差随压缩率变化图,随压缩率的增

加,拟合误差逐渐变大.对应相同的压缩率, ugm模型

的拟合误差均小于 gm模型的拟合误差. 随着压缩率

的增加,分段数变少. 因此,拟合误差随分段数的增加

逐渐减少 (如图 5).
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图 4 拟合误差随压缩率变化

90 180

!"#

图 5 拟合误差随分段数变化
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4 结结结 论论论

本文推导得到了非齐次指数序列的无偏模型

的递推解法,给出了无偏GM(1,1)模型在不同初始值

下的建模方法和表达式. 实例分析表明, 所提方法

的模拟和预测精度得到了明显提高, 从而扩大了模

型的适用范围. 在递推模型的基础上, 将其运用于

时间序列的分段表示算法中, 提出了基于非齐次无

偏GM(1,1)模型的时间序列分段表示算法. 通过实例

验证, 本文所提方法在相同的压缩率下, 能以较少的

误差拟合原始数据.
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