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摘 要: 针对具有未知输入的不确定切换线性系统,在平均驻留时间切换下,讨论其状态和未知输入估计方法. 通过

等价变换解耦切换系统的未知输入,以构造降维切换系统.进而,设计切换观测器实现对原系统的状态估计,并求解

具有线性矩阵不等式限制的最优化问题,得到观测器存在的充分条件.在基于函数微分数值解方法求得系统输出微

分的基础上,提出一种切换系统未知输入的估计方法. 最后通过一个数值实例验证了所提出方法的有效性.
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Abstract: This paper deals with the problems of both state estimation and unknown input reconstruction for a class of

uncertain switched linear systems. A state equivalent transformation is considered to decouple the unknown inputs, and

a reduced-order switched system is constructed. Then, a reduced-order switched observer is proposed such that the states

of original switched system can be asymptotically estimated, and the sufficient conditions of switched observer design are

provided by solving the feasibility of an optimization problem. A kind of method for unknown input estimation is given by

using the some numerical approaches. Finally, the results of a numerical simulation show the effectiveness of the proposed

method.
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0 引引引 言言言

切换系统是由一系列子系统以及子系统之间

的切换规则所组成的一种特殊混杂系统, 在机械系

统[1]、机器人系统[2]、动力传动系统[3]以及交通控制系

统[4]等领域具有广泛应用.目前, 切换系统的研究主

要包括可控性和可观性[5]、稳定性与控制设计[6-12]、

故障检测与容错控制[13-15]以及状态估计[1,3,16-20]

等. 在切换系统状态估计问题的研究中, 文献 [16]在

保证估计误差的二次性能函数上界存在的情况下,

给出了连续和离散切换系统的状态估计方法; 文献

[17]研究了一类跳变自治切换系统的非线性观测器

综合问题, 使得估计误差在有限时间内收敛; 文献

[18]提出了一种在有限时间内对切换系统状态进行

估计的观测器设计方法;文献 [19]针对一类具有未知

输入的切换线性系统,通过设计切换降维观测器实现

了对未知输入切换系统的状态估计;文献 [20]通过设

计多模式观测器,实现了无未知输入切换系统状态的

估计. 然而, 文献 [1,3,16-18,20]考虑的是切换系统不

具有未知输入情形;文献 [19]考虑了未知输入存在的

情形,但没有给出未知输入的估计方法. 可见,国内外

对具有未知输入的切换系统,进行同时状态估计和未

知输入重构的研究并不多见.此外, 未知输入重构对

切换系统故障检测和故障重构以及容错控制也具有

重大意义.
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本文针对具有未知输入的切换线性系统,讨论同

时对其状态和未知输入进行估计的问题.主要创新点

是: 在存在未知输入的情况下,给出一种用于估计切

换系统状态的降维切换观测器设计方法,并在此基础

上提出一种未知输入估计方法.

1 系系系统统统模模模型型型和和和问问问题题题描描描述述述

考虑如下具有未知输入的不确定线性切换系统:⎧⎨⎩ 𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝜌(𝑡)𝑥(𝑡) +𝐵𝜌(𝑡)𝑢(𝑡) +𝐷𝜌(𝑡)𝜂(𝑡),

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡).
(1)

其中: 𝑥 ∈ 𝑹𝑛、𝑢 ∈ 𝑹𝑚和 𝑦 ∈ 𝑹𝑝分别是系统的状

态、已知输入和可测输出向量; 𝜂 ∈ 𝑹𝑞是系统的不确

定未知输入向量; 切换信号 𝜌(𝑡) : 𝑹+ → Λ是时间的

分段常量函数, 其值取自有限集Λ = {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀}.

离散状态 𝜌(𝑡) = 𝑘 ∈ Λ确定了在 𝑡时刻被激活的子

系统, 即切换系统当前激活的是第 𝑘个子系统, 对应

的系数矩阵为𝐴𝑘、𝐵𝑘和𝐷𝑘.对于切换序列 𝑡0 < 𝑡1 <

⋅ ⋅ ⋅ < 𝑡𝑖 < 𝑡𝑖+1 < ⋅ ⋅ ⋅ , 这里 𝑡0 = 0为初始时刻, 当

𝑡 ∈ [𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1)和 𝜌(𝑡) = 𝑘时, 第 𝑘个子系统被激活. 假

设 𝑝 ⩾ 𝑞且输出矩阵𝐶是行满秩矩阵,未知输入分布

矩阵𝐷𝑘为列满秩矩阵.

假设 1 对于 ∀ 𝑘 ∈ Λ和任意具有负实部的复数

𝑠,下面的秩条件成立:

rank (𝐶𝐷𝑘) = rank𝐷𝑘 = 𝑞, (2)

rank

[
𝑠𝐼 −𝐴𝑘 𝐷𝑘

𝐶 0

]
= 𝑛+ 𝑞. (3)

引理 1 假设 1中的秩条件 (2)和 (3)同时成立,

当且仅当对于某些正定对称矩阵𝑄𝑘 ∈ 𝑹𝑛×𝑛,存在矩

阵𝐿𝑘 ∈ 𝑹𝑛×𝑝和𝐺𝑘 ∈ 𝑹𝑞×𝑝,以至于矩阵方程组⎧⎨⎩ (𝐴𝑘 − 𝐿𝑘𝐶)T𝑃𝑘 + 𝑃𝑘(𝐴𝑘 − 𝐿𝑘𝐶) = −𝑄𝑘,

𝐷T
𝑘 𝑃𝑘 = 𝐺𝑘𝐶,

(4)

具有对称正定矩阵解𝑃𝑘 ∈ 𝑹𝑛×𝑛,其中 𝑘 ∈ Λ.

基于文献 [21],给出计算矩阵𝐿𝑘、𝐺𝑘、𝑃𝑘和𝑄𝑘的

方法如下.

假如最优化问题

min 𝛿,

s.t. 𝑃𝑘𝐴𝑘 + Γ𝑘𝐶 + (𝑃𝑘𝐴𝑘 + Γ𝑘𝐶)T < 0,[
𝛿𝐼 𝐷T

𝑘 𝑃𝑘 −𝐺𝑘𝐶

(𝐷T
𝑘 𝑃𝑘 −𝐺𝑘𝐶)

T
𝛿𝐼

]
> 0, (5)

具有可行解,则有

𝐿𝑘 = −𝑃−1
𝑘 Γ𝑘,

𝑄𝑘 = −[(𝐴𝑘 − 𝐿𝑘𝐶)
T
𝑃𝑘 + 𝑃𝑘(𝐴𝑘 − 𝐿𝑘𝐶)].

本文在平均驻留时间 (ADT)的条件下,通过设计

切换观测器,对不确定切换线性系统的状态和未知输

入进行估计.

定义 1 用𝑁𝜌(𝜏1, 𝜏2)表示切换信号 𝜌(𝑡)在时间

间隔 (𝜏1, 𝜏2)的切换次数, 如果存在正常量𝑁0和 𝜏𝑎,

使得

𝑁𝜌(𝜏1, 𝜏2) ⩽ 𝑁0 +
𝜏2 − 𝜏1

𝜏𝑎
, ∀ 𝜏2 ⩾ 𝜏1 ⩾ 0 (6)

成立,则 𝜌(𝑡)具有ADT,且平均驻留时间为 𝜏𝑎.

2 观观观测测测器器器设设设计计计

选择可逆矩阵𝑵 ∈ 𝑹𝑝×𝑝, 使得𝐶 = 𝑵𝐶成立.

其中, 矩阵𝐶 ∈ 𝑹𝑝×𝑛, 且满足𝐶𝐶T = 𝐼𝑝. 之后, 将矩

阵𝐶扩展为正交矩阵𝑇 = [ 𝐶T 𝑴T ]T, 这里𝑴 ∈
𝑹(𝑛−𝑝)×𝑛. 通过状态变换 𝑥̄(𝑡) = 𝑇𝑥(𝑡), 切换系统 (1)

可以等价于⎧⎨⎩ ˙̄𝑥(𝑡) = 𝐴𝜌(𝑡)𝑥̄(𝑡) + 𝐵̄𝜌(𝑡)𝑢(𝑡) + 𝐷̄𝜌(𝑡)𝜂(𝑡),

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥̄(𝑡).
(7)

其中

𝐴𝜌(𝑡) = 𝑇𝐴𝜌(𝑡)𝑇
T,

𝐵̄𝜌(𝑡) = 𝑇𝐵𝜌(𝑡),

𝐷̄𝜌(𝑡) = 𝑇𝐷𝜌(𝑡),

𝐶 = 𝐶𝑇T = 𝑵 [𝐼𝑝 0].

引理 2 假如存在对称正定矩阵𝑃𝑘, 𝑄𝑘 ∈ 𝑹𝑛×𝑛,

矩阵𝐿𝑘 ∈ 𝑹𝑛×𝑝和𝐺𝑘 ∈ 𝑹𝑞×𝑝, 使得矩阵方程 (4)成

立, 那么存在𝑃𝑘 = 𝑇𝑃𝑘𝑇
T, 𝑄̄𝑘 = 𝑇𝑄𝑘𝑇

T, 𝐿̄𝑘 =

𝑇𝐿𝑘和 𝐺̄𝑘 = 𝐺𝑘使得下列矩阵方程成立:⎧⎨⎩ (𝐴𝑘 − 𝐿̄𝑘𝐶)T𝑃𝑘 + 𝑃𝑘(𝐴𝑘 − 𝐿̄𝑘𝐶) = −𝑄̄𝑘,

𝐷̄T
𝑘 𝑃𝑘 = 𝐺̄𝑘𝐶.

(8)

对于 ∀ 𝜌(𝑡) = 𝑘 ∈ Λ,分解𝐴𝑘、𝐵̄𝑘、𝐷̄𝑘、𝑃𝑘和 𝑄̄𝑘成

为如下分块矩阵或向量:

𝐴𝑘 =

[
𝐴𝑘,1 𝐴𝑘,2

𝐴𝑘,3 𝐴𝑘,4

]
, 𝐵̄𝑘 =

[
𝐵̄𝑘,1

𝐵̄𝑘,2

]
, 𝐷̄𝑘 =

[
𝐷̄𝑘,1

𝐷̄𝑘,2

]
,

𝑃𝑘 =

[
𝑃𝑘,1 𝑃𝑘,2

𝑃T
𝑘,2 𝑃𝑘,3

]
, 𝑄̄𝑘 =

[
𝑄̄𝑘,1 𝑄̄𝑘,2

𝑄̄T
𝑘,2 𝑄̄𝑘,3

]
.

其中: 𝐴𝑘,1, 𝑃𝑘,1, 𝑄̄𝑘,1 ∈ 𝑹𝑝×𝑝, 𝐵̄𝑘,1 ∈ 𝑹𝑝×𝑚, 𝐷̄𝑘,1 ∈
𝑹𝑝×𝑞. 则切换系统 (7)可以分解为⎧⎨⎩

˙̄𝑥1(𝑡) = 𝐴𝜌(𝑡),1𝑥̄1(𝑡) +𝐴𝜌(𝑡),2𝑥̄2(𝑡)+

𝐵̄𝜌(𝑡),1𝑢(𝑡) + 𝐷̄𝜌(𝑡),1𝜂(𝑡),

˙̄𝑥2(𝑡) = 𝐴𝜌(𝑡),3𝑥̄1(𝑡) +𝐴𝜌(𝑡),4𝑥̄2(𝑡)+

𝐵̄𝜌(𝑡),2𝑢(𝑡) + 𝐷̄𝜌(𝑡),2𝜂(𝑡),

𝑦(𝑡) = 𝑵 𝑥̄1(𝑡).

(9)

其中: 𝑥̄1(𝑡) ∈ 𝑹𝑝, 𝑥̄2(𝑡) ∈ 𝑹𝑛−𝑝. 假如取矩阵 𝑲̄𝑘 =

−𝑃−1
𝑘,3𝑃

T
𝑘,2,基于矩阵𝐶,从式 (8)的第 2式可得

[𝑃T
𝑘,2 𝑃𝑘,3]𝐷̄𝑘 = 0,

两边同时左乘𝑃−1
𝑘,3 ,则有

[−𝑲̄𝑘 𝐼]𝐷̄𝑘 = 0. (10)
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从系统 (9)的输出可以看出,由于𝑵是可逆矩阵,

状态 𝑥̄1(𝑡)可以直接由输出 𝑦(𝑡)得到,即
𝑥̄1(𝑡) = 𝑵−1𝑦(𝑡). (11)

对于状态 𝑥̄2(𝑡),取如下状态变换:
𝜉2(𝑡) = −𝑲̄𝑘𝑥̄1(𝑡) + 𝑥̄2(𝑡), (12)

其中 𝜉2(𝑡) ∈ 𝑹𝑛−𝑝. 基于式 (9)∼ (12),可以得到
𝜉2(𝑡) = (𝐴𝑘,4 − 𝑲̄𝑘𝐴𝑘,2)𝜉2(𝑡) + [−𝑲̄𝑘 𝐼]𝐵̄𝑘𝑢(𝑡)+

(𝐴𝑘,3 − 𝑲̄𝑘𝐴𝑘,1)𝑵
−1𝑦(𝑡)+

(𝐴𝑘,4 − 𝑲̄𝑘𝐴𝑘,2)𝑲̄𝑘𝑵
−1𝑦(𝑡). (13)

定理 1 在假设 1成立的前提下,给定正常量𝜇2

> 𝜇1 > 0,如果存在正定对称矩阵𝑆 ∈ 𝑹𝑛×𝑛使得矩

阵不等式

𝜇1𝑆 < 𝑃𝑘 < 𝜇2𝑆 (14)

成立,则动态系统⎧⎨⎩

˙̂
𝜉2(𝑡) = (𝐴𝑘,4 − 𝑲̄𝑘𝐴𝑘,2)𝜉2(𝑡)+

(𝐴𝑘,4 − 𝑲̄𝑘𝐴𝑘,2)𝑲̄𝑘𝑵
−1𝑦(𝑡)+

(𝐴𝑘,3 − 𝑲̄𝑘𝐴𝑘,1)𝑵
−1𝑦(𝑡)+

[−𝑲̄𝑘 𝐼]𝐵̄𝑘𝑢(𝑡),

ˆ̄𝑥(𝑡) =

[
𝑵−1𝑦(𝑡)

𝑲̄𝑘𝑵
−1𝑦(𝑡) + 𝜉2(𝑡)

]
,

(15)

是系统 (7)的降维切换观测器或系统 (13)的一个全维

切换观测器,且切换系统的ADT时间满足

𝜏𝑎 ⩾ ln(𝜅1)

𝜅2
. (16)

其中

𝜅1 =
𝜇2

𝜇1
,

𝜅2 = inf
ℓ∈Λ

(𝜆min(𝑄̄ℓ,3)

𝜆max(𝑃ℓ,3)

)
,

即
ln(𝜅1)

𝜅2
是切换系统具有的平均驻留时间的下界.

证证证明明明 由式 (13)和 (15)的第 1式,可以得到观测

器误差动态系统
˙̃
𝜉2(𝑡) = (𝐴𝑘,4 − 𝑲̄𝑘𝐴𝑘,2)𝜉2(𝑡), (17)

其中 𝜉2 = 𝜉2 − 𝜉2. 从矩阵𝐶的特殊结构可以发现,矩

阵方程 (8)的第 1式的第 2行和第 2列的块矩阵满足

𝐴T
𝑘,2𝑃𝑘,2 +𝐴T

𝑘,4𝑃𝑘,3 + 𝑃T
𝑘,2𝐴𝑘,2 + 𝑃𝑘,3𝐴𝑘,4 = −𝑄̄𝑘,3,

这意味着下式成立:
(𝐴𝑘,4 − 𝑲̄𝑘𝐴𝑘,2)

T𝑃𝑘,3 + 𝑃𝑘,3(𝐴𝑘,4 − 𝑲̄𝑘𝐴𝑘,2) =

− 𝑄̄𝑘,3. (18)

考虑Lyapunov函数𝑉𝑘(𝜉2(𝑡)) = 𝜉T2 (𝑡)𝑃𝑘,3𝜉2(𝑡),

并可由式 (18)得到其沿动态误差系统 (17)的微分为

𝑉̇𝑘(𝜉2(𝑡)) =

− 𝜉T2 (𝑡)𝑄̄𝑘,3𝜉2(𝑡) ⩽ −𝜆min(𝑄̄𝑘,3)𝜉
T
2 (𝑡)𝜉2(𝑡) ⩽

− 𝜆min(𝑄̄𝑘,3)

𝜆max(𝑃𝑘,3)
𝑉𝑘(𝜉2(𝑡)) ⩽

− inf
ℓ∈𝜆

(𝜆min(𝑄̄ℓ,3)

𝜆max(𝑃ℓ,3)

)
𝑉𝑘(𝜉2(𝑡)) =

− 𝜅2𝑉𝑘(𝜉2(𝑡)).

故,对于 𝑡 ∈ [𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1)和 𝜌(𝑡𝑖) = 𝑘,积分上式可以得到
𝑉𝜌(𝑡𝑖)(𝜉2(𝑡)) ⩽ e−𝜅2(𝑡−𝑡𝑖)𝑉𝑘(𝜉2(𝑡𝑖)). (19)

由于𝑃𝑘 = 𝑇𝑃𝑘𝑇
T,由式 (14)容易得到

𝜇1𝑯 < 𝑃𝑘 < 𝜇2𝑯, (20)

其中𝑯 = 𝑇𝑆𝑇T. 如果分解矩阵𝑯为分块矩阵𝑯 =[
𝑯1 𝑯2

𝑯T
2 𝑯3

]
,其中: 𝑯1 ∈ 𝑹𝑝×𝑝, 𝑯3 ∈ 𝑹(𝑛−𝑝)×(𝑛−𝑝).

则式 (20)意味着
𝜇1𝑯3 < 𝑃𝑘,3 < 𝜇2𝑯3 (21)

成立. 对于 ∀ (𝑘, 𝑘′) ∈ Λ× Λ, 𝑘 ∕= 𝑘′,可以进一步从式

(19)和 (21)得到
𝑉𝜌(𝑡𝑖)(𝜉2(𝑡)) ⩽

e−𝜅2(𝑡−𝑡𝑖)
𝑉𝜌(𝑡𝑖)(𝜉2(𝑡𝑖))

𝑉𝜌(𝑡𝑖)(𝜉2(𝑡
−
𝑖 ))

𝑉𝜌(𝑡𝑖)(𝜉2(𝑡
−
𝑖 )) =

e−𝜅2(𝑡−𝑡𝑖)
𝜉T2 (𝑡𝑖)𝑃𝑘,3𝜉2(𝑡𝑖)

𝜉T2 (𝑡
−
𝑖 )𝑃𝑘′,3𝜉2(𝑡

−
𝑖 )

𝑉𝜌(𝑡𝑖)(𝜉2(𝑡
−
𝑖 )) <

e−𝜅2(𝑡−𝑡𝑖)
𝜇2𝜉

T
2 (𝑡𝑖)𝑯3𝜉2(𝑡𝑖)

𝜇1𝜉T2 (𝑡
−
𝑖 )𝑯3𝜉2(𝑡

−
𝑖 )

𝑉𝜌(𝑡𝑖)(𝜉2(𝑡
−
𝑖 )) =

𝜅1e
−𝜅2(𝑡−𝑡𝑖)𝑉𝜌(𝑡𝑖)(𝜉2(𝑡

−
𝑖 )). (22)

因此,对于 𝑡 ∈ [𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1),基于式 (19)和 (22),从 𝑡0 = 0

到 𝑡𝑖+1迭代计算,可以得到
𝑉𝜌(𝑡)(𝜉2(𝑡)) ⩽

e−𝜅2(𝑡−𝑡𝑖)𝑉𝜌(𝑡𝑖)(𝜉2(𝑡𝑖)) <

𝜅1e
−𝜅2(𝑡−𝑡𝑖)𝜉T2 (𝑡

−
𝑖 )𝑃𝜌(𝑡−𝑖 ),3𝜉2(𝑡

−
𝑖 ) =

𝜅1e
−𝜅2(𝑡−𝑡𝑖)𝑉𝜌(𝑡𝑖−1)(𝜉2(𝑡

−
𝑖 )) ⩽

𝜅1e
−𝜅2(𝑡−𝑡𝑖)e−𝜅2(𝑡𝑖−𝑡𝑖−1)𝑉𝜌(𝑡𝑖−1)(𝜉2(𝑡𝑖−1)) <

𝜅2
1e

−𝜅2(𝑡−𝑡𝑖)e−𝜅2(𝑡𝑖−𝑡𝑖−1)𝑉𝜌(𝑡−𝑖−1)
(𝜉2(𝑡

−
𝑖−1)) ⩽

𝜅2
1e

−𝜅2(𝑡−𝑡𝑖−2)𝑉𝜌(𝑡𝑖−2)(𝜉2(𝑡𝑖−2)) ⩽
...

𝜅
𝑁𝜌(𝑡)(𝑡,0)
1 e−𝜅2(𝑡−𝑡0)𝑉𝜌(𝑡0)(𝜉2(𝑡0)).

由于

𝑁𝜌(𝑡)(𝑡, 0) ⩽ 𝑁0 +
𝑡− 0

𝜏𝑎
= 𝑁0 +

𝑡

𝜏𝑎
,

𝜅1 =
𝜇2

𝜇1
> 1,

可以得到

𝑉𝜌(𝑡)(𝜉2(𝑡)) ⩽

𝜅
𝑁0+

𝑡
𝜏𝑎

1 e−𝜅2𝑡𝑉𝜌(𝑡0)(𝜉2(𝑡0)) =

𝜅𝑁0
1 eln𝜅

𝑡
𝜏𝑎
1 e−𝜅2𝑡𝑉𝜌(𝑡0)(𝜉2(𝑡0)) =

𝜅𝑁0
1 e

𝑡
𝜏𝑎

ln𝜅1e−𝜅2𝑡𝑉𝜌(𝑡0)(𝜉2(𝑡0)) =
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𝜅𝑁0
1 e−𝜅2𝑡+

𝑡
𝜏𝑎

ln𝜅1𝑉𝜌(𝑡0)(𝜉2(𝑡0)),

上式等价于

𝑉𝜌(𝑡)(𝜉2(𝑡)) < 𝜅𝑁0
1 e−(𝜅2− 1

𝜏𝑎
ln𝜅1)𝑡𝑉𝜌(𝑡0)(𝜉2(𝑡0)). (23)

由式 (16)可知,当 𝑡 → ∞时,不等式 (23)预示着

Lyapunov函数𝑉𝜌(𝑡)(𝜉2(𝑡))指数趋近于 0, 故切换观测

器误差 𝜉2(𝑡)指数趋近于 0. 由此定理得证. □

在通过降维观测器系统 (15)得到状态 𝜉2(𝑡)的估

计之后, 基于式 (11)和状态变换 (12), 容易得到状态
ˆ̄𝑥的估计为

ˆ̄𝑥(𝑡) =

[
ˆ̄𝑥2(𝑡)

ˆ̄𝑥2(𝑡)

]
=

[
𝑵−1𝑦(𝑡)

𝜉2(𝑡) + 𝑲̄𝑘𝑥̄1(𝑡)

]
=[

𝑵−1𝑦(𝑡)

𝜉2(𝑡) + 𝑲̄𝑘𝑵
−1𝑦(𝑡)

]
.

基于状态变换 𝑥̄(𝑡) = 𝑇𝑥(𝑡), 进一步可以得到原切换

系统的连续状态估计为

𝑥̂(𝑡) = 𝑇−1 ˆ̄𝑥(𝑡) =

𝑇−1

[
𝑵−1𝑦(𝑡)

𝜉2(𝑡) + 𝑲̄𝑘𝑵
−1𝑦(𝑡)

]
. (24)

由引理 1可知,假设 1中的两个秩条件成立的充

分必要条件是矩阵方程组 (4)有对称正定解矩阵𝑃𝑘,

可以通过求解最优化问题 (5)得到. 因此, 结合式 (5)

和定理 1可直接得到如下推论.

推论 1 对于给定𝜇2 > 𝜇1 > 0,存在正定对称矩

阵𝑃𝑘、𝑆和矩阵𝐿𝑘、𝐺𝑘,使得最优化问题

min 𝛿,

s.t. 𝜇1𝑆 < 𝑃𝑘 < 𝜇2𝑆,

𝑃𝑘𝐴𝑘 + Γ𝑘𝐶 + (𝑃𝑘𝐴𝑘 + Γ𝑘𝐶)T < 0,[
𝛿𝐼 𝐷T

𝑘 𝑃𝑘 −𝐺𝑘𝐶

(𝐷T
𝑘 𝑃𝑘 −𝐺𝑘𝐶)

T
𝛿𝐼

]
> 0,

具有可行解,则动态系统 (15)是原系统的一个降维切

换观测器,且正定对称矩阵为𝑄𝑘 = −[(𝐴𝑘−𝐿𝑘𝐶)T𝑃𝑘

+ 𝑃𝑘(𝐴𝑘 − 𝐿𝑘𝐶)],观测器增益矩阵为𝐿𝑘 = −𝑃−1
𝑘 Γ𝑘.

注 1 本文基于ADT研究了切换系统状态和未

知输入的估计问题. 针对文献 [22]提出的改进ADT

方法,对不确定切换系统的状态和未知输入进行估计,

需要修改定理 1中的式 (15)和 (16), 以期得到新的驻

留时间下界.但是, 对于观测器误差系统的稳定性分

析以及是否需要其他条件等一系列问题,需作更为深

入的研究.此外,如果考虑系统 (1)的输出矩阵不同的

情况, 则使得假设 1中秩条件 (2)和 (3)更为苛刻, 并

需要考虑输出 𝑦的切换给观测器设计带来的影响.对

于改进ADT方法以及输出矩阵不同的情形, 将是今

后值得研究的课题.

3 未未未知知知输输输入入入重重重构构构

由切换线性系统 (1)可得系统输出向量的微分为

𝑦̇(𝑡) = 𝐶𝐴𝜌(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝐶𝐵𝜌(𝑡)𝑢(𝑡) + 𝐶𝐷𝜌(𝑡)𝜂(𝑡). (25)

由于系统假设 𝑝 ⩾ 𝑞,且矩阵 (𝐶𝐷𝜌(𝑡)) ∈ 𝑹𝑝×𝑞是满秩

矩阵,由式 (25)可得 𝜂(𝑡)具有如下特解:

𝜂(𝑡) = Π [𝑦̇(𝑡)− 𝐶𝐴𝜌(𝑡)𝑥(𝑡)− 𝐶𝐵𝜌(𝑡)𝑢(𝑡)], (26)

其中Π = ((𝐶𝐷𝜌(𝑡))
T
(𝐶𝐷𝜌(𝑡)))

−1(𝐶𝐷𝜌(𝑡))
T是满秩矩

阵 (𝐶𝐷𝜌(𝑡))的Moore-Penrose伪逆矩阵.

定理 2 在假设 1成立, 且系统输出微分 𝑦̇(𝑡)已

知的情况下,未知输入向量 𝜂(𝑡)的估计为

𝜂(𝑡) = Π [𝑦̇(𝑡)− 𝐶𝐴𝜌(𝑡)𝑥̂(𝑡)− 𝐶𝐵𝜌(𝑡)𝑢(𝑡)]. (27)

证证证明明明 在式 (26)与 (27)之间的误差方程为

𝜂(𝑡) = −Π𝐶𝐴𝜌(𝑡)𝑥̃(𝑡).

其中: 𝜂(𝑡) = 𝜂(𝑡) − 𝜂(𝑡), 𝑥̃(𝑡) = 𝑥(𝑡) − 𝑥̂(𝑡). 由于

𝑥̂(𝑡)是系统𝑥(𝑡)的渐近估计,在输出微分已知的情况

下, 𝜂(𝑡)是 𝜂(𝑡)的渐近估计.由此定理得证. □

假设 𝑦ℓ(𝑡) (ℓ = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝)是系统输出的第 ℓ个

分量. 𝑁等分系统的运行区间为 [0, 𝑡], 得到𝑁 + 1个

时间点 𝑡′𝑟 = 𝑡′0 + 𝑟ℎ. 其中: 𝑟 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 ;步长ℎ =
𝑡− 0

𝑁
. 对于系统的第 ℓ个输出分量, 记

d𝑦ℓ(𝑡)

d𝑡

∣∣∣
𝑡=𝑡′𝑟
的

近似值为 𝜃ℓ,𝑟,则可以分别采用向后差商和向前差商,

求得 𝑡′0和 𝑡′𝑁时间点处的微分近似值为⎧⎨⎩
𝜃ℓ,0 =

𝑦ℓ(𝑡
′
1)− 𝑦ℓ(𝑡

′
0)

ℎ
,

𝜃ℓ,𝑁 =
𝑦ℓ(𝑡

′
𝑁 )− 𝑦ℓ(𝑡

′
𝑁−1)

ℎ
.

(28)

对于 𝑟 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 − 1,采用中心差商方法可求解各

对应时间点处的微分为

𝜃ℓ,𝑟 =
𝑦ℓ(𝑡

′
𝑟+1)− 𝑦ℓ(𝑡

′
𝑟−1)

2ℎ
. (29)

综合式 (28)和 (29),可以得到

𝜃ℓ = [𝜃ℓ,0 𝜃ℓ,1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝜃ℓ,𝑁 ]T

是输出分量 𝑦ℓ(𝑡)(ℓ = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝)在运行区间 [0, 𝑡]上

的微分数值解,故

𝜃 = [𝜃T1 𝜃T2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝜃T𝑝 ]
T (30)

是切换系统 (1)的输出向量微分

𝑦̇(𝑡) = [𝑦̇T1 (𝑡) 𝑦̇T2 (𝑡) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑦̇T𝑝 (𝑡)]
T

在运行区间 [0, 𝑡]上的近似微分数值解.之后,将得到

的微分数值解 (30)代替式 (27)中的 𝑦̇(𝑡),即可得未知

输入的近似估计 𝜂(𝑡).

4 仿仿仿 真真真

本节通过一个具有未知输入的切换线性系统进

行仿真,以验证所提方法的有效性.该系统由 2个子系

统组成, 并在给定的切换规则下实现切换,各子系统

的系统参数如下:
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𝐴1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−1 −1 0 1

1 −1 0 0

1 0 −1 0

1 0 0 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝐵1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 1

0 0

1 0

0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝐴2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−2 1 1 0

−3 −1 0 −2

2 0 −3 −1

1 0 0 −2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝐵2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 0

0 −1

0 0

0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝐶 =

[
0 1 0 0

0 0 0 1

]
, 𝐷1 = 𝐷2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 0

0 −1

0 0

1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ .

已知和未知输入分别设定为

𝑢 = [𝑢1 𝑢2]
T, 𝜂 = [𝜂1 𝜂2]

T.

其中: 𝑢1 = 12 sin(1.5𝑡), 𝑢2 = 5.6 cos(3.5𝑡), 𝜂1 =

3.6 cos(2.8𝑡), 𝜂2 = 1.8 sin(4.2𝑡).参数𝜇1 = 1, 𝜇2 = 1.2,

那么通过求解推论 1中的最优化问题,可以得到正定

对称矩阵𝑃𝑘、𝑄𝑘以及观测器增益矩阵𝐿𝑘, 其中 𝑘 =

1, 2. 对系统输出矩阵𝐶进行正交变换, 可以得到满

足等价系统 (7)的转换矩阵𝑇、𝑵 ,以及使得矩阵方程

(7)成立的对称正定矩阵𝑃1、𝑃2、𝐺̄1和 𝐺̄2. 进一步可

以得到对称正定矩阵 𝑄̄1、𝑄̄2,以及降维切换系统 (13)

中的增益矩阵 𝑲̄1和 𝑲̄2. 容易计算𝜅1 = 1.2, 𝜅2 =

1.646 8, 所以要求ADT时间满足 𝜏𝑎 ⩾ ln(𝜅1)

𝜅2
=

0.110 7. 在仿真中, 采用如图 1所示的子系统切换系

列,其ADT时间为 𝜏𝑎 = 2.

0.5

1.5

1.0

2.0

2.5

ρ
t(
)

0 10 20

t /s

图 1 具有 𝜏𝑎 = 2的切换信号

由于维数𝑛 = 4, 𝑝 = 2,切换降维观测器系统 (15)

的维数为𝑛− 𝑝 = 2. 如果设定系统 (15)的初始状态为

𝜉2(0) = [−1.9 2.8]T, 那么从式 (15)可以得到切换降

维系统 (13)的状态估计, 其估计曲线如图 2所示, 由

图 2可以看出其估计效果是令人满意的.

在得到系统 (13)的状态估计之后,结合式 (15)的

第 2式和式 (24), 可以得到原切换系统 (1)的状态估

计. 从输出矩阵𝐶可以看出, 切换系统 (1)的状态分

量𝑥2(𝑡)和𝑥4(𝑡)是输出可测的,因此这里只给出状态

𝑥1(𝑡)和𝑥3(𝑡)的状态估计效果.如果切换系统 (1)的状

态初始值设定为𝑥(0) = [−1.5 3.2 −4.2 2.3]T,则可

以得到状态估计误差如图 3所示.

-10
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22
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22

-10
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0

5
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ξ
2

1
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2
2

图 2 降维系统状态估计曲线
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-3

1
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t /s

x1

x3

x
x

1
,

3

图 3 切换系统状态估计误差曲线

基于切换系统的状态估计,通过式 (28)和 (29)可

以得到系统输出的微分数值解.在得到系统状态和输

出微分估计的基础上,从式 (27)可以得到系统未知输

入信号的近似估计,其估计效果如图 4和图 5所示.
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4
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t /s
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1

η
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1

图 4 未知输入 𝜂1的估计曲线
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图 5 未知输入 𝜂2的估计曲线
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从图 4和图 5可以看出,切换造成了微分在切换

前后的不连续.如何改进本文提出的方法, 使其在系

统发生切换的情况下实现对未知输入的连续估计是

下一步要解决的问题.

5 结结结 论论论

本文针对一类具有未知输入的线性切换系统,讨

论了同时对切换系统状态估计和未知输入重构的方

法. 通过设计切换降维观测器,对切换系统连续状态

进行估计,并给出了观测器存在的充分条件.同时,利

用函数微分数值解的方法估计系统输出的微分,并给

出了一种重构未知输入的方法. 本文所设计的状态估

计和未知输入重构方法可应用于切换系统的故障检

测和故障重构以及切换系统容错控制等领域.
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