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摘 要: 鉴于背景值是影响灰色建模精度的重要因素之一,提出一种灰色Verhulst模型中背景值的优化方法. 基于

灰色Verhulst模型时间响应式的Logistic函数形式和背景值的几何意义,利用积分中值定理研究背景值与发展系数

之间的数量关系;采用最小二乘法对新参数进行估计,还原原始参数估计值,使得优化的背景值模型同时具备无偏性

和最小误差性. 案例分析表明,背景值优化的模型改善了模拟精度,验证了模型的有效性和可行性.

关键词: 灰色Verhulst模型；Logistic函数；背景值；最小二乘

中图分类号: N941.5 文献标志码: A
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Abstract: As the background value is an important factor affecting the precision of grey system model, a method for

optimizing the background value in the grey Verhulst model is proposed. Based on the Logistic function structure of time

response formula in the grey Verhulst model and the geometric meaning of background value formula, the mean value

theorem of integral is used to study the numerical relationship between the background value and the growth coefficient.

New parameters are evaluated by using least square method, and the estimated value of original parameters is calculated by

using equations. The model with the new background value satisfies the unbiased and least error. The examples show that the

precision of simulation of the optimized model is obviously higher and the efficiency and feasibility of the optimized model

are validated.
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0 引引引 言言言

自 1982年邓聚龙教授提出灰色系统理论以来,

灰色预测模型已在经济社会的很多领域得到了广

泛的应用, 尤其在缺乏样本数据的情况下, 更能体

现灰色预测模型的优越性[1].在灰色预测模型中, 对

GM(1,1)模型的研究相对较多,很多学者对其精度的

提高、应用领域的拓展等方面进行了深入的研究[2-3].

但是GM(1,1)模型仅适用于具有准指数规律的数据

序列; 而对于一些特殊的数据序列,如S形态的序列,

则不宜采用GM(1,1)模型进行预测,此时适宜采用灰

色Verhulst等模型进行预测[4]. Verhulst模型主要用来

描述数据呈现 S形态、具有饱和状态的过程, 常用于

人口预测、滑坡预测和产品经济寿命预测等,近些年,

其应用领域不断扩大.邓晖等[5]提出了一种基于改进

灰色Verhulst模型的受扰轨迹拟合外推预测方法, 并

将其应用到 IEEE39节点系统和南方电网实际系统的

不同故障情形的仿真计算中,获得了较好的预测效果.

Peleg等[6]根据微生物生长的特点,利用Verhulst模型

对微生物生长曲线进行修正,使得修正后的模型更适

合 S型微生物生长路径. Gross等[7]在Verhulst模型的

基础上合成了一种新的分布式功率控制算法,并将该

算法引入直接序列码分多址系统中,取得了较好的测

算效果.

一些学者对灰色Verhulst模型进行了优化研究,
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使得灰色Verhulst模型的预测精度和应用范围得到了

一定的提高与拓展.何文章等[8]利用线性规划方法估

计了灰色Verhulst模型中的参数, 提高了模型的预测

精度.王正新等[9]提出了无偏灰色Verhulst模型,消除

了灰色Verhulst模型自身固有的偏差. 熊萍萍等[10]利

用Logistic函数性质推导出灰色Verhulst模型背景值

的优化公式, 建立了优化的灰色Verhulst模型, 有效

提高了传统灰色Verhulst模型的模拟预测精度.刘威

等[11]提出了基于最小一乘准则估计灰色Verhulst模

型参数, 得到了新的预测公式. Xiong等[12]建立了优

化时间响应函数的非等间距灰色Verhulst模型, 较原

有模型获得了更好的模拟预测效果.崔杰等[13]分析了

灰色Verhulst预测模型的数乘特性, 在不改变建模精

度的条件下,利用数乘变换可以简化建模过程. 杨德

玲等[14]构建了适用于区间灰数的Verhulst预测模型,

拓展了Verhulst模型的应用领域,丰富和完善了灰色

预测模型的理论体系.

从目前检索的文献来看,人们对灰色Verhulst模

型的研究偏向于参数优化、无偏性和模型应用等方

面, 对其背景值优化研究不是很多, 仅文献 [10]对灰

色Verhulst模型的背景值做了优化研究. 文献 [10]基

于灰色Verhulst模型时间响应式的Logistic函数形式,

经过一系列的数学假设和推导, 得到了灰色Verhulst

模型的背景值优化公式.当序列不含噪声且𝑋(1)满

足Logistic函数规律时,该背景值优化方法完全适用;

而当序列含有噪声扰动时,该方法模拟预测容易产生

偏差.为了避免小样本含噪声的序列对优化方法造成

的影响,根据背景值的几何意义,本文提出一种新的

背景值优化方法. 该方法可以保证背景值优化模型的

无偏性和最小误差性, 从而提高灰色Verhulst模型的

模拟预测精度.案例分析表明了本文提出方法的有效

性和可行性.

1 灰灰灰色色色Verhulst模模模型型型背背背景景景值值值修修修正正正
1.1 传传传统统统灰灰灰色色色Verhulst模模模型型型

定定定义义义 1 设非负原始序列为𝑋(0) = {𝑥(0)(1),

𝑥(0)(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(0)(𝑛)}, 而𝑋(1) = {𝑥(1)(1), 𝑥(1)(2), ⋅ ⋅ ⋅ ,

𝑥(1)(𝑛)}为其 1-AGO序列, 其中𝑥(1)(𝑘) =

𝑘∑
𝑖=1

𝑥(0)(𝑖);

𝑍(1) = (𝑧(1)(1), 𝑧(1)(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑧(1)(𝑛))为𝑋(1)的紧邻均

值生成序列,其中 𝑧(1)(𝑘) = [𝑥(1)(𝑘 − 1) + 𝑥(1)(𝑘)]/2,

𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛,则称

𝑥(0)(𝑘) + 𝑎𝑧(1)(𝑘) = 𝑏(𝑧(1)(𝑘))2 (1)

为灰色Verhulst模型, 𝑧(1)(𝑘)为Verhulst模型的背景

值,称
d𝑥(1)(𝑡)

d𝑡
+ 𝑎𝑥(1)(𝑡) = 𝑏(𝑥(1)(𝑡))2 (2)

为Verhulst模型的白化方程.

根据式 (1), 在最小二乘意义下可以估计出参数

𝑎、𝑏的值, 再将 𝑎、𝑏的估计值代入式 (2), 在初始条件

𝑥(1)(1) = 𝑥(0)(1)下,解得灰色Verhulst模型的时间响

应式为

�̂�(1)(𝑡+ 1) =
𝑎𝑥(1)(1)

𝑏𝑥(1) + (𝑎− 𝑏𝑥(1)(1))e𝑎𝑡
, (3)

经过累减还原为 �̂�(0)(𝑘 + 1) = �̂�(1)(𝑘 + 1)− �̂�(1)(𝑘).

从以上过程可以看出,灰色Verhulst模型的精度

取决于参数 𝑎、𝑏,而 𝑎、𝑏值又直接受 𝑧(1)(𝑘)的构造形

式影响,即背景值 𝑧(1)(𝑘)如何选取是导致连续方程到

离散方程跳变时产生误差的关键因素之一.

将灰色Verhulst模型的白化方程 (2)的两边同除

以 (𝑥(1)(𝑡))2,得到
1

(𝑥(1)(𝑡))2
d𝑥(1)(𝑡)

d𝑡
+

𝑎

𝑥(1)(𝑡)
= 𝑏,

在区间 [𝑘 − 1, 𝑘]内,方程两边同时积分,可得w 𝑘

𝑘−1

1

(𝑥(1)(𝑡))2
d𝑥(1)(𝑡)

d𝑡
+

w 𝑘

𝑘−1

𝑎

𝑥(1)(𝑡)
d𝑡 = 𝑏,

即{ 1

𝑥(1)(𝑘 − 1)
− 1

𝑥(1)(𝑘)

}
+ 𝑎

w 𝑘

𝑘−1

1

𝑥(1)(𝑡)
d𝑡 = 𝑏.

(4)

于是灰色Verhulst模型可以转化为式 (4),此时求出的

𝑎、𝑏所产生的误差最小.

令 𝑦(1)(𝑘) = 1/𝑥(1)(𝑘), 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛,可以得到

倒数变换序列𝑌 (1)={𝑦(1)(1), 𝑦(1)(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦(1)(𝑛)}.对

𝑌 (1)作一次累减生成,得到一次累减生成序列𝑌 (0)=

{𝑦(0)(1), 𝑦(0)(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦(0)(𝑛)}.其中: 𝑦(0)(𝑘) = 𝑦(1)(𝑘)

− 𝑦(1)(𝑘 − 1), 𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. 因此式 (4)可以变换为

−𝑦(0)(𝑘) + 𝑎
w 𝑘

𝑘−1
𝑦(1)(𝑡)d𝑡 = 𝑏, (5)

离散化后,得

−𝑦(0)(𝑘) + 𝑎𝑧∗(1)(𝑘) = 𝑏. (6)

从几何意义上看, 背景值 𝑧∗(1)(𝑘)为 [𝑘 − 1, 𝑘]区

间上曲线与横坐标轴围成的平面图形的面积,背景值

的准确表达形式应为 𝑧0(𝑘) =
w 𝑘

𝑘−1
𝑦(1)(𝑡)d𝑡. 当白化

方程式 (5)转化为离散形式 (6)时, 背景值 𝑧∗(1)(𝑘)选

取是否准确将影响到 𝑎、𝑏的估计值, 并最终影响模

型精度. 因此, 如何优化背景值构造方法使得灰色

Verhulst模型同时满足无偏性和含噪声序列建模时误

差最小两个要求,这将是本文的研究重点和关键问题.

1.2 灰灰灰色色色Verhulst模模模型型型的的的背背背景景景值值值与与与发发发展展展系系系数数数 𝑎之之之间间间

的的的数数数量量量关关关系系系及及及性性性质质质分分分析析析

定定定理理理 1 背景值 𝑧0(𝑘)为 𝑦(1)(𝑘−1)与 𝑦(1)(𝑘)的

线性组合,即存在 𝛽 ∈ [0, 1],使

𝑧0(𝑘) = 𝛽𝑦(1)(𝑘 − 1) + (1− 𝛽)𝑦(1)(𝑘).
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证证证明明明 由中值定理可知,存在 𝛽 ∈ [0, 1],使 𝑧0(𝑘)

= 𝛽𝑦(1)(𝑘 − 1) + (1− 𝛽)𝑦(1)(𝑘). □

定定定理理理 2 记原始序列为𝑋(0), 𝑋(0)的 1-AGO序

列为𝑋(1), 𝑋(1)的倒数变换序列为𝑌 (1), 𝑌 (1)的一次

累减生成序列为𝑌 (0), 𝑍∗(1) = {𝑧∗(1)(1), 𝑧∗(1)(2), ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑧∗(1)(𝑛)}为灰色Verhulst模型的背景值序列, 其中

𝑧∗(1)(𝑘) = 𝛽𝑦(1)(𝑘 − 1) + (1 − 𝛽)𝑦(1)(𝑘).若𝑋(1)近

似满足Logistic函数的增长规律,即

𝑥(1)(𝑘) =
1

𝑝+ 𝑞e𝑎(𝑘−1)
,

则背景值 𝑧∗(1)(𝑘)中的权重

𝛽 =
e𝑎

e𝑎 − 1
− 1

𝑎
.

证证证明明明 设𝑥(1)(𝑘) =
1

𝑝+ 𝑞e𝑎(𝑘+1)
, 则 𝑦(1)(𝑡) =

1

𝑥(1)(𝑡)
= 𝑝+ 𝑞e𝑎(𝑡−1),由背景值的几何意义可得

𝑧∗(1)(𝑘) =w 𝑘

𝑘−1
𝑦(1)(𝑡)d𝑡 =

w 𝑘

𝑘−1
(𝑝+ 𝑞e𝑎(𝑡−1))d𝑡 =

𝑝+
𝑞

𝑎
e𝑎(𝑘−2)(e𝑎 − 1). (7)

整理可得

𝑧∗(1)(𝑘) = 𝑝+ 𝑞e𝑎(𝑘−2)[𝛽(1− e𝑎) + e𝑎]. (8)

由定理 1可知,式 (7)和 (8)相等,化简可以得到

𝛽 =
e𝑎

e𝑎 − 1
− 1

𝑎
. (9)

由此定理得证. □

定理 2表明, 当𝑋(1)近似满足Logistic函数时,

背景值的权重与发展系数之间的数量关系为

𝛽 =
e𝑎

e𝑎 − 1
− 1

𝑎
.

性性性质质质 1 鉴于灰色Verhulst模型所描述的为倒

U型序列,其发展系数和背景值权重存在如下性质关

系:当 𝑎 → −∞时, 𝛽 → 0;当 𝑎 → 0时, 𝛽 → 1/2.

证证证明明明 由定理 2可知, 𝛽 =
e𝑎

e𝑎 − 1
− 1

𝑎
. 当 𝑎 →

−∞时,有

lim
𝑎→−∞

( e𝑎

e𝑎 − 1
− 1

𝑎

)
= 0;

当 𝑎 → 0时, e𝑎 ≈ 1 + 𝑎,于是有

lim
𝑎→0

( e𝑎

e𝑎 − 1
− 1

𝑎

)
=

1

2
. □

定定定义义义 2 设满足Verhulst模型几何意义的真实

背景值为

𝑧
(1)
0 (𝑘) =

w 𝑘

𝑘−1
𝑥(1)d𝑡 =

𝛽0𝑥
(1)(𝑘 − 1) + (1− 𝛽0)𝑥

(1)(𝑘).

其中: 参数 𝛽0 ∈ [0, 1], 𝑍(1)
1 为传统背景值序列, 𝑧(1)1 (𝑘)

= (𝑥(1)(𝑘 − 1) + 𝑥(1)(𝑘))/2,称

𝑅(𝑘) = (𝑧
(1)
0 (𝑘)− 𝑧

(1)
1 (𝑘))/𝑧

(1)
0 (𝑘) (10)

为背景值相对误差率.

性性性质质质 2 设序列𝑋(0) = (𝑥(0)(1), 𝑥(0)(2), ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑥(0)(𝑛)), 则传统Verhulst模型背景值 𝑧

(1)
1 (𝑘)与真实

背景值 𝑧
(1)
0 (𝑘) = 𝛼0𝑥

(1)(𝑘 − 1) + (1− 𝛼0)𝑥
(1)(𝑘)之间

的相对误差率为

𝑅(𝑘) =
(0.5− 𝛽0)𝑥

(0)(𝑘)

𝑥(1)(𝑘)− 𝛽0𝑥(0)(𝑘)
. (11)

证证证明明明 如定义 2, 设原始序列为𝑋(0), 其 1-AGO

为𝑋(1), 令 𝑧
(1)
1 (𝑘)为传统GM(1,1)模型背景值, 以

𝑧
(1)
0 (𝑘)为真实背景值,代入式 (10),得到

𝑅(𝑘) =
𝛽0𝑥

(1)(𝑘 − 1) + (1− 𝛽0)𝑥
(1)(𝑘)

𝛽0𝑥(1)(𝑘 − 1) + (1− 𝛽0)𝑥(1)(𝑘)
−

[0.5𝑥(1)(𝑘 − 1) + 0.5𝑥(1)(𝑘)]

𝛽0𝑥(1)(𝑘 − 1) + (1− 𝛽0)𝑥(1)(𝑘)
,

其中 𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. 整理后得到

𝑅(𝑘) =
(0.5− 𝛽0)[𝑥

(1)(𝑘)− 𝑥(1)(𝑘 − 1)]

𝑥(1)(𝑘)− 𝛽0[𝑥(1)(𝑘)− 𝑥(1)(𝑘 − 1)]
=

(0.5− 𝛽0)𝑥
(0)(𝑘)

𝑥(1)(𝑘)− 𝛽0𝑥(0)(𝑘)
. □

由以上定理和性质可知, 一次累加生成近似

Logistic函数的灰序列发展系数 𝑎与真实背景值的参

数 𝛽0之间呈现非线性关系. 真实背景值与传统背景

值之间的相对误差率随着发展系数的变化呈现以下

变化规律:⎧⎨⎩
𝑅(𝑘) → 0, 𝑎 → 0, 𝛽0 → 1/2;

𝑅(𝑘) → 1

2

[
1− 𝑥(1)(𝑘 − 1)

𝑥(1)(𝑘)

]
, 𝑎 → −∞, 𝛽0 → 0.

(12)

从式 (12)可以看出: 当序列的发展系数较小时,

背景值的相对误差率较小,表明低速增长时传统背景

值表示的梯形面积与积分
w 𝑘

𝑘−1
𝑥(1)d𝑡面积趋近,这也

解释了传统灰色Verhulst模型在预测低速增长序列时

精度较高的原因,但从背景值线性组合的参数上来看,

仍不满足建模时的无偏性和误差最小性的要求;当发

展系数较大时, 背景值的相对误差率较大,系统误差

较大,难以对高速增长的序列进行建模预测.

1.3 拟拟拟合合合误误误差差差最最最小小小化化化的的的灰灰灰色色色Verhulst模模模型型型求求求解解解

将新的背景值构造代入式 (6),则灰色Verhulst模

型转化为

−𝑦(0)(𝑘) + 𝑎[𝛽𝑦(1)(𝑘 − 1) + (1− 𝛽)𝑦(1)(𝑘)] = 𝑏.

(13)

化简后可得

−(1 + 𝑎𝛽)𝑦(0)(𝑘) + 𝑎𝑦(1)(𝑘) = 𝑏, (14)

进而得到

𝑦(0)(𝑘)− 𝑎

(1 + 𝑎𝛽)
𝑦(1)(𝑘) = − 𝑏

(1 + 𝑎𝛽)
. (15)

参数合并,令 𝑎∗ = 𝑎/(1 + 𝑎𝛽), 𝑏∗ = 𝑏/(1 + 𝑎𝛽),则式
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(12)变为

𝑦(0)(𝑘) = 𝑎∗𝑦(1)(𝑘)− 𝑏∗. (16)

称式 (16)为灰色Verhulst模型的转化式.

定定定理理理 3 𝑋(1)为原始序列𝑋(0)的 1-AGO, 𝑌 (1)

为𝑋(1)的倒数序列, 𝑟 = (𝑎∗, 𝑏∗)T为模型参数序列,

令

𝑌 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑦(0)(2)

𝑦(0)(3)
...

𝑦(0)(𝑛)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝐵 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑦(1)(2) −1

𝑦(1)(3) −1
...

...

𝑦(1)(𝑛) −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

则灰色Verhulst模型转化式参数数列 𝑟 = (𝑎∗, 𝑏∗)T的

最小二乘估计为 𝑟 = (�̂�∗, �̂�∗)T = (𝐵T𝐵)−1𝐵T𝑌 .

证明略.

定定定理理理 4 设灰色Verhulst模型转化式背景值为

𝑧∗(1)(𝑘) = 𝛽𝑥(1)(𝑘− 1)+ (1−𝛽)𝑥(1)(𝑘),参数序列 𝑟 =

(𝑎∗, 𝑏∗)T的最小二乘估计值为 𝑟 = (𝐵T𝐵)−1𝐵T𝑌 时,

参数 𝑎、𝑏、𝛽满足最小二乘意义下的估计值,分别表示

为 ⎧⎨⎩

𝑎 = ln
( 1

1− �̂�∗

)
,

𝛽 =
1

�̂�∗
− 1

ln
( 1

1− �̂�∗

) ,
𝑏 =

�̂�∗

�̂�∗
ln
( 1

1− �̂�∗

)
.

证证证明明明 由式 (13)中 𝑎、𝑏、𝛽与 𝑎∗、𝑏∗的关系,根据

定理 2的结论可得方程组⎧⎨⎩

�̂�∗ =
𝑏

(1 + 𝑎𝛽)
,

�̂�∗ =
𝑎

(1 + 𝑎𝛽)
,

𝛽 =
e𝑎

e𝑎 − 1
− 1

𝑎
.

解方程组,得到⎧⎨⎩

𝑎 = ln
( 1

1− �̂�∗

)
,

𝛽 =
1

�̂�∗
− 1

ln
( 1

1− �̂�∗

) ,
𝑏 =

�̂�∗

�̂�∗
ln
( 1

1− �̂�∗

)
. □

将参数估计值 �̂�、̂𝑏代入灰色Verhulst模型的白

化微分方程

d𝑥(1)(𝑡)

d𝑡
+ 𝑎𝑥(1) = 𝑏(𝑥(1)(𝑡))2,

求解微分方程,得到模型的时间响应函数

�̂�(1)(𝑘 + 1) =
𝑎𝑥(1)(1)

𝑏𝑥(1)(1) + (𝑎− 𝑏𝑥(1)(1))e𝑎𝑘
. (17)

离散化后得到灰色Verhulst模型的时间响应序列为

�̂�(1)(𝑡+ 1) =
𝑎𝑥(1)(1)

𝑏𝑥(1)(1) + (𝑎− 𝑏𝑥(1)(1))e𝑎𝑡
. (18)

2 实实实例例例分分分析析析

2.1 背背背景景景值值值优优优化化化模模模型型型的的的特特特性性性验验验证证证

为了验证新背景值修正模型是否具备无偏性,若

𝑋(1)为满足Logistic函数规律的序列,则不失一般性,

令𝑥(1)(𝑘 + 1) =
1

0.154 4 + 0.088 2e𝑎𝑘
, 𝑘 = 0, 1, 2, 3, 4,

5. 分别取 𝑎 = −0.8,−1.0,−1.2,−1.5的情形进行模拟

分析,数据如表 1所示.

表 1 一次累加生成近似满足Logistic函数的数据序列

𝑎
𝑘 −0.8 −1.0 −1.2 −1.5

0 4.122 4.122 4.122 4.122

1 5.153 8 5.351 9 5.525 9 5.744 5

2 5.806 9 6.011 9 6.157 6 6.297 6

3 6.157 6 6.297 6 6.377 1 6.435 8

4 6.329 3 6.409 6 6.446 4 6.467 5

5 6.409 6 6.451 8 6.467 5 6.474 6

按照本文的背景值优化方法分别建立灰色

Verhulst模型,经过计算,结果如表 2所示.

表 2 背景值优化模型无偏性检验表

𝑎
二级参数 原始参数

相对误差/%
𝑎∗ 𝑏∗ 𝑎 𝑎

−0.8 −1.225 5 −0.189 2 −0.800 0 −0.123 5 0.00

−1.0 −1.718 1 −0.265 3 −1.000 0 −0.154 4 0.00

−1.2 −2.320 1 −0.358 2 −1.200 0 −0.185 3 0.00

−1.5 −3.482 0 −0.537 6 −1.500 0 −0.231 6 0.00

由表 2中发展系数拟合结果可以发现,本文背景

值优化模型基本上完全拟合了一次累加生成序列近

似于Logistic函数形式的原始序列, 发展系数的拟合

值与真实值的相对误差为零,说明了新背景值优化模

型具备无偏性.

2.2 某某某型型型号号号小小小型型型飞飞飞机机机的的的研研研制制制费费费用用用模模模拟拟拟分分分析析析

随着我国经济快速发展对通用飞机需求的不断

增大,以及空域管理改革和低空空域开放步伐的加快,

为通用飞机的发展带来了新的市场机遇.然而, 经历

半个多世纪的发展,我国飞机制造科研能力虽然有了

一定的提升,但与发达国家相比仍处于相对落后的地

位.为此,我国政府制定了《民用航空工业中长期发展

规划 (2013-2020年)》,加大了对通用航空产业的研发

投入, 积极推动了通用航空产业的快速发展.某型号

小型飞机正是基于这样的背景提上了研制日程.

为了进一步说明本文优化模型的实用性以及对

含有噪声扰动序列仍能进行拟合的有效性, 下面利

用本文提出的背景值优化模型对中国航空工业集团

公司旗下某型号小型飞机的研制费用进行建模.采

用 2006∼ 2013年数据作为原始数据𝑋(0), 其 1-AGO

序列为𝑋(1). 原始数据见表 3,图 1分别描绘了原始序

列𝑋(0)及其一次累加生成序列𝑋(1)的图形.
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表 3 2006∼ 2013年某型号小型飞机的研制费用 万元

年份 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013

比重/% 500 770 1 220 1 060 545 219 72 23

2005 2007 2009 2011 2013

0

4

8

12

X
0
/1

0
2

(a) !"#$ %&'X0

()

2005 2007 2009 2011 2013

X
1
/1

0
2

(b) *+,-./#$ %&'X1

0

10

20

30

40

50

()

图 1 某型号小型飞机研制费用原始

序列和一阶累加生成序列图形

从图 1中可以看出,某型号小型飞机研制费用的

原始数据呈现先增长再减小的单峰状态,对原始数据

进行一阶累加生成后, 序列总体趋势逐年提高, 达到

一定时间后, 增速减缓,呈现的是一种典型的发展受

阻滞的现象.对其数据的表象特征进行研究表明, 该

序列比较适合于灰色Verhulst模型建模, 可以利用该

数据对改进后的模型进行有效性和实用性的验证.

记表 3中数据为𝑋(0),其 1-AGO为𝑋(1),建立灰

色Verhulst模型. 首先根据定理 3进行参数估计,得 𝑎∗

= −2.162 79, 𝑏∗ = −0.000 49; 再由定理 4求得原始参

数 𝑎 = −1.151 46, 𝑏 = −0.000 26, 𝛽 = −0.406 101; 最

后计算得到时间响应式为

�̂�(1)(𝑡+ 1) =
575.727 82

0.130 085 + 1.021 37e−1.151 46𝑡
.

作为对比, 对原始数据分别按照传统灰色

Verhulst和文献 [10]背景值优化的灰色Verhulst模型

进行建模.记传统灰色Verhulst模型为模型 1, 文献

[10]背景值优化的灰色Verhulst模型为模型 2,本文背

景值优化的灰色Verhulst模型为模型 3,这 3种模型的

模拟和预测结果见表 4.

从表 4中可以看出,模型 3的拟合精度最高,平均

相对误差为 1.13%, 相对于模型 1和模型 2平均误差

最低,表明本文的背景值优化方法实现了噪声扰动下

序列模拟误差最小,在实际应用中的模拟效果优于传

统灰色Verhulst模型和文献 [10]提出的背景值优化模

型. 而传统灰色Verhulst建模方法和文献 [10]中背景

值优化方法得到的平均误差较大,原因在于发展系数

较大,当序列数据变换波动较大时, 序列中所含噪声

扰动因素作用效果较强,传统模型和文献 [10]的背景

值构建方法受噪声作用偏离真实背景值幅度较大,因

而模拟效果会受到一定的影响.

另外,从拟合序列相似程度进行检验,对比拟合

序列与原始序列的形状相似程度,以此作为可否进行

预测的依据,保证建模得到的拟合序列与原始序列保

持趋势的一致性. 选择绝对关联度作为拟合序列和原

始序列形状相似性的判断依据,计算公式如下:

∣𝑠0∣ =
𝑛−1∑
𝑘=2

∣𝑥0
0(𝑘)∣+

1

2
∣𝑥0

0(𝑛)∣,

∣𝑠𝑗 ∣ =
𝑛−1∑
𝑘=2

∣𝑥0
𝑗 (𝑘)∣+

1

2
∣𝑥0

𝑗 (𝑛)∣,

∣𝑠𝑗 − 𝑠0∣ =
𝑛−1∑
𝑘=2

∣𝑥0
𝑗 (𝑘)− 𝑥0

0(𝑘)∣+
1

2
∣𝑥0

𝑗 (𝑛)− 𝑥0
0(𝑛)∣,

其中𝑋0
0和𝑋0

𝑗 分别为序列𝑋0和𝑋𝑗的始点零化像,

则关联度计算公式为

𝛾0𝑗 =
1 + ∣𝑠0∣+ ∣𝑠𝑗 ∣

1 + ∣𝑠0∣+ ∣𝑠𝑗 ∣+ ∣𝑠𝑗 − 𝑠0∣ .

表 4 3个模型对序列𝑋(1)的模拟值、预测值和相对误差

𝑘
实际值 模型 1 模型 2 模型 3

𝑥(1)(𝑘) �̂�(1)(𝑘) 相对误差/% �̂�(1)(𝑘) 相对误差/% �̂�(1)(𝑘) 相对误差/%

2006 500 500 0.00 500 0.00 500 0.00

2007 770 734.794 4.57 717.783 6.78 770.870 8 0.11

2008 1 220 1 154.84 5.34 1 269.606 4.07 1 208.693 0.93

2009 1 060 1 061.372 0.13 1 027.31 3.08 1 066.252 0.59

2010 545 590.268 8.31 638.6263 17.18 557.951 8 2.38

2011 219 240.857 9.98 249.581 9 13.96 214.859 9 1.89

2012 72 85.603 18.89 87.682 46 21.78 72.693 75 0.96

2013 23 28.904 25.67 27.796 51 20.85 23.495 96 2.16

模拟值平均相对误差/% 9.11 10.96 1.13
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经计算,得到本文优化模型与原始序列的绝对关

联度为 0.992 9, 而传统灰色Verhulst模型和文献 [10]

模型得到的拟合序列与原始序列之间的绝对关联度

分别为 0.964 2和 0.948 5.由此可知,相对于传统模型

和文献 [10]的模型,本文模型对序列特征的描述更为

精准,用于预测的可行性更高.

3 结结结 论论论

本文从传统灰色Verhulst模型的建模过程入手,

分析得到背景值的构造方式是影响灰色Verhulst模型

的模拟预测精度的关键因素之一;从背景值的几何意

义出发, 利用积分中值定理拟合真实背景值,发现背

景值与发展系数之间存在一定的数量关系,并据此构

建新的背景值优化灰色Verhulst模型, 它能保证背景

值优化模型的无偏性,有效减小因序列噪声扰动所产

生的误差,使得最小二乘意义下参数 𝑎、𝑏的估计误差

最小, 进而提高模型精度.本文应用新的背景值优化

模型对某型号小型飞机的研制费用数据进行建模,并

与传统灰色Verhulst模型、文献 [10]的背景值优化模

型进行了对比. 结果显示: 本文方法显著地改善了拟

合效果;同时,采用绝对关联度分析表明,本文模型对

原始序列信息描述精确,更适合于研制费用的预测.
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