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摘 要: 针对具有预负载非线性特性的双率系统,提出一种新的辨识方法. 借助切换函数简化系统模型,通过损失数

据模型估计系统损失的输出数据,进而利用系统所有输入和输出数据,提出相应双率系统递推最小二乘算法. 与多项

式转换方法相比,该方法能够直接辨识出系统参数. 仿真结果验证了所提出方法的有效性.
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Recursive least squares algorithm for dual-rate sampled data systems
with preload nonlinearity
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Abstract: This paper presents a novel identification method for a dual-rate sampled data system with preload nonlinearity.

By using a switching function, the nonlinear system is turned into an identification model. Then a missing output

identification model based recursive least-squares algorithm is derived to identify the parameters of the system by all

the inputs and outputs. Compared with the polynomial transformation technique, this method can estimate the unknown

parameters directly and can decrease the number of the unknown parameters. The simulation results show the effectiveness

of the proposed algorithm.

Keywords: parameter estimation；recursive least squares；missing output；dual-rate system；nonlinear system

0 引引引 言言言

当系统的输入和输出采样周期相同时,称这样的

系统为单率系统.目前, 对单率系统的辨识已较为成

熟,并随之出现了很多经典的辨识方法[1-3],如递推最

小二乘算法 (RLS)、随机梯度算法 (SG))以及迭代算

法等.在实际过程控制领域中, 由于过程控制变量受

频率特性、设备传感器特性等物理、机械因素的影响,

系统存在两个或两个以上的采样频率,称这样的系统

为双率系统或多率系统[4-6]. 多项式转换方法和提升

技术是两种常用的辨识多率/双率系统的方法[7-8],其

基本思想是推导出多率系统的提升传递函数模型或

者多项式转换模型, 使其适合多率数据, 进而辨识出

提升模型或者转换模型的参数.然而, 利用多项式转

换方法或者提升技术不能直接辨识出原系统参数 (只

能辨识出转换模型的参数), 且会导致待辨识参数维

数增大.

在过程控制领域,组成实际控制系统的环节总是

在一定程度上带有非线性特性,非线性项的存在会导

致控制系统性能降低.对非线性系统设计控制器, 非

线性系统的模型必须已知, 因此非线性系统的参数

辨识在过程控制中具有举足轻重的作用.目前, 对非

线性系统的辨识主要集中在具有多项式非线性特性

的系统[9-11],以及具有硬非线性特性的系统辨识[12-14].

由于硬非线性形状特性各异 (如饱和非线性、死区非

线性、预负载非线性以及回滞非线性等),其非线性项

与线性部分耦合在一起,对硬非线性系统的辨识尤为

困难[15]. 近年来,对硬非线性系统的辨识已引起了国

内外学者的广泛关注. Vörös[12,16]利用关键变量分离

技术,借助梯度迭代算法辨识出具有分段非线性和回

滞非线性特性的系统参数; Bai[17]利用频域算法对一
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类具有硬非线性特性的系统进行了参数辨识; Chen

等[18]利用关键变量分离技术简化系统模型,进而利用

迭代算法辨识具有饱和死区非线性特性的系统参数.

上述文献或者是对双率线性系统进行辨识,或者

是对单率非线性系统进行辨识,没有考虑更为复杂的

双率非线性系统的参数辨识. 然而,在实际过程控制

领域中, 双率非线性系统是广泛存在的.双率非线性

系统由于存在非线性特性和双率特性,待辨识参数维

数急剧增长,而参数维数的增长会引起辨识误差的增

大,因此对双率非线性系统设计有效的辨识方法具有

理论和实际意义.本文针对具有双率预负载特性的非

线性系统,提出基于损失数据模型的递推最小二乘算

法. 首先利用损失数据模型辨识出系统损失的输出数

据,进而通过递推最小二乘算法并结合系统所有输入

和输出数据辨识出系统未知参数. 与提升技术和多项

式转换方法相比,基于损失数据模型的递推最小二乘

算法能够直接辨识出系统参数,且不增加待辨识参数

维数,具有广阔的应用前景.

1 问问问题题题描描描述述述

考虑如下双率非线性系统:
𝐴(𝑧)𝑦(𝑡) = 𝐵(𝑧)𝑓(𝑢(𝑡)) + 𝑣(𝑡). (1)

其中: 𝑦(𝑡)是系统输出; 𝑢(𝑡)是系统输入; 𝑣(𝑡)是均

值为零的随机白噪声; 𝐴(𝑧)和𝐵(𝑧)是单位后移算子

[𝑧−1𝑦(𝑡) = 𝑦(𝑡− 1)]的多项式,即
𝐴(𝑧) = 1 + 𝑎1𝑧

−1 + 𝑎2𝑧
−2 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑎𝑛𝑧

−𝑛,

𝐵(𝑧) = 𝑏1𝑧
−1 + 𝑏2𝑧

−2 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑏𝑛𝑧
−𝑛;

𝑓(𝑢(𝑡))是如图 1所示的预负载非线性,可以表示为

𝑓(𝑢(𝑡)) =

⎧⎨⎩
𝑘𝑢(𝑡) +𝑚, 𝑢(𝑡) > 0;

0, 𝑢(𝑡) = 0;

𝑘𝑢(𝑡)−𝑚, 𝑢(𝑡) < 0.

这里 𝑘是直线的斜率, 𝑚是预负载发生点.
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图 1 预负载非线性

双率系统的所有输入数据 {𝑢(𝑡), 𝑡 = 0, 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ }
和部分输出数据 {𝑦(𝑡𝑞), 𝑡 = 0, 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , (𝑞 ⩾ 2)}是可
测的, 而部分输出数据 {𝑦(𝑡𝑞 + 𝑗), 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑞 −
1}是不可测或者是损失的.

定义一个切换函数

sgn(𝑢(𝑡)) :=

⎧⎨⎩
1, 𝑢(𝑡) > 0;

0, 𝑢(𝑡) = 0;

− 1, 𝑢(𝑡) < 0.

则 𝑓(𝑢(𝑡))可以表示为

𝑓(𝑢(𝑡)) = 𝑘𝑢(𝑡) +𝑚sgn(𝑢(𝑡)). (2)

将式 (2)代入 (1),得到
𝐴(𝑧)𝑦(𝑡) = 𝐵(𝑧)(𝑘𝑢(𝑡) +𝑚sgn(𝑢(𝑡))) + 𝑣(𝑡).

用 𝑡𝑞代替 𝑡可得

𝐴(𝑧)𝑦(𝑡𝑞) = 𝐵(𝑧)(𝑘𝑢(𝑡𝑞) +𝑚sgn(𝑢(𝑡𝑞))) + 𝑣(𝑡𝑞).

(3)

对于任意非零常数𝛼, (𝛼𝑓(𝑢(𝑡)), 𝛼−1𝐵(𝑧))都产生相

同的输入输出量测. 因此, 为了得到唯一的参数,

𝑓(𝑢(𝑡))和𝐵(𝑧)增益中的一个必须固定. 有许多方法

规范化这些增益[19],这里假设 𝑏1 = 1.

定义参数向量 𝜽和信息向量𝝋(𝑡𝑞)如下:
𝜽 := [𝑎1, 𝑎2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑛, 𝑘, 𝑘𝑏2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘𝑏𝑛,𝑚,

𝑚𝑏2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚𝑏𝑛]
T ∈ 𝑹3𝑛, (4)

𝝋(𝑡𝑞) := [−𝑦(𝑡𝑞 − 1),−𝑦(𝑡𝑞 − 2), ⋅ ⋅ ⋅ ,−𝑦(𝑡𝑞 − 𝑛),

𝑢(𝑡𝑞 − 1), 𝑢(𝑡𝑞 − 2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢(𝑡𝑞 − 𝑛),

sgn(𝑢(𝑡𝑞 − 1)), sgn(𝑢(𝑡𝑞 − 2)), ⋅ ⋅ ⋅ ,
sgn(𝑢(𝑡𝑞 − 𝑛))]T ∈ 𝑹3𝑛, (5)

则式 (3)可以简化为如下辨识模型:
𝑦(𝑡𝑞) = 𝝋T(𝑡𝑞)𝜽 + 𝑣(𝑡𝑞). (6)

2 损损损失失失数数数据据据模模模型型型辨辨辨识识识算算算法法法

定义并极小化准则函数

𝐽(𝜽) :=

𝑛∑
𝑡=1

[𝑦(𝑡𝑞)−𝝋T(𝑡𝑞)𝜽]2,

得到如下RLS算法:
𝜽(𝑡𝑞) = 𝜽(𝑡𝑞 − 𝑞) + 𝑷 (𝑡𝑞)𝝋(𝑡𝑞)𝑒(𝑡𝑞); (7)

𝜽(𝑡𝑞 + 𝑖) = 𝜽(𝑡𝑞), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑞 − 1; (8)

𝑒(𝑡𝑞) = 𝑦(𝑡𝑞)−𝝋T(𝑡𝑞)𝜽(𝑡𝑞 − 𝑞); (9)

𝑷 (𝑡𝑞)=𝑷 (𝑡𝑞 − 𝑞)− 𝑷 (𝑡𝑞 − 𝑞)𝝋(𝑡𝑞)𝝋T(𝑡𝑞)𝑷 (𝑡𝑞 − 𝑞)

1 +𝝋T(𝑡𝑞)𝑷 (𝑡𝑞 − 𝑞)𝝋(𝑡𝑞)
;

𝑷 (0) = 106𝑰. (10)

由于式 (7)右边的信息向量𝝋(𝑡𝑞)中存在未知的损失

输出数据 𝑦(𝑡𝑞− 1), 𝑦(𝑡𝑞− 2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦(𝑡𝑞− 𝑞+1), 𝑦(𝑡𝑞−
𝑞 − 1), ⋅ ⋅ ⋅ , 上述RLS算法无法用来辨识系统未知参

数.

下面采用多项式转换方法估计未知的参数. 假

设多项式𝐴(𝑧)存在𝑛个实数根 𝑧𝑙, 𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, 则

𝐴(𝑧)可以写为

𝐴(𝑧) = (1− 𝑧1𝑧
−1)(1− 𝑧2𝑧

−1) ⋅ ⋅ ⋅ (1− 𝑧𝑛𝑧
−1).

令𝑚 := 𝑛(𝑞 − 1),并定义多项式

𝑟(𝑧) :=

𝑛∏
𝑙=1

(1 + 𝑧𝑙𝑧
−1 + 𝑧2𝑙 𝑧

−2 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑧𝑞−1
𝑙 𝑧−𝑞+1) =

1 + 𝑟1𝑧
−1 + 𝑟2𝑧

−2 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑟𝑚𝑧−𝑚.

在式 (1)两边分别乘以 𝑟(𝑧),得
𝛼(𝑧)𝑦(𝑡) = 𝛽(𝑧)𝑓(𝑢(𝑡)) + 𝑟(𝑧)𝑣(𝑡), (11)

其中
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𝛼(𝑧) := 𝑟(𝑧)𝐴(𝑧) = 1 + 𝛼1𝑧
−𝑞 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝛼𝑛𝑧

−𝑛𝑞, (12)

𝛽(𝑧) := 𝑟(𝑧)𝐵(𝑧) = 𝑧−1 + 𝛽2𝑧
−2 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝛽𝑛𝑞𝑧

−𝑛𝑞.

(13)

由式 (12)和 (13)可知, 当 𝑡为 𝑞的整数倍时, 模型 (11)

包含所有输入数据和可测输出数据.

定义参数向量 𝜽1和信息向量 𝝋̂1(𝑡𝑞)如下:
𝜽1 := [𝛼1, 𝛼2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛼𝑛, 𝑘, 𝑘𝛽2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘𝛽𝑛𝑞,𝑚,𝑚𝛽2, ⋅ ⋅ ⋅ ,

𝑚𝛽𝑛𝑞, 𝑟1, 𝑟2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟𝑛𝑞−𝑛]
T ∈ 𝑹3𝑛𝑞, (14)

𝝋̂1(𝑡𝑞) := [−𝑦(𝑡𝑞 − 𝑞),−𝑦(𝑡𝑞 − 2𝑞), ⋅ ⋅ ⋅ ,−𝑦(𝑡𝑞 − 𝑛𝑞),

𝑢(𝑡𝑞 − 1), 𝑢(𝑡𝑞 − 2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢(𝑡𝑞 − 𝑛𝑞),

sgn(𝑢(𝑡𝑞 − 1)), sgn(𝑢(𝑡𝑞 − 2)), ⋅ ⋅ ⋅ ,
sgn(𝑢(𝑡𝑞 − 𝑛𝑞)), 𝑣(𝑡𝑞 − 1), 𝑣(𝑡𝑞 − 2), ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑣(𝑡𝑞 − 𝑛(𝑞 − 1))]T ∈ 𝑹3𝑛𝑞, (15)

其中 𝑣(𝑡𝑞− 𝑖)表示 𝑡𝑞− 𝑖时刻对 𝑣(𝑡𝑞− 𝑖)的估计,用下

式表示:
𝑣(𝑡𝑞 − 𝑖) =

𝐴(𝑡𝑞 − 𝑞, 𝑧)𝑦(𝑡𝑞 − 𝑖)− 𝐵̂(𝑡𝑞 − 𝑞, 𝑧)×
(𝑘(𝑡𝑞 − 𝑞)𝑢(𝑡𝑞 − 𝑖) + 𝑚̂(𝑡𝑞 − 𝑞)sgn(𝑢(𝑡𝑞 − 𝑖))),

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑞 − 1.

𝐴(𝑡𝑞 − 𝑞, 𝑧)、𝐵̂(𝑡𝑞 − 𝑞, 𝑧)、̂𝑘(𝑡𝑞 − 𝑞)和 𝑚̂(𝑡𝑞 − 𝑞)分别

表示 𝑡𝑞 − 𝑞时刻对参数𝐴(𝑧)、𝐵(𝑧)、𝑘和𝑚的估计.进

一步采用文献 [20]的方法,可以估计出参数向量 𝜽1.

接下来,采用基于损失数据模型的递推最小二乘

算法 (MOI-RLS)估计系统未知参数.未知的输出数据

𝑦(𝑡𝑞− 𝑞+ 𝑖) (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑞− 1)用损失数据模型的输

出 𝑦(𝑡𝑞 − 𝑞 + 𝑖)来代替,即
𝑦(𝑡𝑞 − 𝑞 + 𝑖) = 𝝋̂T(𝑡𝑞 − 𝑞 + 𝑖)𝜽(𝑡𝑞 − 𝑞),

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑞 − 1;

𝝋̂(𝑡𝑞 − 𝑞 + 𝑖+ 1) =

[−𝑦(𝑡𝑞 − 𝑞 + 𝑖), ⋅ ⋅ ⋅ ,−𝑦(𝑡𝑞 − 𝑞 + 1),−𝑦(𝑡𝑞 − 𝑞), ⋅ ⋅ ⋅ ,
− 𝑦(𝑡𝑞 − 𝑞 + 𝑖+ 1− 𝑛), 𝑢(𝑡𝑞 − 𝑞 + 𝑖), ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑢(𝑡𝑞 − 𝑞 + 𝑖+ 1− 𝑛), sgn(𝑢(𝑡𝑞 − 𝑞 + 𝑖)), ⋅ ⋅ ⋅ ,
sgn(𝑢(𝑡𝑞 − 𝑞 + 𝑖+ 1− 𝑛))]T ∈ 𝑹3𝑛.

其中: 𝑦(𝑡𝑞− 𝑞+ 𝑖)代表 𝑡𝑞− 𝑞+ 𝑖时刻对未知输出 𝑦(𝑡𝑞

− 𝑞 + 𝑖)的估计, 𝜽(𝑡𝑞 − 𝑞)代表 𝑡𝑞 − 𝑞时刻对未知参数

向量 𝜽的估计, 𝝋̂(𝑡𝑞 − 𝑞 + 𝑖+ 1)代表 𝑡𝑞 − 𝑞 + 𝑖+ 1时

刻对未知向量𝝋的估计.

利用MOI-RLS算法估计系统未知参数向量 𝜽.
𝜽(𝑡𝑞) = 𝜽(𝑡𝑞 − 𝑞) + 𝑷 (𝑡𝑞)𝝋̂(𝑡𝑞)𝑒(𝑡𝑞); (16)

𝜽(𝑡𝑞 + 𝑖) = 𝜽(𝑡𝑞), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑞 − 1; (17)

𝑦(𝑡𝑞 − 𝑞 + 𝑖) = 𝝋̂T(𝑡𝑞 − 𝑞 + 𝑖)𝜽(𝑡𝑞 − 𝑞); (18)

𝝋̂(𝑡𝑞 − 𝑞 + 𝑖+ 1) =

[−𝑦(𝑡𝑞 − 𝑞 + 𝑖), ⋅ ⋅ ⋅ ,−𝑦(𝑡𝑞 − 𝑞 + 1),−𝑦(𝑡𝑞 − 𝑞), ⋅ ⋅ ⋅ ,
− 𝑦(𝑡𝑞 − 𝑞 + 𝑖+ 1− 𝑛), 𝑢(𝑡𝑞 − 𝑞 + 𝑖), ⋅ ⋅ ⋅ ,

𝑢(𝑡𝑞 − 𝑞 + 𝑖+ 1− 𝑛), sgn(𝑢(𝑡𝑞 − 𝑞 + 𝑖)), ⋅ ⋅ ⋅ ,
sgn(𝑢(𝑡𝑞 − 𝑞 + 𝑖+ 1− 𝑛))]T; (19)

𝑒(𝑡𝑞) = 𝑦(𝑡𝑞)− 𝝋̂T(𝑡𝑞)𝜽(𝑡𝑞 − 𝑞); (20)

𝑷 (𝑡𝑞)=𝑷 (𝑡𝑞 − 𝑞)+
𝑷 (𝑡𝑞 − 𝑞)𝝋̂(𝑡𝑞)𝝋̂T(𝑡𝑞)𝑷 (𝑡𝑞 − 𝑞)

1 + 𝝋̂T(𝑡𝑞)𝑷 (𝑡𝑞 − 𝑞)𝝋̂(𝑡𝑞)
;

𝑷 (0) = 106𝑰. (21)

利用MOI-RLS算法计算参数向量 𝜽的步骤如

下:

Step 1: 令𝑢(−𝑗) = 0, 𝑦(−𝑗) = 0, 𝑗 = 0, 1, 2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛− 1,并给定一个小的正常数 𝜀.

Step 2: 令 𝑡 = 1, 𝑖 = 1, 𝑷 (0) = 𝑝0𝑰 , 𝜽(0) = 1/𝑝0,

1是元素全为 1的向量, 𝑝0 = 106.

Step 3: 收集输入数据𝑢(𝑡𝑞), 𝑢(𝑡𝑞− 1), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢(𝑡𝑞−
𝑛)和输出数据 𝑦(𝑡𝑞).

Step 4: 按照式 (18)计算 𝑦(𝑡𝑞 − 𝑞 + 𝑖).

Step 5: 按照式 (19)构建 𝝋̂(𝑡𝑞 − 𝑞 + 𝑖+ 1),使 𝑖增

加 1,如果 𝑖 ⩽ 𝑞 − 1,则返回Step 4.

Step 6: 按照式 (20)和 (21)计算 𝑒(𝑡𝑞)和𝑷 (𝑡𝑞).

Step 7: 按照式 (16)刷新参数向量 𝜽(𝑡𝑞).

Step 8: 比较 𝜽(𝑡𝑞)和 𝜽(𝑡𝑞− 𝑞). 如果 ∥𝜽(𝑡𝑞)−𝜽(𝑡𝑞

− 𝑞)∥ ⩽ 𝜀,则停止计算,并得到参数向量 𝜽(𝑡𝑞);否则,

使 𝑡增加 1,并返回Step 3.

与多项式转换方法相比, MOI-RLS方法具有如

下优点.

1) 多项式转换方法只能辨识出转换模型的参

数,原系统参数要通过辨识出的转换模型参数计算得

到[20-21], 而MOI-RLS方法能直接辨识出原系统参数

𝑎𝑖 (𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛), 𝑏𝑗 (𝑗 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛), 𝑘和𝑚;

2)多项式转换方法存在较强的限制条件,即𝑛次

的多项式𝐴(𝑧)要存在𝑛个实数根;

3) 利用多项式转换方法, 系统待辨识参数维数

为 3𝑛𝑞,而利用MOI-RLS方法待辨识参数维数为 3𝑛.

3 仿仿仿真真真例例例子子子

考虑如下非线性系统:
𝐴(𝑧) = 1 + 𝑎1𝑧

−1 + 𝑎2𝑧
−2 = 1 + 0.2𝑧−1 + 0.3𝑧−2,

𝐵(𝑧) = 𝑏1𝑧
−1 + 𝑏2𝑧

−2 = 𝑧−1 + 0.4𝑧−2,

𝑓(𝑢(𝑡)) =

𝑘𝑢(𝑡) +𝑚sgn(𝑢(𝑡)) = 0.5𝑢(𝑡) + 0.4sgn(𝑢(𝑡)).

假设 𝑞 = 2,得到
𝑦(𝑡𝑞) = 𝝋T(𝑡𝑞)𝜽 + 𝑣(𝑡𝑞),

𝜽 = [𝑎1, 𝑎2, 𝑘, 𝑘𝑏2,𝑚,𝑚𝑏2]
T =

[0.2, 0.3, 0.5, 0.2, 0.4, 0.16]T.

{𝑢(𝑡𝑞)}采用零均值单位方差不相关可测随机信号序
列, {𝑣(𝑡𝑞)}采用零均值方差为𝜎2 = 0.102的白噪声序

列.
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利用MOI-RLS算法估计系统参数, 参数估计值

和参数估计误差如表 1所示.

表 1 模型参数的MOI-RLS估计

𝑡 𝑎1 𝑎2 𝑘 𝑘𝑏2 𝑚 𝑚𝑏2 𝛿 /%

100 0.084 88 0.348 16 0.429 50 0.114 85 0.383 21 0.089 53 23.357 61
200 0.120 22 0.333 84 0.476 68 0.133 80 0.389 47 0.130 21 14.894 52
300 0.118 81 0.335 20 0.494 60 0.144 02 0.385 65 0.131 00 14.099 84
500 0.150 31 0.323 35 0.499 76 0.161 28 0.390 44 0.144 83 8.935 23

1000 0.184 56 0.308 39 0.502 15 0.182 34 0.398 15 0.158 38 3.229 02
1500 0.192 46 0.305 43 0.503 52 0.190 75 0.395 79 0.158 06 1.843 77
2000 0.198 53 0.305 59 0.506 70 0.199 13 0.394 20 0.157 94 1.389 46

真值 0.200 00 0.300 00 0.500 00 0.200 00 0.400 00 0.160 00

由表 1可知, MOI-RLS算法能够直接估计出系

统参数 𝑎1、𝑎2、𝑏2、𝑘和𝑚,并且参数估计误差随时间 𝑡

的增大而逐渐趋于零.

4 结结结 论论论

本文利用MOI-RLS算法对一类双率非线性系统

进行了参数辨识方法的研究,所提出的损失数据模型

方法能够直接辨识出系统参数,且不增加待辨识参数

维数.下一步,可以将该方法拓展到具有有色噪声干

扰的双率非线性系统以及多变量双率非线性系统的

参数辨识中去.
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