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摘 要: 在灰色Verhulst模型建模机理的基础上,考虑相关因素对系统预测精度的影响,构建一种新型灰色Verhulst模

型. 分析该模型参数在系统特征序列与相关因素序列经数乘变换前后的量化关系,并分析数乘变换对该新模型建模

精度的影响程度.研究结果表明,新型灰色Verhulst模型的建模精度与系统相关因素序列的数乘变换有关,而与系统

特征序列的数乘变换无关.研究结论认为,利用数乘变换可降低该模型的建模复杂性.
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Abstract: On the basis of the modeling mechanism of the grey Verhulst model, a novel grey Verhulst model is constructed

considering related factors affecting forecasting precision of a system, and the quantitative relation of model parameters as

multiple transformations acting on system characteristic sequences and its related factors sequences are analyzed. Research

results show that the modeling accuracy of the novel grey Verhulst model is in relation to multiple transformation of related

factors sequence of systems, but it has nothing to do with the multiple transformation of characteristics sequence of systems.

Research condusion shows that multiple transformations can simplify the complexity of constructing the novel model.
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0 引引引 言言言

在灰色系统理论中,灰色预测模型一直是备受关

注的分支之一[1-3]. 为提高模型的建模精度,通常需对

系统原始数据序列进行预处理[4-5]. 目前,学界已有部

分学者对灰色预测模型的参数特性进行研究,并取得

了丰硕成果[6-12]. 研究表明,在灰建模之前,对系统特

征序列进行线性变换,可降低灰预测模型建模的复杂

性. 在众多灰预测模型中,灰色Verhulst预测模型是一

种针对特征序列具有近似单峰特性的系统进行小样

本建模的特殊灰色预测模型,该模型虽然在商品经济

寿命预测、生物生长演变分析等领域具有一定的应用

空间,但由于其存在无法对系统内相关影响因素信息

进行充分利用的缺陷,通常难以取得理想的建模效果.

本文在传统灰色Verhulst模型建模机理的基础

上,考虑系统相关因素对系统特征序列发展趋势的影

响,构建一种嵌入相关因素的新灰色Verhulst预测模

型 (简称NGM(1,1,𝑉 )模型). 给出该模型的时间响应

式,利用参数包技术分析该模型参数在系统特征序列

与其相关因素序列经数乘变换前后的数量关系,揭示

该模型精度在建模序列数乘变换前后的变化规律.研

究结果表明,所提出模型的建模精度与系统相关因素

序列的数乘变换有关,而与系统特征序列的数乘变换

无关.

1 NGM(1,1,𝑉 )模模模型型型的的的定定定义义义
定义 1 设原始非负序列为

𝑋1
(0) = {𝑥1

(0)(1), 𝑥
(0)
1 (2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(0)

1 (𝑛)}.
其中: 𝑥1

(0)(𝑖) ⩾ 0, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. 𝑋1
(0)的一次累加

生成序列为
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𝑋1
(1) = {𝑥(1)

1 (1), 𝑥1
(1)(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥1

(1)(𝑛)}.

其中: 𝑥1
(1)(𝑘) =

𝑘∑
𝑖=1

𝑥1
(0)(𝑖), 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. 系统某

一相关因素序列为

𝑋2
(0) = {𝑥2

(0)(1),𝑥2
(0)(2),⋅ ⋅ ⋅ ,𝑥2

(0)(𝑛)}.
其中: 𝑥2

(0)(𝑖) ⩾ 0, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. 其一次累加生成

序列为

𝑋1
(1) = {𝑥2

(1)(1),𝑥2
(1)(2),⋅ ⋅ ⋅ ,𝑥2

(1)(𝑛)}.

其中: 𝑥2
(1)(𝑘) =

𝑘∑
𝑖=1

𝑥2
(0)(𝑖), 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. 𝑋1

(1)

的紧邻均值生成序列为

𝑍1
(1) = {𝑧1(1)(1), 𝑧1(1)(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑧1(1)(𝑛)}.

其中

𝑧1
(1)(𝑘) =

1

2
(𝑥1

(1)(𝑘) + 𝑥1
(1)(𝑘 + 1)),

𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.
称𝑥1

(0)(𝑘) + 𝑎𝑧1
(1)(𝑘) = 𝑏2(𝑥2

(1)(𝑘))2为新灰色

Verhulst预测模型 (简称为NGM(1,1,𝑉 )模型),该模型

的白化模型为

d𝑥1
(1)

d𝑡
+ 𝑎𝑥1

(1) = 𝑏2(𝑥2
(1))2.

经数学证明,得到模型对应的白化响应式为

𝑥1
(1)(𝑡) =

𝑏2𝑥2
(1)(𝑡)

𝑎
+(

𝑥1
(1)(1)− 𝑏2𝑥2

(1)(1)

𝑎

)( 𝑥2
(1)(𝑡)

𝑥2
(1)(1)

)2

𝑒𝑎(1−𝑡).

称 (𝑎, 𝑏2)为NGM(1,1,𝑉 )模型的一级参数包, 记

作𝑃𝐼𝑉 ,可以表示为如下向量形式:

𝑃𝐼𝑉 =

[
𝑎

𝑏2

]
or 𝑃𝐼𝑉 = [𝑎 𝑏2]

T.

称 (𝑎, 𝑏2)的构成成分为NGM(1,1,𝑉 )模型的中间

参数, 中间参数的全体为该模型的二级参数包, 记

作𝑃𝐼𝐼𝑉 .

称NGM(1,1,𝑉 )模型的二级参数包的构成成分

为基本参数, 基本参数全体为该模型的三级参数包,

记作𝑃𝐼𝐼𝐼𝑉 .

命题 1 NGM(1,1,𝑉 )模型的一级参数包在最小

二乘准则下有如下矩阵算式:

𝑃𝐼 =

[
𝑎

𝑏2

]
= (𝐵T𝐵)−1𝐵T𝑌.

其中

𝑌 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑥1

(0)(2)

𝑥1
(0)(3)

...

𝑥1
(0)(𝑛)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝐵 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−𝑧1

(1)(2) (𝑥2
(1)(2))

2

−𝑧1
(1)(3) (𝑥2

(1)(3))
2

...
...

−𝑧1
(1)(𝑛) (𝑥2

(1)(𝑛))
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

命题 2 令

𝐶𝑉 =

𝑛∑
𝑘=2

𝑧1
(1)(𝑘)𝑥

(1)
2 (𝑘)

2
,

𝐸 =

𝑛∑
𝑘=2

𝑧1
(1)(𝑘)𝑥1

(0)(𝑘),

𝐹 =

𝑛∑
𝑘=2

𝑧1
(1)(𝑘)

2
, 𝐺 =

𝑛∑
𝑘=2

𝑥2
(1)(𝑘)

4
,

𝐻 =

𝑛∑
𝑘=2

𝑥1
(0)(𝑘)𝑥2

(1)(𝑘)
2
.

有

(𝐵T𝐵)−1 =
1

𝐹𝐺− 𝐶𝑉
2

[
𝐺 𝐶𝑉

𝐶𝑉 𝐹

]
,

𝐵T𝑌 =

[
−𝐸

𝐻

]
.

命题 3 灰色NGM(1,1,𝑉 )模型的参数包有:

1)一级参数包𝑃𝐼𝑉 为

𝑃𝐼𝑉 = [𝑎 𝑏2]
T,

𝑎 =
𝐶𝑉 𝐻 −𝐺𝐸

𝐹𝐺− 𝐶𝑉
2 ,

𝑏 =
𝐹𝐻 − 𝐶𝑉 𝐸

𝐹𝐺− 𝐶𝑉
2 .

2)二级参数包𝑃𝐼𝐼𝑉 为

𝐶𝑉 =

𝑛∑
𝑘=2

𝑧1
(1)(𝑘)𝑥

(1)
2 (𝑘)

2
,

𝐸 =

𝑛∑
𝑘=2

𝑧1
(1)(𝑘)𝑥1

(0)(𝑘),

𝐹 =

𝑛∑
𝑘=2

𝑧1
(1)(𝑘)

2
,

𝐺 =

𝑛∑
𝑘=2

𝑥2
(1)(𝑘)

4
,

𝐻 =

𝑛∑
𝑘=2

𝑥1
(0)(𝑘)𝑥2

(1)(𝑘)
2
.

3)三级参数包𝑃𝐼𝐼𝐼𝑉 为

𝑃𝐼𝐼𝐼𝑉 = (𝑥1
(0)(𝑘), 𝑧1

(1)(𝑘), 𝑥2
(1)(𝑘)).

2 NGM(1,1,𝑉 )模模模型型型的的的参参参数数数特特特性性性
定义 2 对于非负数据序列𝑥𝑘和 𝑦𝑘, 𝑦𝑘 = 𝜌𝑥𝑘,

𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, 𝜌 > 0为常数, 称为数乘变换, 𝜌为数

乘量.

下面分析数乘变换对NGM(1,1,𝑉 )模型建模参

数和精度的影响.设𝑋1
(0)为原始非负数据序列, 𝑌1

(0)
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为数乘变换数据序列, 𝑋1
(1)和𝑌1

(1)分别为𝑋1
(0)和

𝑌1
(0)的 1−AGO, 𝑋2

(0)为系统相关因素数据序列,

𝑌2
(0)为数乘变换数据序列, 𝑋2

(1)和𝑌2
(1)分别为𝑋2

(0)

和𝑌2
(0)的 1−AGO, 𝜌1、𝜌2依次为系统特征序列与相

关因素序列的数乘量,有

𝑦1
(1)(𝑘) = 𝜌1𝑥1

(1)(𝑘),

𝑦2
(1)(𝑘) = 𝜌2𝑥2

(1)(𝑘).

记参数 𝑎、𝑏2为利用序列𝑋1
(0)和𝑋2

(0)构建的

NGM(1,1,𝑉 )模型参数, 𝑎̄、̄𝑏2为其数乘序列构建的模

型参数,其他参数的定义类似.

定理 1 二级参数包𝑃𝐼𝐼𝑉 为

𝑃𝐼𝐼𝑉 = (𝐶𝑉 , 𝐸, 𝐹,𝐺,𝐻),

则有

𝐶𝑉 = 𝜌1𝜌2
2𝐶𝑉 , 𝐸̄ = 𝜌1

2𝐸, 𝐹 = 𝜌1
2𝐹,

𝐺̄ = 𝜌2
4𝐺, 𝐻̄ = 𝜌1𝜌2

2𝐻.

证证证明明明 存在

𝐶𝑉 =

𝑛∑
𝑘=2

𝜌1𝜌2
2𝑧1

(1)(𝑘)𝑥
(1)
2 (𝑘)

2
=𝜌1𝜌2

2𝐶𝑉 ,

𝐸 =

𝑛∑
𝑘=2

𝜌1
2𝑧1

(1)(𝑘)𝑥1
(0)(𝑘) =𝜌1

2𝐸,

𝐹 =

𝑛∑
𝑘=2

𝜌1
2𝑧1

(1)(𝑘)
2
=𝜌1

2𝐹,

𝐺 =

𝑛∑
𝑘=2

𝜌2
4𝑥2

(1)(𝑘)
4
=𝜌2

4𝐺,

𝐻 =

𝑛∑
𝑘=2

𝜌1𝜌
2
2𝑥1

(0)(𝑘)𝑥2
(1)(𝑘)

2
=𝜌1𝜌

2
2𝐻. □

定理 2 记参数 𝑎、𝑏2为利用序列𝑋1
(0)和𝑋2

(0)

构建的NGM(1,1,𝑉 )模型参数, 𝑎̄、̄𝑏2为利用其数乘序

列构建模型对应的参数,则有

𝑎̄ = 𝑎, 𝑏̄2 = 𝜌1𝑏2/𝜌
2
2.

证证证明明明 存在

𝑎̄ =
𝐶𝑉 𝐻̄ − 𝐺̄𝐸̄

𝐹 𝐺̄− 𝐶2
𝑉

=
𝜌1

2𝜌2
4𝐶𝑉 𝐻 −𝐺𝐸

𝜌12𝜌24𝐹𝐺− 𝐶𝑉
2 =

𝐶𝑉 𝐻 −𝐺𝐸

𝐹𝐺− 𝐶𝑉
2 = 𝑎,

𝑏̄ =
𝐹𝐻̄ − 𝐶𝑉 𝐸̄

𝐹 𝐺̄− 𝐶2
𝑉

=
𝜌1

3𝜌2
2𝐹𝐻 − 𝐶𝑉 𝐸

𝜌12𝜌24𝐹𝐺− 𝐶𝑉
2 =

𝜌1𝐹𝐻 − 𝐶𝑉 𝐸

𝜌22(𝐹𝐺− 𝐶𝑉
2)

=
𝜌1𝑏

𝜌22
. □

定理 3 设 𝑥̂
(0)
1 (𝑘)、̂𝑦

(0)
1 (𝑘)依次为序列𝑋1

(0)、

𝑋2
(0)和𝑌1

(0)、𝑌2
(0)构建的NGM(1,1,𝑉 )模型的模拟

预测值.若相关因素序列数乘量 𝜌2 = 1,则有

𝑦
(1)
1 (𝑘) = 𝜌1𝑥̂

(1)
1 (𝑘), 𝑦

(0)
1 (𝑘) = 𝜌1𝑥̂

(0)
1 (𝑘).

证证证明明明 存在

𝑦
(1)
1 (𝑘) =

𝜌1𝑏2
𝜌2

𝑥2
(1)(𝑘)

𝑎
+

(
𝜌1𝑥1

(1)(1)−
𝜌1𝑏2
𝜌2

𝑥2
(1)(1)

𝑎

)( 𝜌2𝑥2
(1)(𝑡)

𝜌2𝑥2
(1)(1)

)2

𝑒𝑎(1−𝑘) =

𝜌1
𝜌2

𝑏2𝑥2
(1)(𝑘)

𝑎
+(

𝜌2𝑥1
(1)(1)− 𝑏2𝑥2

(1)(1)

𝑎

)( 𝑥2
(1)(𝑡)

𝑥2
(1)(1)

)2

𝑒𝑎(1−𝑘)) =

𝜌1𝑥̂
(1)(𝑘),

𝑦
(0)
1 (𝑘) = 𝑦

(1)
1 (𝑘)− 𝑦

(1)
1 (𝑘 − 1) = 𝜌1𝑥̂

(0)
1 (𝑘),

故

𝑦
(1)
1 (𝑘) = 𝜌1𝑥̂

(1)
1 (𝑘), 𝑦

(0)
1 (𝑘) = 𝜌1𝑥̂

(0)
1 (𝑘). □

定理 4 记 𝜀(𝑘)、̄𝜀(𝑘)依次为序列𝑋1
(0)、𝑋2

(0)

和𝑌1
(0)、𝑌2

(0)构建的NGM(1,1,𝑉 )模型的相对误差,

即

𝜀(𝑘) =
𝑥1

(0)(𝑘)− 𝑥̂
(0)
1 (𝑘)

𝑥1
(0)(𝑘)

,

𝜀(𝑘) =
𝑦1

(0)(𝑘)− 𝑦
(0)
1 (𝑘)

𝑦1(0)(𝑘)
,

则有

𝜀(𝑘) = 𝜀(𝑘), 𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.
证证证明明明 由定义 2和定理 3可得

𝜀(𝑘) =
𝑦1

(0)(𝑘)− 𝑦
(0)
1 (𝑘)

𝑦1(0)(𝑘)
=

𝜌1𝑥1
(0)(𝑘)− 𝜌1𝑥̂

(0)
1 (𝑘)

𝜌1𝑥1
(0)(𝑘)

= 𝜀(𝑘). □

3 数数数值值值分分分析析析

2007∼ 2013年期间, 某区域城市道路网交通事

故造成的死亡人数构成的序列为

𝑋1
(0) = 3.1, 5.2, 7.5, 12.2, 15.8, 13.1, 11.5,

单位: 百人. 该区域机动车总量构成的序列为

𝑋2
(0) = 1.23, 1.45, 1.83, 2.22, 2.93, 3.38, 4.12,

单位: 万辆. 下面利用序列𝑋1
(0)和𝑋2

(0)及其数乘序

列分别构建NGM(1,1,𝑉 )模型, 进一步验证本文的研

究结论.

根据定义 1,通过计算可得建模参数

𝑎 = −0.71, 𝑏2 = −0.11.

故有

𝑥1
(1)(𝑘) =

𝑏2𝑥2
(1)(𝑘)

𝑎
+(

𝑥1
(1)(1)− 𝑏2𝑥2

(1)(1)

𝑎

)(𝑥2
(1)(𝑘)

𝑥2
(1)(1)

)2

𝑒𝑎(1−𝑘) =
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0.15𝑥2
(1)(𝑘) + 1.92(𝑥2

(1)(𝑘))2𝑒0.71(𝑘−1).

对序列𝑋1
(0)作数乘变换,数乘量 𝜌1 = 0.1,序列

𝑋2
(0)保持不变,即 𝜌2 = 1. 变换后构建的模型参数为

𝑎̄和 𝑏̄2, 通过计算得到 𝑎̄ = −0.71, 𝑏̄2 = −0.011.故定

理 1和定理 2成立,有

𝑦
(1)
1 (𝑘) =

𝜌1𝑏2
𝜌2

𝑥2
(1)(𝑘)

𝑎
+

(
𝜌1𝑥1

(1)(1)−
𝜌1𝑏2
𝜌2

𝑥2
(1)(1)

𝑎

)( 𝜌2𝑥2
(1)(𝑡)

𝜌2𝑥2
(1)(1)

)2

𝑒𝑎(1−𝑘)=

0.015𝑥2
(1)(𝑘) + 0.192(𝑥2

(1)(𝑘))2𝑒0.11(𝑘−1),

即

𝑦
(1)
1 (𝑘) = 0.1𝑥̂

(1)
1 (𝑘),

𝑦
(0)
1 (𝑘) = 𝑦

(1)
1 (𝑘)− 𝑦

(1)
1 (𝑘 − 1) = 0.1𝑥̂

(0)
1 (𝑘),

𝜀(𝑘) =
𝑦1

(0)(𝑘)− 𝑦
(0)
1 (𝑘)

𝑦1(0)(𝑘)
=

0.1𝑥1
(0)(𝑘)− 0.1𝑥̂

(0)
1 (𝑘)

0.1𝑥1
(0)(𝑘)

= 𝜀(𝑘).

上述计算结果进一步证明了研究结论.

4 结结结 论论论

本文在传统灰色Verhulst模型的基础上,提出了

一种新的灰色Verhulst模型, 即NGM(1,1,𝑉 )模型, 并

给出其时间响应函数. 对系统特征序列与相关因素序

列经过数乘变换前后模型参数的量化关系及其精度

的变化规律进行了深入分析,采用数值计算对研究结

论进行进一步验证.研究结果显示, NGM(1,1,𝑉 )模型

的建模精度与系统相关因素序列的数乘变换有关,但

与系统原始特征序列的数乘变换无关.因此, 在构造

该新模型的过程中, 可保持相关因素序列不变,对系

统特征序列进行数乘变换预处理,从而简化其建模过

程.
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