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第四节

• 基本积分法 : 换元积分法 ;
分部积分法

• 初等函数
求导

初等函数
积分

一、有理函数的积分    

二、可化为有理函数的积分举例

有理函数的积分

本节内容: 

 第四章 

 直接积分法 ;
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一、    有理函数的积分

)(
)()(

xQ
xPxR =                                           

= n
nn axaxa +++ − ⋯1

10

m
mm bxbxb +++ − ⋯1

10

有理函数:

nm ≤ 时, )(xR 为假分式; nm > 时, )(xR 为真分式

有理函数
相除

多项式 + 真分 式
分解

其中部分分式的形式为

kk qxpx
NxM

ax
A

)(
;

)( 2 ++
+

−
)04,( 2 <−∈ + qpk NNNN

若干部分分式之和
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例1.1.1.1. 将下列真分式分解为部分分式 :

;
)1(

1)1( 2−xx
;

65
3)2( 2 +−

+
xx

x .
)1)(21(

1)3( 2xx ++

解:::: (1) 用拼凑法

22 )1()1(
1

−
=

− xxxx 2)1(
1
−

=
x )1(

1
−

−
xx

2)1(
1
−

=
x )1( −

−
xx

2)1(
1
−

=
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1
−

−
x x

1+

)1( −− xx

)1( −− xx
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(2) 用赋值法

65
3

2 +−
+

xx
x

)3)(2(
3
−−

+=
xx

x
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=
x

A
3−

+
x

B

原式⋅−=∴ )2(xA
2=x 23

3
=−

+
= xx

x 5−=

原式⋅−= )3(xB 3=x 32
3

=−
+= xx

x 6=

故
2

5
−
−=

x
原式

3
6
−

+
x
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(3) 混合法

=
++ )1)(21(

1
2xx

+
+ x
A
21 21 x

CBx
+
+

原式⋅+= )21( xA
2
1−=x 5

4
=

代入等式两端分别令 1,0=x

C+=
5
41

215
4

6
1 CB ++=

5
2

−=B

5
1=C

原式 = x21
4

5
1

+⎢⎣
⎡

⎥⎦
⎤

+
−− 21

12
x

x
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四种典型部分分式的积分::::    

CaxA +−= ln

)1( ≠nCax
n

A n +−
−

= −1)(
1

∫ −
x

ax
A d.1

∫ −
x

ax
A

n d
)(

.2

∫ ++
+ x

qxpx
NxM d.3 2

∫ ++
+ x

qxpx
NxM

n d
)(

.4 2

)1,04( 2 ≠<− nqp

变分子为 
)2(2 pxM + 2

pMN −+

再分项积分 

px
qpxx

+=
′++

2
)( 2
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例2.2.2.2. 求 .
)1)(21(

d
2∫ ++ xx

x

解::::  已知

)1)(21(
1

2xx ++ ⎢⎣
⎡=

5
1

x21
4
+ 21

2
x
x

+
− ⎥⎦

⎤
+

+ 21
1
x

∫ +
+=∴

x
x

21
)21(d

5
2

原式 ∫ +
+

− 2

2

1
)1(d

5
1

x
x

∫ +
+ 21

d
5
1

x
x

x21ln
5
2 += )1(ln

5
1 2x+− Cx ++ arctan

5
1

例1(3)   
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例3.3.3.3. 求 .d
32

2
2 x

xx
x

∫ ++
−

解::::  原式 x
xx

d
322∫ ++

=
3)22(2

1 −+x

∫ ++
++=
32

)32d(
2
1

2

2

xx
xx

32ln
2
1 2 ++= xx

∫ ++
+− 22 )2()1(

)1d(3
x

x

Cx ++−
2
1arctan

2
3

思考:  :  :  :  如何求 ?d
)32(

2
22 x

xx
x

∫ ++
−

提示:::: 变形方法同例3,  并利用书 P363 公式20 .
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∫ ++
+ x

xx
d

)4)(1( 22
)4()1( 22 +++ xx

例4.  4.  4.  4.  求 .d
45

5522
24

23

∫ ++
+++

= x
xx

xxxI

∫ ++
+

= x
xx

xxI d
45

52
24

3

∫ ++
+

+ x
xx

x d
45

52
24

2

∫ ++
++

=
45

)55d(
2
1

24

24

xx
xx

45ln
2
1 24 ++= xx

2
arctan

2
1 x+ Cx ++ arctan

解::::

说明:  :  :  :  将有理函数分解为部分分式进行积分虽可行 ,
但不一定简便 , 因此要注意根据被积函数的结构寻求

简便的方法. 
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例5. 5. 5. 5. 求 .d
)22( 22

2

∫ ++
x

xx
x

解:   :   :   :   原式 ∫ ++
= x

xx
d

)22( 22
)22( 2 ++ xx )22( +− x

∫ ++
=

1)1(
d

2x
x

∫ ++
++− 22

2

)22(
)22d(

xx
xx

)1arctan( += x
22

1
2 ++

+
xx

C+
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例6. 6. 6. 6. 求

解::::  原式 ∫ +
= x

x
d

14
)1( 2 +x )1( 2 −− x

2
1

∫ +1
d
4x

x

2
arctan

22
1 1

xx −
= ⋅−

2
1

22
1                  ln

21 −+ xx
21 ++ xx

C+

x
x

x

x d
1

2
1

2

2

12

1

∫ +

+
= x

x
x

x d
1

2
1

2

2
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1

∫ +

−
−

∫ +−
=

2)(2
1

21
xx

)d( 1
xx −

∫ −+
−

2)(2
1

21
xx

)d( 1
xx +

注意本题技巧

x
x

2
1arctan

22
1 2 −= C

xx
xx +
++
+−−

12
12ln

24
1

2

2
)0( ≠x
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按常规方法解 ∫ +1
d
4x

x

第一步  令 ))((1 224 dxcxbxaxx ++++=+

比较系数定 a , b , c , d . 得

)12)(12(1 224 +++−=+ xxxxx
第二步 化为部分分式 . 即令

)12)(12(
1

1
1

224 +++−
=

+ xxxxx

1212 22 ++
++

+−
+=

xx
DxC

xx
BxA

比较系数定  A , B , C , D .
第三步  分项积分 . 此解法较繁 !



Page Page Page Page ����    13131313
目录   上页   下页   返回   结束 

二    、可化为有理函数的积分举例

设 )cos,(sin xxR 表示三角函数有理式 ,

xxxR d)cos,(sin∫
令 2tan xt = 万能代换

(参考下页例7)

t 的有理函数的积分

1. 1. 1. 1. 三角函数有理式的积分

则
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例7. 7. 7. 7. 求 .d
)cos1(sin

sin1
∫ +

+ x
xx

x

解:::: 令 ,
2

tan xt = 则

2
2

2
2

22
cossin
cossin2

sin
xx

xx
x

+
=

2
2
2

tan1
tan2

x

x

+
= 21

2
t
t

+
=

2
2

2
2

2
2

2
2

cossin
sincos

cos
xx

xx
x

+

−
=

2
2

2
2

tan1
tan1

x

x

+

−
= 2

2

1
1

t
t

+
−

=

=xd t
t

d
1

2
2+
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∫ +
+ x

xx
x d

)cos1(sin
sin1

∫=                        
21

21
t
t

+
+

21
2
t
t

+
)1( 2

2

1
1

t
t

+
−+

t
t

d21
2
+

⋅ t
t

t d12
2
1

⎟
⎠
⎞++⎜

⎝
⎛= ∫

⎜
⎝
⎛=

2
1 2

2
1 t t2+ tln+ C+⎟

⎠
⎞

2
tan

4
1 2 x=

2
tan x+ Cx ++

2
tanln

2
1

21
2sin

t
tx

+
=

2

2

1
1cos

t
tx

+
−

=

t
t

x d
1

2d 2+
=



Page Page Page Page ����    16161616
目录   上页   下页   返回   结束 

例8. 8. 8. 8. 求 .)0(
cossin

d
2222∫ ≠

+
ba

xbxa
x

解:::: ∫=                        
原式

x
x
d2cos

1

222 tan bxa +
∫ +

= 222 )(tan
tand1

a
bx

x
a

)tanarctan(1 x
b
a

ba
= C+

说明:::: 通常求含 xxxx cossincos,sin 22 及

的积分时, xt tan= 往往更方便 .

的有理式

用代换
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例9. 9. 9. 9. 求 .)0(d
)cossin(

1
2 ≠

+∫ bax
xbxa

解法 1  1  1  1 

xt tan=令

原式 ∫=                                    
dx

2)tan( bxa + x2cos

∫ +
= 2)(

d
bta

t C
btaa
+

+
−=

)(
1

C
xbxaa

x +
+

−=
)cossin(

cos
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xbxa cossin +

例9. 9. 9. 9. 求 )0(d
)cossin(

1
2 ≠

+∫ bax
xbxa

解法 2  2  2  2 ϕϕ cos,sin
2222
=

+
=

+ ba
b

ba
a

令

⎢⎣
⎡+= 22 ba ⎥⎦

⎤
+

+
+

x
ba

bx
ba

a cossin
2222

ϕsin ϕcos

原式 ∫ −+
=

)(cos
d1

222 ϕx
x

ba

Cx
ba

+−
+

= )tan(1
22 ϕ

C
b
ax

ba
+−

+
= )arctantan(1

22

b
aarctan=ϕ
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例10. 10. 10. 10. 求 .d
sinsin1
cos2cos

42

3

∫ ++
− x

xx
xx

解:::: 因被积函数关于 cos x 为奇函数, 可令 ,sin xt =

原式 ∫ ++
=

xx 42 sinsin1
xxx dcos)2(cos2 −

∫ ++
+

−=
xx

x
42

2

sinsin1
           )1(sin

∫ ++
+

−= 42

2

1
d)1(
tt
tt t

t
t

t d
1

1

2

2

12

1

∫ ++

+
−= ∫ +−

−
−=

3)(

)d(
21

1

t

t

t
t

C
t t +
−

−=
3

arctan
3

1 1

C
x

x +=
sin3

cosarctan
3

1 2

xsind
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2. 2. 2. 2. 简单无理函数的积分

,d),(∫ + xbaxxR n
令 n bxat +=

,d),(∫ +
+ xxR n

dxc
bxa

令 n
dxc
bxat +

+=

被积函数为简单根式的有理式 , 可通过根式代换 

化为有理函数的积分. 例如:

,d),,(∫ ++ xbaxbaxxR mn

,p bxat +=令 ., 的最小公倍数为 nmp
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例11.11.11.11. 求 .
21

d
3∫ ++ x

x

解: : : :  令 ,23 += xu 则 ,23 −= ux uux d3d 2=

原式 ∫ +
=

u1

23u ud u
u

u d
1

1)1(3
2

∫ +
+−=

u
u

u d)
1

11(3
+

+−= ∫
[3= 2

2
1 u u− u++ 1ln ] C+

3 2
2
3 )2( += x 3 23 +− x

3 21ln3 +++ x C+
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例12.12.12.12. 求
.d

3∫ + xx
x

解:::: 为去掉被积函数分母中的根式 , 取根指数 2 , 3 的

最小公倍数 6 , ,6tx = 则有

原式 ∫ +
= 23 tt

tt d6 5

t
t

tt d)
1

11(6 2∫ +
−+−=

[6= 3
3
1 t 2

2
1 t− t+ t+− 1ln ] C+

Cxxxx ++−+−= )1(ln6632 663

令



Page Page Page Page ����    23232323
目录   上页   下页   返回   结束 

例13.13.13.13. 求 .d11
∫

+ x
x

x
x

解:::: 令 ,1
x

xt += 则 ,
1

1
2 −

=
t

x 22 )1(
d2d

−
−=
t

ttx

原式 ∫ ⋅−= tt )1( 2 t
t

t d
)1(

2
22 −

−⋅

t
t

t d
1

2 2

2

∫ −
−= t2−=

1
1ln

+
−−

t
t C+

x
x+−= 12 Cxxx +++++ 1122ln


