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二、积分上限的函数及其导数                

三、牛顿    ––––    莱布尼茨公式                

一、引例        

第二节

微积分的基本公式

 第五章 
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一、引例        

在变速直线运动中, 已知位置函数 )(ts 与速度函数 )(tv
之间有关系:

)()( tvts =′

物体在时间间隔 ],[ 21 TT 内经过的路程为

)()(d)( 12
2

1
TsTsttv

T

T
−=∫

这种积分与原函数的关系在一定条件下具有普遍性  .

.)()( 的原函数是这里 tvts
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)(xΦ

x
hx +

ξ

二、积分上限的函数及其导数

,],[)( baCxf ∈ 则变上限函数

∫=
x

a
ttfx d)()(Φ

证:::: ,],[, bahxx ∈+∀ 则有

h
xhx )()( ΦΦ −+ [

h
1

= ]∫∫ −
+ x

a

hx

a
ttfttf d)(d)(

∫
+

=
hx

x
ttf

h
d)(1 )(ξf= )( hxx +<<ξ

h
xhx

h

)()(lim
0

ΦΦ −+=
→

)(lim
0

ξf
h→

= )(xf=)(xΦ ′∴

定理1. 1. 1. 1.  若

.],[)( 上的一个原函数在是 baxf

],[)( baCxf ∈∵

)(xfy =

xba

y

O
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说明::::
1) 定理 1 证明了连续函数的原函数是存在的.

2) 其他变限积分求导:

∫
b

x
ttf

x
d)(

d
d )(xf−=

∫
)(

d)(
d
d x

a
ttf

x
ϕ

)()]([ xxf ϕϕ ′=

同时为

通过原函数计算定积分开辟了道路  .

∫
)(

)(
d)(

d
d x

x
ttf

x
ϕ

ψ

)()]([)()]([ xxfxxf ψψϕϕ ′−′=

⎥⎦
⎤+⎢⎣

⎡= ∫∫
)(

)(
d)(d)(

d
d x

a

a

x
ttfttf

x
ϕ

ψ
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)sin(e
2cos xx −⋅−

例1.1.1.1.  求
0

lim
→x

t
x

t de
1

cos

2

∫ −

2x
解:::: 原式

0
lim
→

−=
x

0
0

x2 e2
1

=

说明   

例2. 2. 2. 2. 确定常数 a , b , c 的值, 使

).0(
d)1ln(

sinlim
20

≠=
+

−

∫→
cc

tt

xxa
x

b
x

解:::: ,0sin0 →−→ xxax 时,∵ ,0≠c .0=∴ b

0
0

原式 = )1ln(
coslim 20 x

xa
x +

−
→

c
x

xa
x

=−=
→ 20

coslim

 c ≠0 , 故 .1=a 又由 2
2
1cos1 xx− ～ , 得 .2

1=c

洛

洛
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                                 =

ttftxf
x

d)()(
0∫−

例3.3.3.3. ,0)(,),0[)( >∞+ xfxf 且内连续在设 证明

=)(xF ttft
x

d)(
0∫ ttf

x
d)(

0∫
在 ),0( ∞+ 内为单调递增函数 . 

证:::: =′ )(xF
( ) 2

0
d)( ttf

x
∫

ttfxfx
x

d)()(
0∫

( )2
0

d)( ttf
x
∫

ttfxf
x

d)()(
0∫ )( tx −

0>

.)0)( 内为单调增函数，（在 ∞+∴ xF

只要证

0)( >′ xF

                                 =
( )2

0
d)( ttf

x
∫

xfx )()( ξξ−⋅)(xf

)0( x<< ξ
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三、牛顿    ––––    莱布尼茨公式

上的一个原在是连续函数设 ],[)()( baxfxF

)()(d)( aFbFxxf
b

a
−=∫ ( 牛顿 - 莱布尼茨公式) 

证:::: 根据定理 1, ,)(d)( 的一个原函数是 xfxxf
x

a∫ 故

CxxfxF
x

a
+= ∫ d)()(

,ax =令 ,)(aFC =得 因此 )()(d)( aFxFxxfx
a

−=∫
,bx =再令 得

)()(d)( aFbFxxf
b

a
−=∫

记作 [ ])(xF a
b )(xF= a

b

定理2.2.2.2.

函数 , 则

或
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例4.4.4.4. 计算 .
1

d3

1 2∫− + x
x

解:::: x
x
x arctan

1
d3

1 2 =+∫− 1
3

−
)1arctan(3arctan −−=

3
π

= π
12
7

=

例5. 5. 5. 5.  计算正弦曲线 轴所围成上与在 xxy π],0[sin=

的面积 . 

解:::: ∫=
π
0

dsin xxA

xcos−=
0
π

1(−−= )1− 2=

)
4
π(−−

O

y

x

xy sin=

π


