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三、已知平行截面面积函数的
                                立体体积

第二节

一、    平面图形的面积

二、    平面曲线的弧长    

定积分在几何学上的应用 

 第六章 
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y

b xa

)(2 xfy =)(1 xfy =

O

一、平面图形的面积

1. 1. 1. 1. 直角坐标情形

设曲线 )0()( ≥= xfy 与直线

)(, babxax <== 及 x 轴所围曲

则

xxfA d)(d =

xxfA
b

a
d)(∫=

边梯形面积为 A ,

右下图所示图形面积为 

xxfxfA
b

a
d)()( 21∫ −=

O xba

y )(xfy =

xx d+
x

x xx d+
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例1.1.1.1. 计算两条抛物线 22 , xyxy == 在第一象限所围

图形的面积 .  

解:::: 由
xy =2

2xy =
得交点 )1,1(,)0,0(

xxxA d)(d 2−=

[ 2
3

3
2 x= ]

0

13

3
1 x−

3
1=

∫=∴
1

0
A

xxxx

yyyy

O

xxxxyyyy ====2222

2222xxxxyyyy ====

xxxx xxxxxxxx dddd+

)1,1(

1111
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O

xy 22 =

4−= xy x

y

例2.2.2.2. 计算抛物线 xy 22 = 与直线

的面积 .  

解:::: 由
xy 22 =

4−= xy
得交点

)4,8(,)2,2( −
)4,8(

yyyA d)4(d 2
2
1−+=

18=

4−= xy 所围图形

)2,2( −

[ 2
2
1 y= y4+ ] 4

2
3

6
1

−− y

为简便计算, 选取 y 作积分变量,
则有

∫−=∴
4

2
A

y
yy d+



Page Page Page Page ����    5555
目录   上页   下页   返回   结束 

aaaa

bbbb

例3. 3. 3. 3. 求椭圆 12

2

2

2
=+

b
y

a
x

解::::    利用对称性 , xyA dd =

所围图形的面积 . 

有

∫=
a

xyA
0

d4

利用椭圆的参数方程

π)20(sin
cos ≤≤=

= ttby
tax

应用定积分换元法得

∫=
0

2
π4A tbsin tta d)sin(−⋅ ∫= 2

π

0
2 dsin4 ttba

ba4= 2
1⋅ 2

π⋅ baπ= 当 a = b 时得圆面积公式

x xx d+ xxxx

yyyy

O
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y

xa bO

a b
O

y

x

一般地 , 当曲边梯形的曲边由参数方程    

⎩⎨
⎧

=
=

)(
)(

ty
tx

ψ
ϕ

给出时, 按顺时针方向规定起点和终点的参数值 21 , tt

则曲边梯形面积 ∫ ′⋅= 2

1
d)()(

t

t
tttA ϕψ

)( 1 axt =对应 )( 1 bxt =对应
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x

y

aπ2O

例4. 4. 4. 4. 求由摆线 )cos1(,)sin( tayttax −=−= )0( >a
的一拱与 x 轴所围平面图形的面积 .

)cos1( tadA −=解:::: tta d)cos1( −⋅

tta d
2

sin4
π2

0
42 ∫=

)
2

( tu =令uua dsin8
π

0
42 ∫=

uua dsin16 2
π

0
42 ∫=

216a= ⋅⋅
4
3 ⋅

2
1

2
π 2π3 a=

∫=
π2

0
A

tta d)cos1(
π2

0
22 ∫ −=
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2. 2. 2. 2. 极坐标情形

,0)(,],[)( ≥∈ θϕβαθϕ C设 求由曲线 )(θϕ=r 及

βθαθ == ,射线 围成的曲边扇形的面积 .

)(θϕ=r

αααα θθθθ

θd

在区间 ],[ βα 上任取小区间 ]d,[ θθθ +

则对应该小区间上曲边扇形面积的近似值为

[ ] θθϕ d)(
2
1d 2=A

所求曲边扇形的面积为

θθϕ
β

α
d)(

2
1 2∫=A ββββ

xxxxO
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对应 θ  从 0 变例5. 5. 5. 5. 计算阿基米德螺线

解::::

)0( >= aar θ

θ

θd

θθ d)(
2
1 2a∫=

π2

0
A

2

2a= ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ 3

3
1θ

0
π2

23π
3
4 a=

到 2π 所围图形面积 .   

aπ2
xxxxO
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xa2O

tta dcos8 2
π

0
42 ∫=

例6. 6. 6. 6. 计算心形线 所围图形的

面积 .   

解::::

)0()cos1( >+= aar θ

θ
θd

θθ d)cos1(
2
1 22 +a∫=

π

0
2A

∫=
π

0
2a θθ d

2
cos4 4

(利用对称性)

2
θ=t令

⋅= 28a ⋅
4
3 ⋅

2
1

2
π 2π

2
3 a=
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θθ 2coscos21 ++

)2cos1(2
1 θ+

a a2 x

y

O

例7.7.7.7. 计算心形线 与圆

所围图形的面积 .   
解:::: 利用对称性 ,

)0()cos1( >+= aar θ

所求面积

ar =

θθ d)cos1(
2
1 22 +∫ a2+2π

2
1 aA =

2
π

∫+= 22π
2
1 aa θθθ d)2cos

2
1cos2

2
3( ++

( )2π
4
3π

2
1 22 −+= aa

22 2π
4
5 aa −=

π

2
π
π
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a
[ ]θ2sin2a=

例8.8.8.8. 求双纽线 所围图形面积 . 

解:::: 利用对称性 ,

θ2cos22 ar =

θθ d2cos
2
1 2a∫= 4

π

0
4A

∫= 4
π

0
2a )2(d2cos θθ

0

则所求面积为

4
π

2a=

思考: : : : 用定积分表示该双纽线与圆 θsin2ar =

所围公共部分的面积 .

[2=A θθ dsin 2
0

26
π

∫ a ]θθ d2cos
2
14

π

6
π

2∫+ a

4
π=θ

答案::::

4
π−=θ

y

xO
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二、平面曲线的弧长

定义:::: 若在弧 AB 上任意作内接折线 ,

0M=

1−iM iM

nM=

当折线段的最大

边长 λ→0 时, 折线的长度趋向于一个确定的极限 ,

此极限为曲线弧 AB 的弧长 , 即

并称此曲线弧为可求长的.

ii MM 1−

定理:::: 任意光滑曲线弧都是可求长的.
(证明略)

∑
=

n

i 1
0

lim
→

=
λ

s

则称

O
A

B

y

x
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sd

a b

y

xO

(1) 曲线弧由直角坐标方程给出:

)()( bxaxfy ≤≤=

)(xfy =
弧长元素(弧微分) :

x xx d+

xy d1 2′+=

因此所求弧长

xys
b

a
d1 2∫ ′+=

xxf
b

a
d)(1 2∫ ′+=

22 )(d)(dd yxs +=
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(2) 曲线弧由参数方程给出:

)()(
)( βαψ

ϕ ≤≤
=
= tty

tx

弧长元素(弧微分) :

因此所求弧长

ttts d)()( 22∫ ′+′=
β

α
ψϕ

ttt d)()( 22 ψϕ ′+′=

22 )(d)(dd yxs +=



Page Page Page Page ����    16161616
目录   上页   下页   返回   结束 

(3) 曲线弧由极坐标方程给出:
)()( βθαθ ≤≤= rr

,sin)(,cos)( θθθθ ryrx ==令

因此所求弧长

θθθ
β

α
d)()( 22∫ ′+= rrs

θθθ d)]([)]([ 22 yx ′+′

θθθ d)()( 22 rr ′+=

则得

=sd

弧长元素(弧微分) :

(自己验证)
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)ch( ′
c
xc

c
x

c
c sh1⋅=

例9.9.9.9. 两根电线杆之间的电线, 由于其本身的重量,

)(ch bxb
c
xcy ≤≤−=

成悬链线 .

求这一段弧长 .  

解:::: xys d1d 2′+=

x
c
x dsh1 2+= x

c
x dch=

∫=∴
b

x
c
xs

0
dch2 ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡=

c
xc sh2

0
b

c
bcsh2=

2
eech

xx
x

−+=

=′)(ch x
2
eesh

xx
x

−−=

=′)(sh x
xsh

xch

c

xb− bO

y
下垂

悬链线方程为
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例10.10.10.10. 求连续曲线段 tty
x

dcos
2
π∫−=

解:::: ,0cos ≥x此题∵ 2
π

2
π ≤≤−∴ x

xys d1 22
π

2
π

′+= ∫−

的弧长.

xx d)cos(12 2
0
2
π

+= ∫
xx d

2
cos22 2

π

0∫=

0

2
π

2
sin222 ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡= x

4=
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例11.11.11.11. 计算摆线
⎩
⎨
⎧

−=
−=

)cos1(
)sin(
tay
ttax )0( >a 一拱 π)20( ≤≤ t

的弧长 .

解:::: ts t
y

t
x d)()(d 2

d
d2

d
d +=

                 )cos1( 22 ta −= ta 22 sin+ td

tta d)cos1(2 −=

tta d
2

sin2=

ttas d
2

sin2
π2

0∫=∴ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−=

2
cos22 ta

0

π2
a8=

x

y

O aπ2
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θθ d222 aa +=

例12.12.12.12. 求阿基米德螺线 相应于 0≤θ≤2π

一段的弧长 .   
解::::

)0( >= aar θ

θθθ d)()(d 22 rrs ′+=

θθ d1 2+= a

θθ d1
π2

0
2∫ +=∴ as

⎢⎣
⎡ += 21

2
θθa ⎥⎦

⎤+++ 21ln
2
1 θθ

0

π2

)π41π2ln(
2

π41π 22 ++++= aa

r
aπ2

O
θar =
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三、已知平行截面面积函数的立体体积

设所给立体垂直于x 轴的截面面积为A(x), ],[)( baxA 在

则对应于小区间 ]d,[ xxx + 的体积元素为

xxAV d)(d =

因此所求立体体积为

xxAV
b

a
d)(∫=

xa bx xx d+

)(xA

上连续,
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O x

y

)( yx ϕ=

特别 , 当考虑连续曲线段

2)]([π xf

轴旋转一周围成的立体体积时, 有

轴绕 xbxaxfy )()( ≤≤=

xd∫=
b

a
V

当考虑连续曲线段

)()( dycyx ≤≤=ϕ

绕 y 轴旋转一周围成的立体体积时,

有
2)]([π yϕ yd∫=

d

c
V

y
c

d

x

y

a b x

y

a bO

)(xfy =

x



Page Page Page Page ����    23232323
目录   上页   下页   返回   结束 

a

y

x

b

例13.13.13.13. 计算由椭圆 12

2

2

2
=+

b
y

a
x

所围图形绕 x 轴旋转而

转而成的椭球体的体积. 

解: : : : 方法1 1 1 1  利用直角坐标方程

)(22 axaxa
a
by ≤≤−−=

则

xxa
a
b a

d)(π2 2
0

2
2

2
−= ∫

(利用对称性)

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −= 32

2

2

3
1π2 xxa

a
b

0

a
2π

3
4 ab=

O

∫=
a

V
0

2 xy dπ 2

x
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方法2222         利用椭圆参数方程

⎩
⎨
⎧

=
=

tby
tax

sin
cos

则 xyV
a

dπ2
0

2∫= ttab dsinπ2 32∫=

2π2 ab=
3
2⋅

2π
3
4 ab=

1⋅
0
2
π

特别当b = a 时, 就得半径为a 的球体的体积 .π
3
4 3a

a

y

x

b

O x
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aπ2 x

y

O

例14.14.14.14. 计算摆线
⎩
⎨
⎧

−=
−=

)cos1(
)sin(
tay
ttax )0( >a 的一拱与 y＝0

所围成的图形分别绕 x 轴 ,  y 轴旋转而成的立体体积 .

解:::: 绕 x 轴旋转而成的体积为

xyV
a

x dπ
π2

0
2∫=

利用对称性    ⋅−= ∫
π

0
22 )cos1(π2 ta tta d)cos1( −

tta d)cos1(π2
π

0
33∫ −= tta d

2
sinπ16

π

0
63∫=

uua dsinπ32 2
π

0
63∫= ⋅= 3π32 a ⋅

6
5 ⋅

4
3 ⋅

2
1

2
π

32π5 a=

aπ
y

)
2

( tu =令

xy
a

dπ2
π

0
2∫=
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x

y

O aπ2aπ绕    y 轴旋转而成的体积为

⎩
⎨
⎧

−=
−=

)cos1(
)sin(
tay
ttax

)0( >a a2

yyxV
a

y d)(π
2

0
2
2∫=

∫ −= 22 )sin(π tta tta dsin⋅
π2

yyx
a

d)(π
2

0
2
1∫−

)(2 yxx =

π

∫ −− 22 )sin(π tta tta dsin⋅0
π

注意上下限 !

∫ −−=
π2

0
23 dsin)sin(π tttta

33π6 a=

)(1 yxx =

注  
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柱壳体积

说明:::: 

x xx d+

y

也可按柱壳法求出yV

yx ⋅π2柱面面积 xyx dπ2 ⋅

⎩
⎨
⎧

−=
−=

)cos1(
)sin(
tay
ttax

xyxV
a

y dπ2
π2

0∫=

∫= π2 ⋅− )sin( tta )cos1( ta −2 2 td
0

π2

O aπ2 xxxx

yyyy
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偶函数

⋯=yV

ttatta d)cos1()sin(π2 22π2

0
−⋅−= ∫

∫ −=
π2

0
43 d

2
sin)sin(π8 tttta

2
tu =令

∫ −=
π

0
43 dsin)2sin2(π16 uuuua

2
π

−= uv令

vvvva dcos)2sinπ2(π16 43 2
π

2
π ++= ∫−

奇函数

33π6 a=
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轴所围图及表示 xtxxfytV )0(,)()( >==
例15.15.15.15. 设 )(xfy = 在 x≥0 时为连续的非负函数,  且 

,0)0( =f
形绕直线 x＝t  旋转一周所成旋转体体积 , 证明:

.)(π2)( tftV =′′

证::::

x t
xx d+

利用柱壳法

xxfxtV d)()(π2d −=

则 xxfxttV
t

d)()(π2)(
0

−= ∫
xxft

t
d)(π2

0∫= xxfx
t

d)(π2
0∫−

xxftV
t

d)(π2)(
0∫=′ )(π2 tft+ )(π2 tft−

)(π2)( tftV =′′故

)(xf

xO

y
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α

例16.16.16.16. 一平面经过半径为R 的圆柱体的底圆中心 ,并

与底面交成 α 角,

α

222 Ryx =+
解:::: 如图所示取坐标系, 则圆的方程为

垂直于x 轴 的截面是直角三角形, 其面积为

αtan)(
2
1)( 22 xRxA −= )( RxR ≤≤−

∫ −=
R

xxRV
0

22 dtan)(
2
12 α

[ ]32

3
1tan2 xxR −= α

0
R αtan

3
2 3R=

利用对称性

计算该平面截圆柱体所得立体的体积  .

O
R

x

y

x
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O
R

x
),( yx

α

y
R

思考:::: 可否选择 y 作积分变量 ?

此时截面面积函数是什么 ?

如何用定积分表示体积 ?

=)(yA
提示::::

αtan2 yx ⋅
22tan2 yRy −⋅= α

=V ∫⋅
R

0
tan2 α yyRy d22 −
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解: : : : 垂直 x 轴的截面是椭圆

1
)1()1( 2

2
2
2 2

2

2

2
=

−
+

−
a
x

a
x c

z
b

y

例17.17.17.17.  计算由曲面 12

2

2

2

2

2
=++

c
z

b
y

a
x

所围立体(椭球体)

它的面积为 )1(π)( 2

2

a
xcbxA −=

因此椭球体体积为

xbc
a
x d)1(π 2

2
− cbπ2=

0
a

cbaπ
3
4=

特别当 a = b = c 时就是球体体积 .

)( axa ≤≤−

∫=
a

V
0

2

x

[ ]2

3

3a
xx −

的体积.

O a

z

x

yc

b


