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一阶线性微分方程 
第四节

一、一阶线性微分方程

****二、伯努利方程    

 第七章 
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一、一阶线性微分方程

一阶线性微分方程标准形式: )()(
d
d xQyxP

x
y =+

若 Q(x) ≡ 0, 

0)(
d
d =+ yxP

x
y

若 Q(x) ≡ 0, 称为非齐次方程 .

1. 解齐次方程

分离变量 xxP
y
y d)(d −=

两边积分得 CxxPy lnd)(ln +−= ∫
故通解为 xxPCy d)(e ∫−=

称为齐次方程 ;
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∫−= xxPCy d)(e对应齐次方程通解

齐次方程通解 非齐次方程特解

∫− xxPC d)(e

2. 解非齐次方程 )()(
d
d xQyxP

x
y =+

用常数变易法: ,e)()( )(∫−= xxPxuxy dddd
则

∫−′ xxPu d)(e )(xP+ ∫− xxPu d)(e )(xQ=

故原方程的通解

xxQ xxPxxP de)(e d)(d)( ∫∫ ∫−+

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ += ∫∫ ∫

− CxxQy xxPxxP de)(e d)(d)(

=y即

即

作变换

∫−− xxPuxP dddd)(e)(
∫= xxPxQ

x
u d)(e)(

d
d

CxxQu xxP += ∫∫ de)( d)(
两端积分得
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例1. 1. 1. 1. 解方程 .)1(
1

2
d
d 2

5
+=

+
− x

x
y

x
y

解:  :  :  :  先解 ,0
1

2
d
d

=
+

−
x

y
x
y

即 1
d2d
+

=
x

x
y
y

积分得 ,ln1ln2ln Cxy ++= 即 2)1( += xCy
用常数变易法求特解. ,)1()( 2+⋅= xxuy 则

)1(2)1( 2 +⋅++⋅′=′ xuxuy

代入非齐次方程得 2
1

)1( +=′ xu

解得 Cxu ++= 2
3

)1(
3
2

故原方程通解为 ⎥⎦
⎤++⎢⎣

⎡+= Cxxy 2
32 )1(

3
2)1(

令
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在闭合回路中, 所有支路上的电压降为 0

例2. 2. 2. 2. 有一电路如图所示, 
,sin tEE m ω=电动势为 电阻 R 和电

.)(ti
~

L E

R

Q

解: : : : 列方程 .

已知经过电阻 R 的电压降为R i 

经过 L的电压降为
t
iL

d
d

因此有 ,0
d
d =−− iR

t
iLE 即

L
tEi

L
R

t
i m ωsin

d
d =+

初始条件: 00 ==ti

由回路电压定律:

其中电源

求电流感 L 都是常量,
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解方程:

L
tEi

L
R

t
i m ωsin

d
d

=+

00 ==ti

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ += ∫∫ ∫

− CxxQey xxPxxP dddddddd)(d)( e)(由初始条件: 00 ==ti 得 222 LR
LEC m
ω

ω

+
=

=)(ti ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∫−                                                                                                                                                                         t

L
R d

e ∫ t
L

Em ωsin
t

L
R

m CtLtR
LR

E −
+−

+
= e)cossin(222 ωωω

ω

t
t

L
R

de
d∫⋅ C+

利用一阶线性方程解的公式可得

~

L E

R

Q
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t
L
R

m

LR
LEti

−

+
= e)( 222 ω

ω

)cossin(222 tLtR
LR

Em ωωω
ω

−
+

+

t
L
R

m
LR

LEti
−

+
= e)( 222 ω

ω )sin(
222

ϕω
ω

−
+

+ t
LR

Em

暂态电流 稳态电流

则令 ,arctan
R
Lωϕ =

因此所求电流函数为

解的意义: 

~

L E

R

Q
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0d2d
3 =⎥⎦
⎤−⎢⎣

⎡+ y
y
x

yyx
x

例3.3.3.3. 求方程 的通解 .

解: : : : 注意 x, y 同号, ,d2d,0, x
x
xyx => 此时不妨设

yy
x

y
x 2

d
d2 −=−

y
yP

2
1)( −=

y
yQ 1)( −=

由一阶线性方程通解公式 , 得

e=x
∫ y

y
2
d

[ e1(
y

−∫
∫− y

y
2
d

故方程可变形为

y= [ ⋅−∫ y
1

y
1 ] lnd Cy +

所求通解为 )0(e >= CCy y
x

y
Cy ln=

这是以 x 为因变量 
 y 为自变量的一阶

线性方程

]Cy lnd) + )0( >C
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****二、伯努利 ( Bernoulli ) ( Bernoulli ) ( Bernoulli ) ( Bernoulli )方程    
伯努利方程的标准形式:

)1,0()()(
d
d

≠=+ nyxQyxP
x
y n

ny以

)()(
d
d 1 xQyxP

x
yy nn =+ −−

令 ,1 nyz −=
x
yyn

x
z n

d
d)1(

d
d −−=则

)()1()()1(
d
d xQnzxPn

x
z −=−+

求出此方程通解后,

除方程两边 , 得

换回原变量即得伯努利方程的通解.

解法::::

(线性方程)

伯努利  
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例4. 4. 4. 4. 求方程
2)ln(

d
d yxa

x
y

x
y =+ 的通解.

解: : : : 令 ,1−= yz 则方程变形为

xa
x
z

x
z ln

d
d

−=−

其通解为 e=z

将 1−= yz

[ ] 1)ln(
2

2 =− xaCxy

xx d1∫
[ ∫ − exa )ln(

xx d1
∫− ]Cx +d

[ ]2)ln(
2

xaCx −=

代入, 得原方程通解: 


