
Page Page Page Page ����    1111
目录   上页   下页   返回   结束 

二、交错级数及其审敛法                

三、绝对收敛与条件收敛             

第二节

一、正项级数及其审敛法

常数项级数的审敛法  

 第十二章 

****四、绝对收敛级数的性质             
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一、正项级数及其审敛法

若 ,0≥nu ∑
∞

=1n
nu

定理 1. 1. 1. 1. 正项级数∑
∞

=1n
nu 收敛 部分和序列 nS

),2,1( ⋯=n 有界 .

若∑
∞

=1n
nu 收敛 , { } ,收敛则 nS

,0≥nu∵ ∴部分和数列 { }nS

{ }nS 有界, 故{ }nS ∑
∞

=1n
nu从而又已知

故有界.

则称 为正项级数 .

单调递增, 

收敛 , 也收敛.

证:::: “         ”

“          ”
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,+∈NNNNn ,nn vku ≤都有

定理2 2 2 2 ((((比较审敛法)))) 设 ,
1
∑
∞

=n
nu ∑

∞

=1n
nv

且存在 ,+∈NNNNN 对一切 ,Nn > 有

(1) 若强级数∑
∞

=1n
nv 则弱级数∑

∞

=1n
nu

(2) 若弱级数∑
∞

=1n
nu 则强级数∑

∞

=1n
nv

证::::

设对一切

和令 nS nσ

收敛 , 也收敛 ;

发散 , 也发散 .

分别表示弱级数和强级数的部分和, 则有

nn vku ≤

是两个正项级数, 

(常数 k > 0 ),

因在级数前加、减有限项不改变其敛散性 , 故不妨
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(1) 若强级数∑
∞

=1n
nv 则有 nn

σσ
∞→

= lim

因此对一切 ,+∈NNNNn 有 nS

由定理 1 可知, ∑
∞

=1n
nu

则有(2) 若弱级数∑
∞

=1n
nu ,lim ∞=

∞→
n

n
S

因此 ,lim ∞=
∞→

nn
σ 这说明强级数∑

∞

=1n
nv 也发散 .

σk≤

nS nkσ≤

也收敛 .

发散,

收敛,

弱级数
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例1.1.1.1. 讨论 p 级数 ⋯⋯ +++++ ppp n
1

3
1

2
11 (常数 p > 0)

的敛散性.  

解:::: 1)  若 ,1≤p 因为对一切 ,+∈NNNNn

而调和级数∑
∞

=1

1

n n 由比较审敛法可知 p 级数∑
∞

=1

1
n

pn

n
1≥

发散 .

发散 ,

pn
1
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,1>p 因为当 nxn ≤≤−1 ,11
pp xn

≤ 故

∫ −
=

n

n pp x
nn 1

d11

∫ −
≤

n

n p x
x1

d1
⎥⎦
⎤−

−⎢⎣
⎡

−
= −− 11

1
)1(

1
1

1
pp nnp

考虑强级数 ⎥⎦
⎤−

−⎢⎣
⎡

−−

∞

=
∑ 11

2

1
)1(

1
pp

n nn
的部分和

nσ ⎥⎦
⎤

+
−⎢⎣

⎡= −−
=
∑ 11

1 )1(
11

pp

n

k kk
∞→n

故强级数收敛 , 由比较审敛法知 p 级数收敛 .

时,

1)1(
11 −+

−= pn 1

2) 若

⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
+

−++⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ − −−−−− 11111 )1(

11
3

1
2

1
2

11 ppppp nn
⋯
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调和级数与 p 级数是两个常用的比较级数.

若存在 ,+∈NNNNN 对一切 ,Nn ≥

,1)1(
n

un ≥

,)1(1)2( >≤ p
n

u pn .
1

收敛则∑
∞

=n
nu

;
1

发散则∑
∞

=n
nu
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证明级数 ∑
∞

= +1 )1(
1

n nn 发散 . 

证:::: 因为

2)1(
1

)1(
1

+
≥

+ nnn
),2,1(

1
1 ⋯=
+

= n
n

而级数 ∑
∞

= +1 1
1

n n ∑
∞

=
=

2

1

k k
发散

根据比较审敛法可知, 所给级数发散 .

例2.
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定理3.3.3.3. (比较审敛法的极限形式)

,
1
∑
∞

=n
nu ∑

∞

=1n
nv ,lim l

v
u

n
n

n
=

∞→
则有

两个级数同时收敛或发散 ;

(2) 当 l = 0 ,
1

收敛时且∑
∞

=n
nv ;

1
也收敛∑

∞

=n
nu

(3) 当 l =∞ ,
1

发散时且∑
∞

=n
nv .

1
也发散∑

∞

=n
nu

证:::: 据极限定义, ,0>ε对 ,+∈NNNNN存在

ε<− l
n

n
v
u )( ∞≠l

设两正项级数

满足

(1) 当 0 < l <∞ 时,

,时当 Nn >
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nnn vluvl )()( εε +≤≤−

,l<ε取 由定理 2 可知 与∑
∞

=1n
nu ∑

∞

=1n
nv

同时收敛或同时发散 ;

)( Nn >

),()( Nnvlu nn >+< ε利用

(3) 当l = ∞时, ,+∈NNNNN存在 ,时当 Nn > ,1>
n

n
v
u

即

nn vu >

由定理2可知, 若∑
∞

=1n
nv 发散 , 

;
1

也收敛则∑
∞

=n
nu

(1) 当0 < l <∞时,

(2) 当l = 0时, 由定理2 知

∑
∞

=1n
nv 收敛 , 若

.
1

也发散则∑
∞

=n
nu
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,∑ nu ∑ nv ,lim l
v
u

n

n
n

=
∞→

是两个正项级数, 

(1) 当               时,∞<< l0 两个级数同时收敛或发散 ;

2) 特别取 ,1
pn n

v = 可得如下结论 :对正项级数 ,∑ nu

,1>p ∞<≤ l0
lunn

=
∞→

lim pn
,1≤p ∞≤< l0 发散∑ nu

(2) 当         且         收敛时,0=l ∑ nv

(3) 当         且          发散时, ∞=l ∑ nv
也收敛 ;∑ nu

也发散 .∑ nu

收敛∑ nu

注: : : : 
1) un , vn均为无穷小时, l 的值反映了它们不同阶的比较.
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的敛散性.  

～

n
n

n

1lim ⋅=
∞→

例3.3.3.3. 判别级数 ∑
∞

=1

1sin
n n

的敛散性 .  

解:::: 
∞→n

lim∵
 sin 1

n n
1

1=

根据比较审敛法的极限形式知 .1sin
1

发散∑
∞

=n n

例4.4.4.4. 判别级数 [ ]∑
∞

=

+
1

2
11ln

n n

解::::
∞→n

lim∵ 2
2 1lim

n
n

n
⋅=

∞→
1=

根据比较审敛法的极限形式知 [ ] .11ln
1

2 收敛∑
∞

=

+
n n

n
n
1sin

)1ln( 2
1
n

+ ～ 2
1

n

2n [ ]2
11ln

n
+
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知由 ρ=+

∞→ n

n
n u

u 1lim

定理4444 .... 比值审敛法 ( D’alembert 判别法)

设 ∑ nu 为正项级数, 且 ,lim 1 ρ=+

∞→ n

n
n u

u
则

(1) 当 1<ρ

(2) 当 1>ρ

证::::  (1) ,1时当 <ρ

11 <+<+ ερ
n

n

u
u

nn uu )(1 ερ +<∴ + 1
2)( −+< nuερ ⋯<

1)( +
−+< N

Nn uερ

,1<+ ερε使取

收敛 , .收敛∑ nu

时, 级数收敛 ;
或 时, 级数发散 .∞=ρ

,N+∈N存在 ,时当 Nn >

k)( ερ +∑ 由比较审敛法可知
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,1 时或 ∞=> ρρ ,0,N ≠∈ + NuN必存在

,11 >+

n

n

u
u

,0lim ≠≥
∞→

Nnn
uu因此 所以级数发散.

Nn ≥当

时

(2) 当

nn uu >+1 1−> nu Nu>>⋯

1lim 1 =+

∞→ n

n
n u

u
说明:::: 当 时,级数可能收敛也可能发散.

例如, p – 级数 :1

1
∑
∞

=n
pn n

n
n u

u 1lim +

∞→
p

p

n

n

n 1
)1(

1

lim +

∞→
= 1=

但
,1>p 级数收敛 ;

,1≤p 级数发散 .

从而
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               lim
∞→

=
n

例5.5.5.5. 讨论级数 )0(
1

1 >∑
∞

=

− xxn
n

n 的敛散性 .

解:::: 
n

n
n u

u 1lim +

∞→
∵

nxn )1( +
1−nxn

x=

根据定理4可知:

,10 时当 << x 级数收敛 ;

,1时当 >x 级数发散 ;

.
1

发散级数∑
∞

=n
n,1时当 =x
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∴对任意给定的正数 ε,lim ρ=
∞→

n
nn

u∵

****定理5.5.5.5.    根值审敛法 ( Cauchy判别法) 设 ∑
∞

=1n
nu 为正项

,lim ρ=
∞→

n
nn

u 则

;,1)1( 级数收敛时当 <ρ

.,1)2( 级数发散时当 >ρ

证明提示:::: 

,N+∈N存在

ερερ +<<− n
nu

有时当 ,Nn >

即
n

n
n u )()( ερερ +<<−

分别利用上述不等式的左,右部分, 可推出结论正确.

,)1( ρε −<

1<ρ 1<+ ερ

1>ρ 1>− ερ

级数, 且
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时 , 级数可能收敛也可能发散 .1=ρ

例如 , p – 级数 :1
1

p
n n∑
∞

=

p

n
n

n n
u ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

1 )(1 ∞→→ n

说明 : : : :

,1
pn n

u =

但
,1>p 级数收敛 ;

,1≤p 级数发散 .
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例6.6.6.6. 证明级数 ∑
∞

=1

1
n

nn
收敛于S ,

似代替和 S 时所产生的误差 . 

解: n
n

n n nu 1=∵
n
1

= )(0 ∞→→ n

由定理5可知该级数收敛 .令 ,nn SSr −= 则所求误差为

⋯+
+

+
+

=< ++ 21 )2(
1

)1(
10 nnn nn

r

⋯+
+

+
+

< ++ 21 )1(
1

)1(
1

nn nn

⋅
+

= +1)1(
1

nn nnn )1(
1
+

=
1

11
1

+− n

并估计以部分和 Sn 近 
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二    、交错级数及其审敛法    
则各项符号正负相间的级数

⋯⋯ +−+−+− −
n

n uuuu 1
321 )1(

称为交错级数    .
定理6666 . . . . ( Leibnitz  判别法 )  若交错级数满足条件:

则级数

;),2,1()1 1 ⋯=≥ + nuu nn

,0lim)2 =
∞→

n
n

u

n
n

n u∑
∞

=

−−
1

1)1( 收敛 , 且其和 ,1uS ≤ 其余项满足

.1+≤ nn ur

,,2,1,0 ⋯=> nun设
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证:::: )()()( 21243212 nnn uuuuuuS −++−+−= −⋯∵

)()()( 1222543212 −− −−−−−−−= nnn uuuuuuuS ⋯

1u≤

是单调递增有界数列,nS2∴ 12lim uSS nn
≤=

∞→

又 )(limlim 12212 +
∞→

+
∞→

+= nnnnn
uSS nn

S2lim
∞→

=

故级数收敛于S, 且 ,1uS ≤ :的余项nS

0≥

nu2−

nn SSr −= )( 21 ⋯+−±= ++ nn uu

⋯+−=∴ ++ 21 nnn uur 1+≤ nu

故

S=
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收敛

收敛

⋯⋯ +−++−+− −
n

n 1)1(
4
1

3
1

2
11)1 1

⋯⋯ +−++−+− −
!

1)1(
!4

1
!3

1
!2

11)2 1
n

n

用Leibnitz 判别法判别下列级数的敛散性:

⋯⋯ +−++−+− −
n

n n
10

)1(
10

4
10

3
10

2
10
1)3 1

432 收敛

上述级数各项取绝对值后所成的级数是否收敛  ?

;1)1
1
∑
∞

=n n
;

!
1)2

1
∑
∞

=n n
.

10
)3

1
∑
∞

=n
n

n

发散 收敛 收敛
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三、绝对收敛与条件收敛  

定义:::: 对任意项级数 ,
1
∑
∞

=n
nu 若

若原级数收敛, 但取绝对值以后的级数发散, 

∑
∞

=

−−
1

1 1)1(
n

n
n

,
!)1(

1)1(
1

1∑
∞

=

−

−
−

n

n
n ∑

∞

=

−−
1

1

10
)1(

n
n

n n

∑
∞

=1n
nu 收敛 ,

∑
∞

=1n
nu

数∑
∞

=1n
nu

为条件收敛 .

均为绝对收敛.

例如 ：

绝对收敛 ；

则称原级

数

条件收敛 .

则称原级
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定理7.7.7.7.  绝对收敛的级数一定收敛 .

证::::  设 ∑
∞

=1n
nu

nv ),2,1( ⋯=n

根据比较审敛法显然 ,0≥nv ∑
∞

=1n
nv 收敛,

收敛∑
∞

=1
2

n
nv

nnn uvu −= 2

,
1
∑
∞

=n
nu

∑
∞

=1n
nu 也收敛

)(
2
1

nn uu +=

且 nv ,nu≤

收敛 , 令
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例7.7.7.7. 证明下列级数绝对收敛 :

.
e

)1()2(;sin)1(
1

2

1
4 ∑∑

∞

=

∞

=
−

n
n

n

n

n
n

nα

证:::: (1) ,1sin
44 nn

n ≤α∵ 而 ∑
∞

=1
4

1

n n
收敛 ,

∑
∞

=

∴
1

4
sin

n n
nα

收敛

因此∑
∞

=1
4

sin

n n
nα

绝对收敛 .



Page Page Page Page ����    25252525
目录   上页   下页   返回   结束 

(2) 令 ,
e

2

nn
nu =

n

n
n u

u 1lim +

∞→
∵

              
lim

∞→
=

n

1

2

e
)1(

+
+
n

n

n
n
e

2

21
e
1lim ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
∞→ n

n
n

1
e
1
<=

因此 ∑
∞

=
−

1

2

e
)1(

n
n

n n∑
∞

=
−∴

1

2

e
)1(

n
n

n n
收敛, 绝对收敛.

∑
∞

=
−

1

2

e
)1()2(

n
n

n n

小结
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其和分别为 

****四、绝对收敛级数的性质             

****定理8.8.8.8. 绝对收敛级数不因改变项的位置而改变其和 . 
(P263 定理9)

(证明见 P263～P266)

****定理9.9.9.9. ( 绝对收敛级数的乘法 )

.σS

则对所有乘积 jivu ∑
∞

=1n
nw按任意顺序排列得到的级数

也绝对收敛,

设级数 ∑
∞

=1n
nv∑

∞

=1n
nu 与 都绝对收敛, ,,σS

其和为 (P265 定理10) 

说明: : : : 绝对收敛级数有类似有限项和的性质,        

但条件收敛级数不具有这两条性质 . 

绝对收敛级数与条件收敛级数具有完全不同的性质.


