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第五节   

一、近似计算 

二、微分方程的幂级数解法            

函数幂级数展开式的应用    

 第十二章 

三、欧拉公式            
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一、近似计算
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例2.2.2.2. 计算 2ln 的近似值 ,使准确到 .10 4−

解:::: 已知
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用此式求 ln2 计算量大
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在上述展开式中取前四项, 
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说明: : : : 在展开式
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例3.3.3.3. 利用 ,
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3xxx −≈ 求 °9sin

误差.  

解:::: 先把角度化为弧度 =°9 (弧度)

5
2 )

20
π(

!5
1<r 5)2.0(

120
1< 510

3
1 −×<

!3
sin

3xxx −=
!5

5x+
!7

7x− ⋯+

000646.0157080.0 −≈3)
20
π(

!3
1

20
π

20
πsin −≈∴

的近似值 , 并估计
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例4.4.4.4. 计算积分 xx de2
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则所求积分近似值为

欲使截断误差
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,4=n取
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例5.5.5.5. 计算积分 x
x

x dsin1

0∫ 的近似值, 精确到 .10 4−
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x
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故所给积分不是广义积分.

若定义被积函数在 x = 0 处的值为 1, 则它在积分区间
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上连续, 且有幂级数展开式 :
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二、微分方程的幂级数解法

),(
d
d yxf

x
y =

00
yy xx ==

.),( 00 的多项式及是其中 yyxxyxf −−

⋯+−+−+= 2
02010 )()( xxaxxayy

代入原方程, 比较同次幂系数可定常数 ⋯⋯ ,,,, 21 naaa

由此确定的级数①即为定解问题在收敛区间内的解. 

①

设所求解为

幂级数解法
本质上就是
待定系数法 

⋯+−+ n
n xxa )( 0

1. 1. 1. 1. 一阶微分方程的情形
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例6. 6. 6. 6. 2yxy +=′求方程

解:  :  :  :  根据初始条件, 设所求特解为

⋯⋯ ++++= n
n xaxaxay 2

21

代入原方程, 得

.00 的特解满足 ==xy
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比较同次幂系数, 得
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2
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20
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故所求解的幂级数前几项为 ⋯++= 52
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1

2
1 xxy
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2.  2.  2.  2.  二阶齐次线性微分方程问题

0)()( =+′+′′ yxQyxPy

定理::::

n
n

n
xay ∑

∞

=
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0

则在－R < x < R 内方程 ② 必有幂级数解: 

②

设 P(x), Q(x) 在 (－R, R ) 内可展成 x 的幂级数, 

(证明略)

此定理在数学物理方程及特殊函数中非常有用 , 很多

重要的特殊函数都是根据它从微分方程中得到的 .
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例7.7.7.7. 42 )()2( xyyxxyx =−′+−′′求方程 的一个特解.

解:::: 设特解为 ,
0
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因此
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注意到: 此题的上述特解即为
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三、欧拉(Euler)(Euler)(Euler)(Euler)公式
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收敛,

若

对复数项级数

,22
nnn vuu +≤

22
nnn vuv +≤

③

∑
∞

=1n
nv 绝对收敛

则称 ③    绝对收敛. . . . 

由于 , 故知 

欧拉  
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定义:::: 复变量 yxz i+= 的指数函数为
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易证它在整个复平面上绝对收敛 .
当 y = 0 时, 它与实指数函数
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ysini

的幂级数展式一致.
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xxx sinicosei +=

xxx sinicose i −=−

（欧拉公式）

xcos

（也称欧拉公式）

利用欧拉公式可得复数的指数形式
r
θ

xx

y

y

O

yxz i+=

yxz i+= ( )θθ sinicos += r
θier=

则

xsin

欧拉  

2
ee ii xx −+

=

2
ee ii xx −−=
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据此可得
n)sini(cos θθ + θθ nn sinicos +=

(德莫弗公式)

利用幂级数的乘法, 不难验证

2121 eee zzzz ⋅=+

特别有
yx ie + )sin(cose yiyx += ),( Ryx ∈
yx ie +

yx iee ⋅=

)sini(cose yyx += xe=

r
θ

xx

y

y

O

yxz i+=

第六节 第七节  


