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第八节

一般周期的函数的傅里叶级数 

一、周期为2 l 的周期函数的

傅里叶级数

二、傅里叶级数的复数形式

 第十二章 
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一、周期为2 l 的周期函数的傅里叶级数

周期为 2l 的函数 f (x)

周期为 2π 的函数 F(z)

变量代换
l
xz π

=

将F(z) 作傅氏展开

 f (x) 的傅氏展开式



Page Page Page Page ����    3333
目录   上页   下页   返回   结束 

狄利克雷( Dirichlet )条件:

1) 在一个周期内连续或只有有限个第一类间断点

2) 在一个周期内只有有限个极值点

=na

x
l

xnxf
l

b l

ln dsin)(1 π= ∫−

l
1 x

l
xnxfl

l
dcos)( π

∫− ),2,1,0( ⋯=n

),2,1( ⋯=n

设周期为2l 的周期函数 f (x)满足收敛定理条件,

则它的傅里叶级数展开式为

∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+
π

+=
1

0 sincos
2

)(
n

nn l
xnb

l
xnaaxf

(在 f (x) 的连续点处)
其中

定理....
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证明:::: 令
l
xz π

= , 则 ],[ llx −∈ ],,[ ππ−∈z

令 =)(zF ,)(
π

= zlf 则

))2(()2(
π

π+
=π+

zlfzF )2( lzlf +
π

=

)(
π

= zlf )(zF=

所以 )(zF 且它满足收敛定

理条件,将它展成傅里叶级数:

( )∑
∞

=
++=

1

0 sincos
2

)(
n

nn znbznaazF
( 在 F(z) 的连续点处 )

)(xf

变成

是以2π 为周期的周期函数, 
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zznzFan dcos)(1 ∫
π

π−π=
其中

zznzFbn dsin)(1 ∫
π

π−π=

令
l
xz π=

l
an

1=

x
l

xnxf
l

b l

ln dsin)(1 π= ∫−

( )
l

xnb
l

xnaaxf nn
n

π+π+= ∑
∞

=
sincos

2
)(

1

0

),2,1,0( ⋯=n

),3,2,1( ⋯=n

),2,1,0( ⋯=n

),3,2,1( ⋯=n

( 在 f (x) 的 连续点处 )

x
l

xnxfl

l
dcos)( π

∫−

证毕 
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说明::::

∑
∞

=
=

1
)(

n
nbxf

),2,1(dsin)( ⋯=
π

= ∫ nx
l

xnxfbn其中

(在 f (x) 的连续点处)
l

xnπsin

l
2

0
l

如果 f (x) 为偶函数, 则有

(在 f (x) 的连续点处)+=
2

)( 0axf

),2,1,0(dcos)( ⋯=π= ∫ nx
l

xnxfan其中

∑
∞

=1n
na

l
xnπcos

注: : : : 无论哪种情况 ,
)].()([2

1 +− + xfxf
在 f (x) 的间断点 x 处, 傅里叶级数

都收敛于

l
2

0
l

如果 f (x) 为奇函数, 则有 
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)(tf

tO

[ ]∫ −−+ω ωω
π

0
d)1sin()1sin( ttntn

例1.1.1.1. 交流电压 tEtE ωsin)( = 经半波整流后负压消

失,试求半波整流函数的

解:::: 这个半波整流函数

ω
π2 ,它在

=)(tf

=∴ na ∫ ω ωω
π

0
dcossin ttntE

,sin tE ω

,0

傅里叶级数.

],[ ππ
ωω

−
上的表达式为

0π <≤− tω

ω
π0 <≤ t

π2
ωE=

的周期是

π
ω

22 π
ω

π−
ω

π
ω

−π
ω
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0

π
ω 0=∫ω ω

π

0
d2sin tt

π21
ωEa = ⎥⎦

⎤−⎢⎣
⎡= tE ω

ω
ω 2cos

2
1

π2
时1≠n

[ ]∫ −−+ω ωω
π

0
d)1sin()1sin( ttntn

π
ω

2
Ean =

⎥⎦
⎤−

−
tn

n
ω

ω
)1cos(

)1(
1

⎢⎣
⎡=

π2
ωE

0

π
ω++

+
− tn

n
ω

ω
)1cos(

)1(
1

⎥⎦
⎤

−
−

−
−+

+
+

+
−

⎢⎣
⎡=

−

1
1

1
)1(

1
1

1
)1(

π2

1

nnnn
E nn

[ ]
π)1(
1)1(

2

1

−
−−

=
−

n
En
=

32       ,0 += kn

,
π)41(

2
2k

E
−

),1,0( ⋯=k
kn 2=
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tttEb dsinsin
π

π

01 ωωω ω ⋅= ∫

[ ] ttntnE d)1cos()1cos(
π2

π

0∫ +−−= ω ωωω

⎢⎣

⎡
−
−=
ω
ωω

)1(
)1sin(

π2 n
tnEbn 0

)1(
)1sin(

0

π

=⎥⎦
⎤

+
+− ω
ω
ω

n
tn

ttntEbn dsinsin
π

π

0
ωωω ω ⋅= ∫

ttE d)2cos1(
π2 0

ωω ω
π

−= ∫
0

π

2
2sin

π2
ω

ω
ωω

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −= ttE

2
E=

n > 1 时
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由于半波整流函数 f ( t )
,),( 上连续在 ∞+−∞

+=
π

)( Etf +tE ωsin
2

tk
k

E

k
ω2cos

41
1

π
2

1
2∑

∞

= −
)( +∞<<−∞ t

直流部分

说明::::

交流部分

由收

收敛定理可得

2 k 次谐波的振幅为 ,
14

1
π

2
2 −

=
k

EAk  k 越大振幅越小,

因此在实际应用中展开式取前几项就足以逼近  f (x)了.

上述级数可分解为直流部分与交流部分的和 . 

)(tf

tO 22 π
ω

π−
ω

π
ω

−π
ω
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O

y

x2

例2.2.2.2. 把 展开成)20()( <<= xxxf
(1)  正弦级数;        (2)  余弦级数.

解:::: (1) 将 f (x) 作奇周期延拓, 则有

),2,1,0(0 ⋯== nan

⋅= ∫
2

02
2 xbn xxn d

2
sin π

[ ( ) ]
0

22
2

sin2
2

cos2 xn
n

xnx
n

π
π

+π
π

−=

π
π

−= n
n

cos4 ),2,1()1(4 1 ⋯=−
π

= + n
n

n

∑
∞

=π
=∴

1

4)(
n

xf
2

sin)1( 1 xn
n

n π− +
)20( << x

在 x = 2 k 处级
数收敛于何值?
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O 2

y

x

(2) 将 作偶周期延拓,)(xf

),2,1(0 ⋯== nbn
∫ ⋅=

2
02

2 xan cos d
2
πn x x

[ ( ) ]
2

2

0

2 2sin cos
2 2
π π

π π
n x n xx

n n
= +

[ ]2 2

4 ( 1) 1
π

n

n
= − − − =

xxf =∴ )(

∫=
2
00 d

2
2 xxa 2=

kn 2,0 =

2 2

8 ,
(2 1) πk

−
− ),2,1( ⋯=k

则有

2 2
1

8 1 (2 1)1 cos
(2 1) 2

π
π k

k x
k

∞

=

−
= −

−∑
)20( << x

12 −= kn



Page Page Page Page ����    13131313
目录   上页   下页   返回   结束 

O 2

y

x

说明:::: 此式对 0=x 也成立,
2

2
1

1
(2 1) 8

π
k k

∞

=

=
−∑

由此还可导出

∑
∞

=1
2

1

n n

2

8
π

= ∑
∞

=
+

1
2

1
4
1

n n
2

2
1

1
6
π

n n

∞

=

∴ =∑

∑
∞

=1
2)2(

1

k k

2 2
1

8 1 (2 1)( ) 1 cos
(2 1) 2

π
π k

k xf x x
k

∞

=

−
= = −

−∑ )20( << x

+
−

=∑
∞

=1
2)12(

1

k k

据此有
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当函数定义在任意有限区间上时,
方法1111 ],[  , )( baxxf ∈

令 ,
2

abzx +
+= 即

2
abxz +

−=

∈
+

+== zabzfxfzF ,)
2

()()( [ ]
2

,
2

abab −−
−

在 [ ]
2

,
2

abab −−
− 上展成傅里叶级数)(zF

周期延拓

将
2

abxz +−=

)(xf 在 ],[ ba

代入展开式

上的傅里叶级数 

其展开方法为:
xa b

2
ba+
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方法2222 ],[   , )( baxxf ∈

令 ,azx +=

∈+== zazfxfzF ,)()()( [ ]ab −,0

在 [ ]ab −,0 上展成正弦或余弦级数)(zF

奇或偶式周期延拓

将                代入展开式axz −=

)(xf 在 ],[ ba

即 axz −=

上的正弦或余弦级数 

xa b
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例3.3.3.3. 将函数 )155(10)( <<−= xxxf 展成傅里叶级数.
解:::: 令 ,10−= xz 设

)55(      )10()()( <<−−=+== zzzfxfzF
将F(z) 延拓成周期为 10 的周期函数, 

理条件.由于F(z) 是奇函数, 故
),2,1,0(0 ⋯== nan

∫ −=
5
05

2 zbn sin d
5
πn z z

πn
n 10)1(−=

),2,1( ⋯=n

则它满足收敛定

1

10 ( 1)( ) sin
5
π

π

n

n

n zF z
n

∞

=

−
= ∑ )55( <<− z

1

10 ( 1)10 sin
5
π

π

n

n

n xx
n

∞

=

−
∴ − = ∑ )155( << x

)(zF

z55− O
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利用欧拉公式

二、傅里叶级数的复数形式

设 f (x)是周期为 2 l 的周期函数 , 则

( )0

1
( ) cos sin

2
π π

n n
n

a n x n xf x a b
l l

∞

=

= + +∑

(1cos
2

πn x
l

= )i ie e
π πn x n x
l l−+

(isin
2

πn x
l

−
= )i ie e

π πn x n x
l l−−

(∑
∞

=
⎢⎣
⎡+=

1

0
22

)(
n

naaxf i ie e
π πn x n x
l l−+ ) ⎥⎦

⎤) (
2

i nb
−

i ie e
π πn x n x
l l−−

∑
∞

=

−
⎜
⎝
⎛+=

1

0
2

i
2 n

nn baa
2

i nn ba +
+ ⎟

⎠
⎞ie

πn x
l

ie
πn x
l−

0c
nc nc−
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∫−=
l

l
xf

l
)(

2
1

∫−=
l

l
xxf

l
d)(

2
1

2
0

0
ac =

[1 1 ( )cos d
2

πl

l

n xf x x
l l−

= ∫2
i nn

n
bac −=

]i ( )sin dπl

l

n xf x x
l l−

− ∫

( )1 ( ) cos i sin d
2

π πl

l

n x n xf x x
l l l−

= −∫

∫−=
l

l
xf

l
)(

2
1 ),2,1(d ⋯=nxi

e
πn x
l

−

注意到

2
i nn

n
bac +=− xd同理 ),2,1( ⋯=n

i
e

πn x
l
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傅里叶级数的复数形式:

xxf
l

c T
xn

l
ln de)(

2
1

2i π
−

−∫=

T
xn

n
ncxf

π∞+

−∞=
∑=

2i
e)(

),2,1,0( ⋯±±=n

因此得
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式的傅里叶级数 .  
例4.4.4.4. 把宽为 τ ,高为 h ,周期为 T 的矩形波展成复数
形

解:::: 在一个周期 ],[ 22
TT−

=)(tu

它的复数形式的傅里叶系数为

∫−=
 

2
 

2

d1 τ

τ th
T T

hτ=

内矩形波的函数表达式为

∫−=
 

 0
2

2

d)(1 T

T ttu
T

c

22, ττ <≤− th

2222 ,,0 TT tt <≤−<≤− ττ

2
τ−

2
T

y

x
2
τ

2
T−

h

O
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ttu
T

T
tn

T

T
de)(1 π2i2

 2

−

−∫=nc ∫−
−

=
2

 2

π2i
de1 τ

τ
th

T
T

tn

T
n

n
h τπsin
π

= ),2,1( ⋯±±=n

+=∴
T
htu τ)(

π
h T

tn

n T
n

n

π2i
eπsin1 τ∑

∞+

−∞=
0≠n

),1,0,
2

( ⋯±=+±≠ kTkt τ

⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡−=            
iπ2n

T
T
h

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−⋅=

i2
1

πn
hT

tnπ2i
e
− 2

τ

2
τ−

T
n

T
n ττ πiπi

ee −
−


