
    第四章第四章第四章第四章    中值定理与导数应用中值定理与导数应用中值定理与导数应用中值定理与导数应用



一、罗尔定理一、罗尔定理一、罗尔定理一、罗尔定理

二、拉格朗日中值定理二、拉格朗日中值定理二、拉格朗日中值定理二、拉格朗日中值定理

三、柯西中值定理三、柯西中值定理三、柯西中值定理三、柯西中值定理

第一节第一节第一节第一节    中值定理中值定理中值定理中值定理
第四章



一、罗尔定理
罗尔（罗尔（罗尔（罗尔（RRRRolleolleolleolle）定理）定理）定理）定理        如果函数如果函数如果函数如果函数

))))(((( xxxxffff
在闭区间在闭区间在闭区间在闭区间    

]]]],,,,[[[[ bbbbaaaa

上连续上连续上连续上连续,,,,在开区间在开区间在开区间在开区间

)))),,,,(((( bbbbaaaa

内可导内可导内可导内可导,,,,且在区且在区且在区且在区

间端点的函数值相等，即间端点的函数值相等，即间端点的函数值相等，即间端点的函数值相等，即

))))(((())))(((( bbbbffffaaaaffff ====

,,,,那末在那末在那末在那末在

)))),,,,(((( bbbbaaaa

内至少有一点内至少有一点内至少有一点内至少有一点

))))(((( bbbbaaaa <<<<ξξξξ<<<<ξξξξ

,,,,使得函数使得函数使得函数使得函数

))))(((( xxxxffff

在该点的导数等于零，在该点的导数等于零，在该点的导数等于零，在该点的导数等于零，    

                                            即即即即

0000))))(((('''' ====ξξξξffff

                                                

))))1111((((

))))2222(((( ))))3333((((

例如,,,, 33332222))))(((( 2222 −−−−−−−−==== xxxxxxxxxxxxffff ).).).).1111)()()()(3333(((( ++++−−−−==== xxxxxxxx

,,,,]]]]3333,,,,1111[[[[ 上连续在 −−−− ,,,,))))3333,,,,1111(((( 上可导在 −−−− ,,,,0000))))3333(((())))1111(((( ========−−−− ffffffff且

))))))))3333,,,,1111((((1111((((,,,,1111 −−−−∈∈∈∈====ξξξξ取 ....0000))))(((( ====ξξξξ′′′′ffff),),),),1111((((2222))))(((( −−−−====′′′′ xxxxxxxxffff∵



几何解释几何解释几何解释几何解释::::

aaaa bbbb1111ξξξξ 2222ξξξξ xxxx

yyyy

oooo

))))((((xxxxffffyyyy ====

....
,,,,

的切线是水平的

在该点处少有一点

上至在曲线弧

CCCC
ABABABAB

CCCC

AAAA BBBB



证证证证

....))))1111(((( mmmmMMMM ====若

,,,,]]]],,,,[[[[))))(((( 连续在 bbbbaaaaxxxxffff∵ ....mmmmMMMM 和最小值必有最大值

....))))(((( MMMMxxxxffff ====则

....0000))))(((( ====′′′′ xxxxffff由此得 ),),),),,,,,(((( bbbbaaaa∈∈∈∈ξξξξ∀∀∀∀ ....0000))))(((( ====ξξξξ′′′′ffff都有

....))))2222(((( mmmmMMMM ≠≠≠≠若 ),),),),(((())))(((( bbbbffffaaaaffff ====∵

....取得最值不可能同时在端点∴∴∴∴

),),),),((((aaaaffffMMMM ≠≠≠≠设

....))))(((()))),,,,(((( MMMMffffbbbbaaaa ====ξξξξξξξξ 使内至少存在一点则在

),),),),(((())))(((( ξξξξ≤≤≤≤∆∆∆∆++++ξξξξ ffffxxxxffff∵ ,,,,0000))))(((())))(((( ≤≤≤≤ξξξξ−−−−∆∆∆∆++++ξξξξ∴∴∴∴ ffffxxxxffff



,,,,0000>>>>∆∆∆∆xxxx若 ;;;;0000))))(((())))((((
≤≤≤≤

∆∆∆∆
ξξξξ−−−−∆∆∆∆++++ξξξξ

xxxx
ffffxxxxffff

则有

,,,,0000<<<<∆∆∆∆xxxx若 ;;;;0000))))(((())))((((
≥≥≥≥

∆∆∆∆
ξξξξ−−−−∆∆∆∆++++ξξξξ

xxxx
ffffxxxxffff

则有

;;;;0000))))(((())))((((limlimlimlim))))((((
0000

≥≥≥≥
∆∆∆∆

ξξξξ−−−−∆∆∆∆++++ξξξξ
====ξξξξ′′′′∴∴∴∴

−−−−→→→→∆∆∆∆−−−− xxxx
ffffxxxxffffffff

xxxx

;;;;0000))))(((())))((((limlimlimlim))))((((
0000

≤≤≤≤
∆∆∆∆

ξξξξ−−−−∆∆∆∆++++ξξξξ
====ξξξξ′′′′

++++→→→→∆∆∆∆++++ xxxx
ffffxxxxffffffff

xxxx

,,,,))))(((( 存在ξξξξ′′′′ffff∵ ).).).).(((())))(((( ξξξξ′′′′====ξξξξ′′′′∴∴∴∴ ++++−−−− ffffffff

....0000))))(((( ====ξξξξ′′′′∴∴∴∴ ffff只有



注意注意注意注意::::若罗尔定理的三个条件中有一个不满足 ,,,,其
结论可能不成立....

例如,,,, ];];];];2222,,,,2222[[[[,,,, −−−−∈∈∈∈==== xxxxxxxxyyyy

,,,,
,,,,))))0000((((]]]]2222,,,,2222[[[[

的一切条件

满足罗尔定理不存在外上除在 ffff ′′′′−−−−

....0000))))((((
2]2]2]2][-2[-2[-2[-2

====′′′′ xxxxffff使

内找不到一点能，但在区间

;;;;
0000,,,,0000

]]]]1111,,,,0000((((,,,,1111

⎩⎩⎩⎩
⎨⎨⎨⎨
⎧⎧⎧⎧

====
∈∈∈∈−−−−

====
xxxx
xxxxxxxx

yyyy

].].].].1111,,,,0000[[[[,,,, ∈∈∈∈==== xxxxxxxxyyyy

又例如,,,,



例例例例1111

....1111
0000111155555555

的正实根

有且仅有一个小于证明方程 ====++++−−−− xxxxxxxx

证证证证:::: ,,,,11115555))))(((( 5555 ++++−−−−==== xxxxxxxxxxxxffff设 ,,,,]]]]1111,,,,0000[[[[))))(((( 连续在则 xxxxffff

....3333))))1111((((,,,,1111))))0000(((( −−−−======== ffffffff且 由介值定理

....0000))))((((),),),),1111,,,,0000(((( 00000000 ====∈∈∈∈∃∃∃∃ xxxxffffxxxx 使 即为方程的小于1111的正实根....

,,,,),),),),1111,,,,0000(((( 000011111111 xxxxxxxxxxxx ≠≠≠≠∈∈∈∈设另有 ....0000))))(((( 1111 ====xxxxffff使

,,,,,,,,))))(((( 11110000 件之间满足罗尔定理的条在 xxxxxxxxxxxxffff∵

使得之间在至少存在一个 ),),),),,,,,(((( 11110000 xxxxxxxxξξξξ∴∴∴∴ ....0000))))(((( ====ξξξξ′′′′ffff

))))1111((((5555))))(((( 4444 −−−−====′′′′ xxxxxxxxffff但 ))))))))1111,,,,0000((((((((,,,,0000 ∈∈∈∈<<<< xxxx 矛盾,,,, ....为唯一实根∴∴∴∴



二、拉格朗日中值定理

拉格朗日中值定理拉格朗日中值定理拉格朗日中值定理拉格朗日中值定理         如果函数如果函数如果函数如果函数 ffff((((xxxx))))(1)(1)(1)(1)在闭区间在闭区间在闭区间在闭区间    

]]]],,,,[[[[ bbbbaaaa

上连续上连续上连续上连续,,,,(2)(2)(2)(2)在开区间在开区间在开区间在开区间

)))),,,,(((( bbbbaaaa

内可导内可导内可导内可导,,,,那末在那末在那末在那末在

)))),,,,(((( bbbbaaaa

内至少有一点内至少有一点内至少有一点内至少有一点

))))(((( bbbbaaaa <<<<ξξξξ<<<<ξξξξ

，使等式，使等式，使等式，使等式    

                

)))))()()()((((())))(((())))(((( '''' aaaabbbbffffaaaaffffbbbbffff −−−−ξξξξ====−−−−

    成立成立成立成立.... 

).).).).(((())))((((:::: bbbbffffaaaaffff ====去掉了与罗尔定理相比条件中注意

).).).).(((())))(((())))((((
ξξξξ′′′′====

−−−−
−−−− ffff
aaaabbbb
aaaaffffbbbbffff

结论亦可写成



aaaa bbbb1111ξξξξ 2222ξξξξxxxx xxxxoooo

yyyy
))))((((xxxxffffyyyy ====

AAAA

BBBBCCCC

DDDDNNNN

MMMM
几何解释几何解释几何解释几何解释::::

....
,,,,

ABABABAB
CCCC

ABABABAB

切线平行于弦

在该点处的少有一点

上至在曲线弧

证证证证 分析:::: ).).).).(((())))(((( bbbbffffaaaaffff ====条件中与罗尔定理相差

弦ABABABAB方程为 ).).).).(((())))(((())))(((())))(((( aaaaxxxx
aaaabbbb
aaaaffffbbbbffffaaaaffffyyyy −−−−

−−−−
−−−−

++++====

,,,,))))(((( ABABABABxxxxffff 减去弦曲线

....,,,, 两端点的函数值相等所得曲线 bbbbaaaa



作辅助函数

)].)].)].)].(((())))(((())))(((())))(((([[[[))))(((())))(((( aaaaxxxx
aaaabbbb
aaaaffffbbbbffffaaaaffffxxxxffffxxxxFFFF −−−−

−−−−
−−−−

++++−−−−====

,,,,))))(((( 满足罗尔定理的条件xxxxFFFF

....0000))))((((,,,,)))),,,,(((( ====ξξξξ′′′′ξξξξ FFFFbbbbaaaa 使得内至少存在一点则在

0000))))(((())))(((())))(((( ====
−−−−
−−−−

−−−−ξξξξ′′′′
aaaabbbb
aaaaffffbbbbffffffff即

).).).).)()()()((((())))(((())))(((( aaaabbbbffffaaaaffffbbbbffff −−−−ξξξξ′′′′====−−−−或

拉格朗日中值公式

注意注意注意注意::::拉氏公式精确地表达了函数在一个区间上的
增量与函数在这区间内某点处的导数之间的关系....



,,,,)))),,,,((((]]]],,,,[[[[))))(((( 内可导在上连续，在设 bbbbaaaabbbbaaaaxxxxffff

).).).).11110000(((())))(((())))(((())))(((( 000000000000 <<<<θθθθ<<<<∆∆∆∆⋅⋅⋅⋅∆∆∆∆θθθθ++++′′′′====−−−−∆∆∆∆++++ xxxxxxxxxxxxffffxxxxffffxxxxxxxxffff

则有),),),),,,,,((((,,,, 00000000 bbbbaaaaxxxxxxxxxxxx ∈∈∈∈∆∆∆∆++++

).).).).11110000(((())))(((( 0000 <<<<θθθθ<<<<∆∆∆∆⋅⋅⋅⋅∆∆∆∆θθθθ++++′′′′====∆∆∆∆ xxxxxxxxxxxxffffyyyy也可写成

....的精确表达式增量 yyyy∆∆∆∆

拉格朗日中值定理又称有限增量定理有限增量定理有限增量定理有限增量定理....

拉格朗日中值公式又称有限增量公式有限增量公式有限增量公式有限增量公式....
微分中值定理

推论推论推论推论

....))))((((
,,,,))))((((

上是一个常数上是一个常数上是一个常数上是一个常数在区间在区间在区间在区间那末那末那末那末

上的导数恒为零上的导数恒为零上的导数恒为零上的导数恒为零在区间在区间在区间在区间如果函数如果函数如果函数如果函数

IIIIxxxxffff
IIIIxxxxffff



例例例例2222 ).).).).11111111((((
2222

arccosarccosarccosarccosarcsinarcsinarcsinarcsin ≤≤≤≤≤≤≤≤−−−−
ππππ

====++++ xxxxxxxxxxxx证明

证证证证 ]]]]1111,,,,1111[[[[,,,,arccosarccosarccosarccosarcsinarcsinarcsinarcsin))))(((( −−−−∈∈∈∈++++==== xxxxxxxxxxxxxxxxffff设

))))
1111

1111((((
1111

1111))))((((
22222222 xxxxxxxx

xxxxffff
−−−−

−−−−++++
−−−−

====′′′′∵ ....0000====

]]]]1111,,,,1111[[[[,,,,))))(((( −−−−∈∈∈∈≡≡≡≡∴∴∴∴ xxxxCCCCxxxxffff

0000arccosarccosarccosarccos0000arcsinarcsinarcsinarcsin))))0000(((( ++++====ffff∵又
2222

0000 ππππ
++++==== ,,,,

2222
ππππ

====

....
2222
ππππ

====CCCC即

....
2222

arccosarccosarccosarccosarcsinarcsinarcsinarcsin ππππ
====++++∴∴∴∴ xxxxxxxx



例例例例3333 ....))))1111ln(ln(ln(ln(
1111

,,,,0000 xxxxxxxx
xxxx

xxxxxxxx <<<<++++<<<<
++++

>>>> 时证明当

证证证证 ),),),),1111ln(ln(ln(ln())))(((( xxxxxxxxffff ++++====设

,,,,]]]],,,,0000[[[[))))(((( 上满足拉氏定理的条件在 xxxxxxxxffff

))))0000((((),),),),0000)()()()((((())))0000(((())))(((( xxxxxxxxffffffffxxxxffff <<<<ξξξξ<<<<−−−−ξξξξ′′′′====−−−−∴∴∴∴

,,,,
1111

1111))))((((,,,,0000))))0000((((
xxxx

xxxxffffffff
++++

====′′′′====∵ 由上式得 ,,,,
1111

))))1111ln(ln(ln(ln(
ξξξξ++++

====++++
xxxxxxxx

xxxx<<<<ξξξξ<<<<0000∵又 xxxx++++<<<<ξξξξ++++<<<< 111111111111 ,,,,1111
1111

1111
1111

1111
<<<<

ξξξξ++++
<<<<

++++ xxxx
,,,,

11111111
xxxxxxxx

xxxx
xxxx

<<<<
ξξξξ++++

<<<<
++++

∴∴∴∴ ....))))1111ln(ln(ln(ln(
1111

xxxxxxxx
xxxx

xxxx
<<<<++++<<<<

++++
即



三、柯西中值定理
柯西（柯西（柯西（柯西（CauchyCauchyCauchyCauchy）中值定理）中值定理）中值定理）中值定理        如果函数如果函数如果函数如果函数

))))((((xxxxffff
及及及及

))))((((xxxxFFFF

在闭区间在闭区间在闭区间在闭区间

]]]],,,,[[[[ bbbbaaaa

上连续上连续上连续上连续,,,,在开区间在开区间在开区间在开区间

)))),,,,(((( bbbbaaaa

内可导内可导内可导内可导,,,,且且且且

))))(((('''' xxxxFFFF

在在在在

)))),,,,(((( bbbbaaaa

内每一点处均不为内每一点处均不为内每一点处均不为内每一点处均不为

零，那末在零，那末在零，那末在零，那末在

)))),,,,(((( bbbbaaaa

内至少有一点内至少有一点内至少有一点内至少有一点

))))(((( bbbbaaaa <<<<ξξξξ<<<<ξξξξ

,,,,

使等式使等式使等式使等式    

                        

))))((((
))))((((

))))(((())))((((
))))(((())))((((

''''

''''

ξξξξ
ξξξξ

FFFF
ffff

aaaaFFFFbbbbFFFF
aaaaffffbbbbffff

====
−−−−
−−−−

成立成立成立成立.... 



几何解释几何解释几何解释几何解释::::

))))(((( 1111ξξξξFFFF ))))(((( 2222ξξξξFFFF XXXX0000

YYYY
⎩⎩⎩⎩
⎨⎨⎨⎨
⎧⎧⎧⎧

====
====

))))((((
))))((((

xxxxffffYYYY
xxxxFFFFXXXX

))))((((aaaaFFFF

AAAA

))))((((bbbbFFFF

BBBBCCCC

DDDD

))))((((xxxxFFFF

NNNN

MMMM

....

)),)),)),)),((((),),),),((((((((

ABABABAB

ffffFFFFCCCC
ABABABAB

该点处的切线平行于弦

在有一点

上至少在曲线弧

ξξξξξξξξ

证证证证 作辅助函数

)].)].)].)].(((())))(((([[[[
))))(((())))((((
))))(((())))(((())))(((())))(((())))(((( aaaaFFFFxxxxFFFF
aaaaFFFFbbbbFFFF
aaaaffffbbbbffffaaaaffffxxxxffffxxxx −−−−

−−−−
−−−−

−−−−−−−−====ϕϕϕϕ

,,,,))))(((( 满足罗尔定理的条件xxxxϕϕϕϕ

....0000))))((((,,,,)))),,,,(((( ====ξξξξϕϕϕϕ′′′′ξξξξ 使得内至少存在一点则在 bbbbaaaa



,,,,0000))))((((
))))(((())))((((
))))(((())))(((())))(((( ====ξξξξ′′′′⋅⋅⋅⋅

−−−−
−−−−

−−−−ξξξξ′′′′ FFFF
aaaaFFFFbbbbFFFF
aaaaffffbbbbffffffff即

....
))))((((
))))((((

))))(((())))((((
))))(((())))((((

ξξξξ′′′′
ξξξξ′′′′

====
−−−−
−−−−

∴∴∴∴
FFFF
ffff

aaaaFFFFbbbbFFFF
aaaaffffbbbbffff

....0000))))((((,,,,)))),,,,(((( ====ξξξξϕϕϕϕ′′′′ξξξξ 使得内至少存在一点则在 bbbbaaaa

,,,,))))(((( xxxxxxxxFFFF ====当 ,,,,1111))))((((,,,,))))(((())))(((( ====′′′′−−−−====−−−− xxxxFFFFaaaabbbbaaaaFFFFbbbbFFFF

))))((((
))))((((

))))(((())))((((
))))(((())))((((

ξξξξ′′′′
ξξξξ′′′′

====
−−−−
−−−−

FFFF
ffff

aaaaFFFFbbbbFFFF
aaaaffffbbbbffff ).).).).(((())))(((())))((((

ξξξξ′′′′====
−−−−
−−−− ffff
aaaabbbb
aaaaffffbbbbffff



例例例例4444

)].)].)].)].0000(((())))1111(((([[[[2222))))((((),),),),1111,,,,0000((((
::::,,,,))))1111,,,,0000((((,,,,]]]]1111,,,,0000[[[[))))((((

ffffffffffff
xxxxffff

−−−−====′′′′∈∈∈∈ ξξξξξξξξξξξξ 使至少存在一点

证明内可导在上连续在设函数

证证证证 分析:::: 结论可变形为

ξξξξ
ξξξξ′′′′

====
−−−−
−−−−

2222
))))((((

00001111
))))0000(((())))1111(((( ffffffffffff ....

))))((((
))))((((

2222 ξξξξ====′′′′
′′′′

==== xxxxxxxx
xxxxffff ,,,,))))(((( 2222xxxxxxxxgggg ====设

,,,,]]]]1111,,,,0000[[[[))))((((),),),),(((( 条件上满足柯西中值定理的在则 xxxxggggxxxxffff

有内至少存在一点在 ,,,,))))1111,,,,0000(((( ξξξξ∴∴∴∴

ξξξξ
ξξξξ′′′′

====
−−−−
−−−−

2222
))))((((

00001111
))))0000(((())))1111(((( ffffffffffff )].)].)].)].0000(((())))1111(((([[[[2222))))(((( ffffffffffff −−−−ξξξξ====ξξξξ′′′′即


