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第五章



有理函数的定义：有理函数的定义：有理函数的定义：有理函数的定义：

两个多项式的商表示的函数称之为两个多项式的商表示的函数称之为两个多项式的商表示的函数称之为两个多项式的商表示的函数称之为有理函数有理函数有理函数有理函数....

mmmmmmmm
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nnnnnnnn
nnnnnnnn

bbbbxxxxbbbbxxxxbbbbxxxxbbbb
aaaaxxxxaaaaxxxxaaaaxxxxaaaa

xxxxQQQQ
xxxxPPPP

++++++++++++++++
++++++++++++++++

====
−−−−

−−−−
−−−−

−−−−

1111
1111

11110000

1111
1111

11110000

))))((((
))))((((

⋯
⋯

其中

mmmm
、

nnnn
都是非负整数；

nnnnaaaaaaaaaaaa ,,,,,,,,,,,, 11110000 ⋯
及

mmmmbbbbbbbbbbbb ,,,,,,,,,,,, 11110000 ⋯

都是实数，并且

00000000 ≠≠≠≠aaaa

，

00000000 ≠≠≠≠bbbb

....

一、六个基本积分一、六个基本积分一、六个基本积分一、六个基本积分



假定分子与分母之间没有公因式

,,,,))))1111(((( mmmmnnnn <<<< 这有理函数是真分式真分式真分式真分式；

,,,,))))2222(((( mmmmnnnn ≥≥≥≥ 这有理函数是假分式假分式假分式假分式；

                                利用多项式除法,  ,  ,  ,  假分式可以化成一个
多项式和一个真分式之和....

例例例例
1111

1111
2222

3333

++++
++++++++

xxxx
xxxxxxxx ....

1111
1111

2222 ++++
++++====
xxxx

xxxx

难点难点难点难点 将有理函数化为部分分式之和....



                        理论上，任何一个有理函数((((真分式))))都可分为
以下六个类型的基本积分的代数和::::

dddd lnlnlnlnxxxx x a Cx a Cx a Cx a C
x ax ax ax a

= + += + += + += + +
++++∫∫∫∫

1111
d 1d 1d 1d 1

( ) (1 )( )( ) (1 )( )( ) (1 )( )( ) (1 )( )n nn nn nn n
xxxx CCCC

x a n x ax a n x ax a n x ax a n x a −−−−= += += += +
+ − ++ − ++ − ++ − +∫∫∫∫

2 22 22 22 2
d 1d 1d 1d 1 arctanarctanarctanarctan

( )( )( )( )
x xx xx xx x CCCC

a aa aa aa ax ax ax ax a
= += += += +

++++∫∫∫∫

1.

2.

3.

))))2222(((( ≥≥≥≥nnnn



4.

5.

6.

2 22 22 22 2
2 22 22 22 2

d 1d 1d 1d 1 ln( )ln( )ln( )ln( )
2222

x xx xx xx x x a Cx a Cx a Cx a C
x ax ax ax a

= + += + += + += + +
++++∫∫∫∫

2 2 2 2 12 2 2 2 12 2 2 2 12 2 2 2 1

d 1d 1d 1d 1
( ) 2(1 )( )( ) 2(1 )( )( ) 2(1 )( )( ) 2(1 )( )n nn nn nn n

x xx xx xx x CCCC
x a n x ax a n x ax a n x ax a n x a −−−−= += += += +

+ − ++ − ++ − ++ − +∫∫∫∫

2 22 22 22 2
dddd

( )( )( )( )nnnn
xxxx

x ax ax ax a++++∫∫∫∫

( 2)( 2)( 2)( 2)nnnn ≥≥≥≥

( 2 )( 2 )( 2 )( 2 )nnnn ≥≥≥≥ 可用递推法求出可用递推法求出可用递推法求出可用递推法求出



（1111）分母中若有因式                                                            ，则分解后为
kkkkaaaaxxxx ))))(((( −−−−

,,,,
))))(((())))(((( 1111

22221111

aaaaxxxx
AAAA

aaaaxxxx
AAAA

aaaaxxxx
AAAA kkkk

kkkkkkkk −−−−
++++++++

−−−−
++++

−−−− −−−− ⋯

有理函数化为部分分式之和的一般规律：有理函数化为部分分式之和的一般规律：有理函数化为部分分式之和的一般规律：有理函数化为部分分式之和的一般规律：

其中
kkkkAAAAAAAAAAAA ,,,,,,,,,,,, 22221111 ⋯都是常数....

特殊地： ,,,,1111====kkkk 分解后为 ;;;;
aaaaxxxx

AAAA
−−−−

二、待定系数法举例



（2222）分母中若有因式                                                                                                        ，其中
kkkkqqqqpxpxpxpxxxxx ))))(((( 2222 ++++++++

则分解后为000044442222 <<<<−−−− qqqqpppp

qqqqpxpxpxpxxxxx
NNNNxxxxMMMM

qqqqpxpxpxpxxxxx
NNNNxxxxMMMM

qqqqpxpxpxpxxxxx
NNNNxxxxMMMM kkkkkkkk

kkkkkkkk ++++++++
++++

++++++++
++++++++
++++

++++
++++++++

++++
−−−− 222211112222

22222222
2222

11111111

))))(((())))((((
⋯

其中
iiiiiiii NNNNMMMM ,,,,都是常数 )))),,,,,,,,2222,,,,1111(((( kkkkiiii ⋯====....

特殊地： ,,,,1111====kkkk 分解后为 ;;;;2222 qqqqpxpxpxpxxxxx
NNNNMxMxMxMx
++++++++

++++



真分式化为部分分式之和的待定系数法待定系数法待定系数法待定系数法

66665555
3333

2222 ++++−−−−
++++
xxxxxxxx

xxxx
))))3333)()()()(2222((((

3333
−−−−−−−−

++++
====

xxxxxxxx
xxxx ,,,,

33332222 −−−−
++++

−−−−
====

xxxx
BBBB

xxxx
AAAA

),),),),2222(((())))3333((((3333 −−−−++++−−−−====++++ xxxxBBBBxxxxAAAAxxxx∵

),),),),22223333(((())))((((3333 BBBBAAAAxxxxBBBBAAAAxxxx ++++−−−−++++====++++∴∴∴∴

⎩⎩⎩⎩
⎨⎨⎨⎨
⎧⎧⎧⎧

====++++−−−−
====++++

⇒⇒⇒⇒
,,,,3333))))22223333((((

,,,,1111
BBBBAAAA

BBBBAAAA
,,,,

6666
5555

⎩⎩⎩⎩
⎨⎨⎨⎨
⎧⎧⎧⎧

====
−−−−====

⇒⇒⇒⇒
BBBB
AAAA

66665555
3333

2222 ++++−−−−
++++

∴∴∴∴
xxxxxxxx

xxxx ....
3333

6666
2222

5555
−−−−

++++
−−−−
−−−−

====
xxxxxxxx

例例例例1111



2222))))1111((((
1111
−−−−xxxxxxxx

,,,,
1111))))1111(((( 2222 −−−−

++++
−−−−

++++====
xxxx
CCCC

xxxx
BBBB

xxxx
AAAA

))))1111(((())))1111(((())))1111((((1111 2222 −−−−++++++++−−−−==== xxxxCxCxCxCxBxBxBxBxxxxxAAAA

代入特殊值来确定系数 CCCCBBBBAAAA ,,,,,,,,
取 ,,,,0000====xxxx 1111====⇒⇒⇒⇒ AAAA 取 ,,,,1111====xxxx 1111====⇒⇒⇒⇒ BBBB

取 ,,,,2222====xxxx BBBBAAAA,,,,并将                                    值代入 ))))1111(((( 1111−−−−====⇒⇒⇒⇒CCCC

....
1111

1111
))))1111((((

11111111
2222 −−−−
−−−−

−−−−
++++====

xxxxxxxxxxxx2222))))1111((((
1111
−−−−

∴∴∴∴
xxxxxxxx

例例例例2222



例例例例3333

....
1111

5555
1111

5555
2222

22221111
5555
4444

2222xxxx

xxxx

xxxx ++++

++++−−−−
++++

++++
====

))))1111)()()()(22221111((((
1111

2222xxxxxxxx ++++++++

),),),),22221111)()()()((((())))1111((((1111 2222 xxxxCCCCBxBxBxBxxxxxAAAA ++++++++++++++++====

,,,,))))2222(((())))2222((((1111 2222 AAAACCCCxxxxCCCCBBBBxxxxBBBBAAAA ++++++++++++++++++++====

⎪⎪⎪⎪⎩⎩⎩⎩

⎪⎪⎪⎪
⎨⎨⎨⎨

⎧⎧⎧⎧

====++++
====++++
====++++

,,,,1111
,,,,00002222
,,,,00002222

CCCCAAAA
CCCCBBBB
BBBBAAAA

,,,,
5555
1111,,,,

5555
2222,,,,

5555
4444

====−−−−========⇒⇒⇒⇒ CCCCBBBBAAAA

,,,,
111122221111 2222xxxx

CCCCBxBxBxBx
xxxx

AAAA
++++
++++

++++
++++

====

))))1111)()()()(22221111((((
1111

2222xxxxxxxx ++++++++
∴∴∴∴

整理得



例例例例4444            求积分            2222
1111 d .d .d .d .

( 1)( 1)( 1)( 1)
xxxx

x xx xx xx x −−−−∫∫∫∫

2222
1111 dddd

( 1)( 1)( 1)( 1)
xxxx

x xx xx xx x −−−−∫∫∫∫ 2222
1 1 11 1 11 1 11 1 1 dddd

1111( 1)( 1)( 1)( 1)
xxxx

x xx xx xx xxxxx
⎡ ⎤⎡ ⎤⎡ ⎤⎡ ⎤

= + −= + −= + −= + −⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥−−−−−−−−⎣ ⎦⎣ ⎦⎣ ⎦⎣ ⎦
∫∫∫∫

2222
1 1 11 1 11 1 11 1 1d d dd d dd d dd d d

1111( 1)( 1)( 1)( 1)
x x xx x xx x xx x x

x xx xx xx xxxxx
= + −= + −= + −= + −

−−−−−−−−∫ ∫ ∫∫ ∫ ∫∫ ∫ ∫∫ ∫ ∫

1111ln | | ln | 1 | .ln | | ln | 1 | .ln | | ln | 1 | .ln | | ln | 1 | .
1111

x x Cx x Cx x Cx x C
xxxx

= − − − += − − − += − − − += − − − +
−−−−

解解解解



例例例例5555            求积分            

解解解解

2222
1111 d .d .d .d .

(1 2 )(1 )(1 2 )(1 )(1 2 )(1 )(1 2 )(1 )
xxxx

x xx xx xx x+ ++ ++ ++ +∫∫∫∫

2222

4 2 14 2 14 2 14 2 1
5 5 55 5 55 5 55 5 5d dd dd dd d

1 2 11 2 11 2 11 2 1

xxxx
x xx xx xx x

x xx xx xx x

− +− +− +− +
= += += += +

+ ++ ++ ++ +∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫2222
1111 dddd

(1 2 )(1 )(1 2 )(1 )(1 2 )(1 )(1 2 )(1 )
xxxx

x xx xx xx x+ ++ ++ ++ +∫∫∫∫

2 22 22 22 2
2 1 2 1 12 1 2 1 12 1 2 1 12 1 2 1 1ln(1 2 ) d dln(1 2 ) d dln(1 2 ) d dln(1 2 ) d d
5 5 1 5 15 5 1 5 15 5 1 5 15 5 1 5 1

xxxxx x xx x xx x xx x x
x xx xx xx x

= + − += + − += + − += + − +
+ ++ ++ ++ +∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫

22222 1 12 1 12 1 12 1 1ln(1 2 ) ln(1 ) arctan .ln(1 2 ) ln(1 ) arctan .ln(1 2 ) ln(1 ) arctan .ln(1 2 ) ln(1 ) arctan .
5 5 55 5 55 5 55 5 5

x x x Cx x x Cx x x Cx x x C= + − + + += + − + + += + − + + += + − + + +



例例例例6666        求积分

解解解解

3 63 63 63 62222

1111 d .d .d .d .
1111

x xx xx xx xxxxx xxxx
e e ee e ee e ee e e+ + ++ + ++ + ++ + +

∫∫∫∫

令 6666
xxxx

eeeetttt ==== ,,,,lnlnlnln6666 ttttxxxx ====⇒⇒⇒⇒ 6666d d ,d d ,d d ,d d ,x tx tx tx t
tttt

====

3 63 63 63 62222

1111 dddd
1111

x xx xx xx xxxxx xxxx
e e ee e ee e ee e e+ + ++ + ++ + ++ + +

∫∫∫∫ 3 23 23 23 2
1 61 61 61 6dddd

1111
tttt

t t t tt t t tt t t tt t t t
= ⋅= ⋅= ⋅= ⋅

+ + ++ + ++ + ++ + +∫∫∫∫

2222
11116 d6 d6 d6 d

(1 )(1 )(1 )(1 )(1 )(1 )(1 )(1 )
tttt

t t tt t tt t tt t t
====

+ ++ ++ ++ +∫∫∫∫ 2222
6 3 3 36 3 3 36 3 3 36 3 3 3 dddd

1 11 11 11 1
tttt tttt

t t tt t tt t tt t t
++++⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞= − −= − −= − −= − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟+ ++ ++ ++ +⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠∫∫∫∫



222233336ln 3ln(1 ) ln(1 ) 3arctan6ln 3ln(1 ) ln(1 ) 3arctan6ln 3ln(1 ) ln(1 ) 3arctan6ln 3ln(1 ) ln(1 ) 3arctan
2222

t t t t Ct t t t Ct t t t Ct t t t C= − + − + − += − + − + − += − + − + − += − + − + − +

2222
6 3 3 36 3 3 36 3 3 36 3 3 3 dddd

1 11 11 11 1
tttt tttt

t t tt t tt t tt t t
++++⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞= − −= − −= − −= − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟+ ++ ++ ++ +⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠∫∫∫∫

6 3 66 3 66 3 66 3 633333ln(1 ) ln(1 ) 3arctan( ) .3ln(1 ) ln(1 ) 3arctan( ) .3ln(1 ) ln(1 ) 3arctan( ) .3ln(1 ) ln(1 ) 3arctan( ) .
2222

x x xx x xx x xx x x

x e e e Cx e e e Cx e e e Cx e e e C= − + − + − += − + − + − += − + − + − += − + − + − +

33336ln 3ln(1 )6ln 3ln(1 )6ln 3ln(1 )6ln 3ln(1 )
2222

t tt tt tt t= − + −= − + −= − + −= − + −
2222

2 22 22 22 2
d(1 ) 1d(1 ) 1d(1 ) 1d(1 ) 13 d3 d3 d3 d

1 11 11 11 1
tttt tttt
t tt tt tt t
++++

−−−−
+ ++ ++ ++ +∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫



说明说明说明说明 将有理函数化为部分分式之和后，只出
现三类情况：

))))1111(((( 多项式； ;;;;
))))((((

))))2222(((( nnnnaaaaxxxx
AAAA
−−−−

;;;;
))))((((

))))3333(((( 2222 nnnnqqqqpxpxpxpxxxxx
NNNNMxMxMxMx
++++++++

++++

讨论积分 2222 d ,d ,d ,d ,
( )( )( )( )nnnn

Mx NMx NMx NMx N xxxx
x px qx px qx px qx px q

++++
+ ++ ++ ++ +∫∫∫∫

,,,,
44442222

22222222
2222 ppppqqqqppppxxxxqqqqpxpxpxpxxxxx −−−−++++⎟⎟⎟⎟

⎠⎠⎠⎠
⎞⎞⎞⎞

⎜⎜⎜⎜
⎝⎝⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ++++====++++++++∵

令 ttttppppxxxx ====++++
2222



,,,,
4444

2222
2222 ppppqqqqaaaa −−−−==== ,,,,

2222
MpMpMpMpNNNNbbbb −−−−====则

2222 dddd
( )( )( )( )nnnn

Mx NMx NMx NMx N xxxx
x px qx px qx px qx px q

++++
∴∴∴∴

+ ++ ++ ++ +∫∫∫∫

2 22 22 22 2 dddd
( )( )( )( )nnnn

MtMtMtMt tttt
t at at at a

====
++++∫∫∫∫ 2 22 22 22 2 dddd

( )( )( )( )nnnn
bbbb tttt

t at at at a
++++

++++∫∫∫∫

,,,,222222222222 aaaattttqqqqpxpxpxpxxxxx ++++====++++++++ ,,,,bbbbMtMtMtMtNNNNMxMxMxMx ++++====++++记



,,,,1111))))2222(((( >>>>nnnn 2222 dddd
( )( )( )( )nnnn

Mx NMx NMx NMx N xxxx
x px qx px qx px qx px q

++++
+ ++ ++ ++ +∫∫∫∫

111122222222 )))))()()()(1111((((2222 −−−−++++−−−−
−−−−==== nnnnaaaattttnnnn

MMMM ....
))))((((

1111
22222222∫∫∫∫

++++
++++ dtdtdtdt

aaaatttt
bbbb nnnn

这三类积分均可积出,  ,  ,  ,  且原函数都是初等函数....

,,,,1111))))1111(((( ====nnnn

))))ln(ln(ln(ln(
2222

2222 qqqqpxpxpxpxxxxxMMMM
++++++++==== ;;;;2222arctanarctanarctanarctan CCCC

aaaa

ppppxxxx

aaaa
bbbb

++++
++++

++++

2222 ddddMx NMx NMx NMx N xxxx
x px qx px qx px qx px q

++++
+ ++ ++ ++ +∫∫∫∫



任何有理函数都有初等原函数，任何初等函数
在其连续区间内也有原函数，但并不是所有连
续的初等函数都有初等原函数，如：

2222

4444

sin d dsin d dsin d dsin d dd d .d d .d d .d d .
lnlnlnln 1111

xxxxx x xx x xx x xx x xx e xx e xx e xx e x
x xx xx xx x xxxx

−−−−

++++
∫ ∫ ∫ ∫∫ ∫ ∫ ∫∫ ∫ ∫ ∫∫ ∫ ∫ ∫， ， ，

即有些初等函数是积不出来的。

结论：
有理函数都可积，且积分结果可能的形式为有理函数、
反正切函数、对数函数及它们之间的组合。


