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xxxx横轴

yyyy纵轴

zzzz竖轴

••••原点oooo

空间直角坐标系

                            三条坐标轴的正方向
符合右手法则....

即以右手握住            

zzzz

轴，当右手的四个

手指从

xxxx

轴正向以

角度转向正向 轴

时，大拇指的指向

就是 轴的正向.... 

一、空间点的直角坐标



Ⅶ xxxx

yyyyoooo

zzzz

xOyxOyxOyxOy 面

yOzyOzyOzyOz面
zOxzOxzOxzOx面

空间被分为八个卦限

Ⅰ

Ⅱ

Ⅲ

Ⅳ

Ⅴ

Ⅵ

Ⅷ



空间的点 有序数组 )))),,,,,,,,(((( zzzzyyyyxxxx⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ →→→→←←←←一一对应

特殊点的表示::::

))))0000,,,,0000,,,,0000((((OOOO坐标原点

)))),,,,,,,,(((( zzzzyyyyxxxxMMMM••••

xxxx

yyyy

zzzz

OOOO
))))0000,,,,0000,,,,((((xxxxPPPP

))))0000,,,,,,,,0000(((( yyyyQQQQ

)))),,,,0000,,,,0000(((( zzzzRRRR

))))0000,,,,,,,,(((( yyyyxxxxAAAA

)))),,,,,,,,0000(((( zzzzyyyyBBBB

)))),,,,0000,,,,(((( zzzzxxxxCCCC

坐标轴上的点 ,,,,PPPP ,,,,QQQQ ,,,,RRRR
坐标面上的点 ,,,,AAAA ,,,,BBBB ,,,,CCCC



解解解解

例例例例 1111    求点

(((( ))))1 1 11 1 11 1 11 1 1, ,, ,, ,, ,x y zx y zx y zx y z

关于(1)(1)(1)(1)xOyxOyxOyxOy 面；(2)(2)(2)(2)zzzz 轴；(3)(3)(3)(3)坐标原

点；(4)(4)(4)(4)点

(((( )))), ,, ,, ,, ,a b ca b ca b ca b c

的对称点坐标....    

设所求对称点的坐标为                                                                        ，则 (((( ))))2 2 22 2 22 2 22 2 2, ,, ,, ,, ,x y zx y zx y zx y z

(1)(1)(1)(1) 即所求的点的坐标为 2 1 2 1 1 22 1 2 1 1 22 1 2 1 1 22 1 2 1 1 2, , 0,, , 0,, , 0,, , 0,x x y y z zx x y y z zx x y y z zx x y y z z= = + == = + == = + == = + =

(((( ))))1 1 11 1 11 1 11 1 1, , ;, , ;, , ;, , ;x y zx y zx y zx y z−−−−

(2)(2)(2)(2) 1 2 1 2 2 11 2 1 2 2 11 2 1 2 2 11 2 1 2 2 10, 0, ,0, 0, ,0, 0, ,0, 0, ,x x y y z zx x y y z zx x y y z zx x y y z z+ = + = =+ = + = =+ = + = =+ = + = =

即所求的点的坐标为 (((( ))))1 1 11 1 11 1 11 1 1, , ;, , ;, , ;, , ;x y zx y zx y zx y z− −− −− −− −

(3)(3)(3)(3) 1 2 1 2 1 21 2 1 2 1 21 2 1 2 1 21 2 1 2 1 20, 0, 0,0, 0, 0,0, 0, 0,0, 0, 0,x x y y z zx x y y z zx x y y z zx x y y z z+ = + = + =+ = + = + =+ = + = + =+ = + = + =

即所求的点的坐标为 (((( ))))1 1 11 1 11 1 11 1 1, , ;, , ;, , ;, , ;x y zx y zx y zx y z− − −− − −− − −− − −



(4)(4)(4)(4) 1 2 1 2 1 21 2 1 2 1 21 2 1 2 1 21 2 1 2 1 2, , ,, , ,, , ,, , ,
2 2 22 2 22 2 22 2 2

x x y y z zx x y y z zx x y y z zx x y y z za b ca b ca b ca b c+ + ++ + ++ + ++ + +
= = == = == = == = =

即所求的点的坐标为 

(((( ))))1 1 11 1 11 1 11 1 12 ,2 ,2 .2 ,2 ,2 .2 ,2 ,2 .2 ,2 ,2 .a x b y c za x b y c za x b y c za x b y c z− − −− − −− − −− − −



设

)))),,,,,,,,(((( 1111111111111111 zzzzyyyyxxxxMMMM

、

)))),,,,,,,,(((( 2222222222222222 zzzzyyyyxxxxMMMM

为空间两点， 

xxxx

yyyy

zzzz

OOOO

••••1111MMMM

PPPP NNNN
QQQQ

RRRR
•••• 2222MMMM

????22221111 ======== MMMMMMMMdddd
在直角

22221111NMNMNMNMMMMM∆∆∆∆及 直 角

PNPNPNPNMMMM1111∆∆∆∆
中，使用勾股定

理知

,,,,2222
2222

22222222
1111

2222 NMNMNMNMPNPNPNPNPPPPMMMMdddd ++++++++====

二、空间两点间的距离



,,,,111122221111 xxxxxxxxPPPPMMMM −−−−====∵

,,,,11112222 yyyyyyyyPNPNPNPN −−−−====

,,,,111122222222 zzzzzzzzNMNMNMNM −−−−====

2222
2222

22222222
1111 NMNMNMNMPNPNPNPNPPPPMMMMdddd ++++++++====∴∴∴∴

(((( )))) (((( )))) (((( )))) ....2222
11112222

2222
11112222

2222
1111222222221111 zzzzzzzzyyyyyyyyxxxxxxxxMMMMMMMM −−−−++++−−−−++++−−−−====

空间两点间距离公式

特殊地：若两点分别为 ,,,,)))),,,,,,,,(((( zzzzyyyyxxxxMMMM ))))0000,,,,0000,,,,0000((((OOOO

OMOMOMOMdddd ====则 ....222222222222 zzzzyyyyxxxx ++++++++====

xxxx

yyyy

zzzz

OOOO

••••1111MMMM

PPPP NNNN
QQQQ

RRRR
•••• 2222MMMM



解解解解

例例例例 2222    在 yyyy 轴上求与点

(((( ))))3, 1,13, 1,13, 1,13, 1,1AAAA −−−−

和点

(((( ))))0,1, 20,1, 20,1, 20,1, 2BBBB

等距离的点....    

依题意有

 因所求点M M M M 在y y y y 轴上，可设其坐标为                                                        ，(((( ))))0, ,00, ,00, ,00, ,0yyyy

,,,,MA MBMA MBMA MBMA MB====

即

(((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( ))))2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 22 2 2 2 2 22 2 2 2 2 20 3 1 0 1 0 0 1 0 20 3 1 0 1 0 0 1 0 20 3 1 0 1 0 0 1 0 20 3 1 0 1 0 0 1 0 2y yy yy yy y− + + + − = − + − + −− + + + − = − + − + −− + + + − = − + − + −− + + + − = − + − + −

解之得 
3333 ,,,,
2222

yyyy = −= −= −= − 故所求点为 33330, ,0 .0, ,0 .0, ,0 .0, ,0 .
2222

MMMM ⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞−−−−⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠



例例例例 3333    求证以

))))1111,,,,3333,,,,4444((((1111MMMM

、

))))2222,,,,1111,,,,7777((((2222MMMM

、

))))3333,,,,2222,,,,5555((((3333MMMM

    

三点为顶点的三角形是一个等腰三角形.... 

解解解解 ====2222
22221111MMMMMMMM ,,,,14141414))))11112222(((())))33331111(((())))44447777(((( 222222222222 ====−−−−++++−−−−++++−−−−

====2222
33332222MMMMMMMM ,,,,6666))))22223333(((())))11112222(((())))77775555(((( 222222222222 ====−−−−++++−−−−++++−−−−

====2222
11113333MMMMMMMM ,,,,6666))))33331111(((())))22223333(((())))55554444(((( 222222222222 ====−−−−++++−−−−++++−−−−

33332222MMMMMMMM∴∴∴∴ ,,,,11113333MMMMMMMM==== 原结论成立....



例例例例 4444        设

PPPP

在

xxxx

轴上，它到点

))))3333,,,,2222,,,,0000((((1111PPPP

的距离

为到点

))))1111,,,,1111,,,,0000((((2222 −−−−PPPP

的距离的两倍，求点

PPPP

的坐标.... 

解解解解 设PPPP点坐标为 ),),),),0000,,,,0000,,,,((((xxxx因为

PPPP

在

xxxx

轴上， 

====1111PPPPPPPP (((( )))) 222222222222 33332222 ++++++++xxxx ,,,,111111112222 ++++==== xxxx

====2222PPPPPPPP (((( )))) 222222222222 11111111 ++++−−−−++++xxxx ,,,,22222222 ++++==== xxxx

====1111PPPPPPPP∵ ,,,,2222 2222PPPPPPPP 111111112222 ++++∴∴∴∴ xxxx 22222222 2222 ++++==== xxxx
,,,,1111±±±±====⇒⇒⇒⇒ xxxx 所求点为 ).).).).0000,,,,0000,,,,1111((((),),),),0000,,,,0000,,,,1111(((( −−−−



定义定义定义定义

0),,( =zyxF

如果曲面    SSSS    与方程    FFFF( ( ( ( x, y, z x, y, z x, y, z x, y, z ) = 0 ) = 0 ) = 0 ) = 0 有下述关系::::

(1) (1) (1) (1) 曲面    S S S S 上的任意点的坐标都满足此方程    

则    FFFF( ( ( ( x, y, z x, y, z x, y, z x, y, z ) = 0 ) = 0 ) = 0 ) = 0 叫做曲面曲面曲面曲面    SSSS    的方程的方程的方程的方程, , , , 

曲面    S S S S 叫做方程    FFFF( ( ( ( x, y, z x, y, z x, y, z x, y, z ) = 0 ) = 0 ) = 0 ) = 0 的图形图形图形图形....

(2) (2) (2) (2) 不在曲面    S S S S 上的点的坐标不满足此方程    

S
z

y
x

O

三、曲面方程的概念



两个基本问题两个基本问题两个基本问题两个基本问题 : : : :

(1)  (1)  (1)  (1)  已知一曲面作为点的几何轨迹时,求曲面方程.

(2)  (2)  (2)  (2)  已知方程时，研究它所表示的几何形状

( ( ( ( 必要时需作图 ).  ).  ).  ). 
例5555        求三个坐标平面的方程.... 

容易看到 xOyxOyxOyxOy 平面上任意一点的坐标必有

满足

0000zzzz ====

的点也必然在 xOyxOyxOyxOy 平面上，所以 xOyxOyxOyxOy
平面的方程为     

解解解解

同理，yOzyOzyOzyOz平面的方程为 0.0.0.0.xxxx ====
zOxzOxzOxzOx平面的方程为 0.0.0.0.yyyy ====



例例例例6666        作                                    （cccc为常数）的图形.... 

解解解解

z cz cz cz c====

方程

z cz cz cz c====

中不含 ，这意味着 xxxx 与 yyyy 可取任意

值而总有值 ，其图形是平行于 xOyxOyxOyxOy 平面的平

面. . . . 可由 xOyxOyxOyxOy 平面向上 或向下 移动 个

单位得到....    

同理，                                                和                                                    分别表示平行于yOzyOzyOzyOz平面和
xOzxOzxOzxOz平面.... 

x ax ax ax a==== y by by by b====



求到两定点AAAA(1,2,3) (1,2,3) (1,2,3) (1,2,3) 和BBBB(2,-1,4)(2,-1,4)(2,-1,4)(2,-1,4)等距离的点的

222 )3()2()1( −+−+− zyx

07262 =−+− zyx化简得

即

说明说明说明说明:::: 动点轨迹为线段    AB AB AB AB 的垂直平分面....

例例例例7777::::

222 )4()1()2( −+++−= zyx

解解解解::::设轨迹上的动点为 ,),,( zyxM ,BMAM =则

轨迹方程. 



                            前面三个例子中，所讨论的方程都是一次方
程，所考察的图形都是平面....可以证明空间中任意一
个平面的方程式三元一次方程    

0,0,0,0,Ax By Cz DAx By Cz DAx By Cz DAx By Cz D+ + + =+ + + =+ + + =+ + + =

, , ,, , ,, , ,, , ,A B C DA B C DA B C DA B C D , ,, ,, ,, ,A B CA B CA B CA B C其中                                                                            均为常数，                                                且不全为0. 0. 0. 0. 



故所求方程为

例例例例8888. . . . 求动点到定点

),,,( zyxM

),,( 0000 zyxM
方程.        

特别,,,,当MMMM0000在原点时,,,,球面方程为

解解解解::::    设轨迹上动点为 RMM =0

即

依题意

距离为    RRRR    的轨迹

M
O

x
y

z

0M

222 yxRz −−±= 表示上(下)球面 . . . .

Rzzyyxx =−+−+− 2
0

2
0

2
0 )()()(

22
0

2
0

2
0 )()()( Rzzyyxx =−+−+−

2222 Rzyx =++



例例例例9999.... 研究方程 042222 =+−++ yxzyx

解解解解     配方得

5,)0,2,1(0 −M
可见此方程表示一个球面

说明说明说明说明 如下形式的三元二次方程 ( A≠ 0 )

都可通过配方研究它的图形.其图形可能是

的曲面. 

表示怎样

半径为

0)( 222 =++++++ GFzEyDxzyxA

球心为 

一个球面 , 或点, 或虚轨迹.

5)2()1( 222 =+++− zyx



柱面

定义定义定义定义

观察柱面的形
成过程::::

平行于定直线并沿定曲线平行于定直线并沿定曲线平行于定直线并沿定曲线平行于定直线并沿定曲线        移动的直线移动的直线移动的直线移动的直线        
所形成的曲面称为柱面。所形成的曲面称为柱面。所形成的曲面称为柱面。所形成的曲面称为柱面。

CCCC LLLL

这条定曲线CCCC叫
柱面的准线
(directrix) (directrix) (directrix) (directrix) ,,,,动直
线LLLL叫柱面的母
线(generatrix)(generatrix)(generatrix)(generatrix)....



柱面举例

xxxx

oooo

zzzz

yyyy

xxxx

oooo

zzzz

yyyy

xxxxyyyy 22222222 ====

抛物柱面

xxxxyyyy ====

平面



从柱面方程看柱面的特征：

                    只含

yyyyxxxx ,,,,
而缺

zzzz
的方程

0000)))),,,,(((( ====yyyyxxxxFFFF
，在

空间直角坐标系中表示母线平行于

zzzz

轴的柱

面，其准线为

x o yx o yx o yx o y

面上曲线

CCCC

....
实

    

例 11112222

2222

2222

2222

====++++
cccc
zzzz

bbbb
yyyy

椭圆柱面        母线//   //   //   //   轴xxxx

11112222

2222

2222

2222

====−−−−
bbbb
yyyy

aaaa
xxxx

双曲柱面        母线//   //   //   //   轴zzzz

pzpzpzpzxxxx 22222222 ==== 抛物柱面        母线//   //   //   //   轴yyyy



旋转曲面

                        以一条平面以一条平面以一条平面以一条平面

曲线绕其平面上的曲线绕其平面上的曲线绕其平面上的曲线绕其平面上的

一条直线旋转一周一条直线旋转一周一条直线旋转一周一条直线旋转一周

所成的曲面称为旋所成的曲面称为旋所成的曲面称为旋所成的曲面称为旋

转曲面转曲面转曲面转曲面....

这条定直线叫旋转

曲面的轴．

定义定义定义定义



例例例例11110000                直线

LLLL

绕另一条与

LLLL

相交的直线旋转一

周，所得旋转曲面叫圆锥面．两直线的交点叫圆

锥面的顶点，两直线的夹角

⎟⎟⎟⎟
⎠⎠⎠⎠
⎞⎞⎞⎞

⎜⎜⎜⎜
⎝⎝⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ππππ<<<<αααα<<<<αααα

2222
0000

叫圆锥

面的半顶角．试建立顶点在坐标原点，旋转轴为     
轴，半顶角为

αααα

的圆锥面方程． 

解解解解    y o zy o zy o zy o z面上直线方程为

ααααcotcotcotcotyyyyzzzz ====
圆锥面方程

ααααcotcotcotcot22222222 yyyyxxxxzzzz ++++±±±±====

oooo

xxxx

zzzz

yyyy

)))),,,,,,,,(((( zzzzyyyyxxxxMMMM

αααα
)))),,,,,,,,0000(((( 111111111111 zzzzyyyyMMMM⋅⋅⋅⋅



抛物线

⎩⎩⎩⎩
⎨⎨⎨⎨
⎧⎧⎧⎧

====
====
0000
22222222

xxxx
pzpzpzpzyyyy

绕 zzzz 轴 

pzpzpzpzyyyyxxxx 222222222222 ====++++旋转抛物面

旋转，形成：例11111111



※四、空间曲线方程的概念

空间曲线可视为两曲面的交线,其一般方程为方程组

⎩
⎨
⎧

=
=

0),,(
0),,(

zyxG
zyxF 2S

L

0),,( =zyxF0),,( =zyxG
1S

例如例如例如例如,前面方程组中的两个曲面方程分别是两个不平

行的平面方程，即 

1 1 1 11 1 1 11 1 1 11 1 1 1

2 2 2 22 2 2 22 2 2 22 2 2 2

0,0,0,0,
0,0,0,0,

A x B y C z DA x B y C z DA x B y C z DA x B y C z D
A x B y C z DA x B y C z DA x B y C z DA x B y C z D

+ + + =+ + + =+ + + =+ + + =⎧⎧⎧⎧
⎨⎨⎨⎨ + + + =+ + + =+ + + =+ + + =⎩⎩⎩⎩

 

这就是空间直线方程，其图形为空间直线. 


