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一、多元复合函数的求导法则     

在一元函数微分学中，复合函数的求导法则
起着重要的作用....

现在我们把它推广到多元复合函数的情形 ....

下面按照多元复合函数不同的复合情形，
分三种情况进行讨论....



1.1.1.1.复合函数的中间变量均为一元函数的情形复合函数的中间变量均为一元函数的情形复合函数的中间变量均为一元函数的情形复合函数的中间变量均为一元函数的情形

定理定理定理定理 1111    如果函数如果函数如果函数如果函数

))))((((ttttuuuu φφφφ====
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))))((((ttttvvvv ψψψψ====

都在点都在点都在点都在点        可可可可

导，函数导，函数导，函数导，函数

)))),,,,(((( vvvvuuuuffffzzzz ====

在对应点在对应点在对应点在对应点

)))),,,,(((( vvvvuuuu

具有连续偏导具有连续偏导具有连续偏导具有连续偏导

数，则复合函数数，则复合函数数，则复合函数数，则复合函数

)])])])]((((),),),),(((([[[[ ttttttttffffzzzz ψψψψφφφφ====

在对应点在对应点在对应点在对应点        可导，可导，可导，可导，

且其导数可用下列公式计算：且其导数可用下列公式计算：且其导数可用下列公式计算：且其导数可用下列公式计算：    
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证明证明证明证明

),),),),(((())))(((( ttttttttttttuuuu φφφφφφφφ −−−−∆∆∆∆++++====∆∆∆∆则 ););););(((())))(((( ttttttttttttvvvv ψψψψψψψψ −−−−∆∆∆∆++++====∆∆∆∆
，获得增量设 tttttttt ∆∆∆∆
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当 0000→→→→∆∆∆∆ uuuu， 0000→→→→∆∆∆∆ vvvv时， 00001111 →→→→εεεε ， 00002222 →→→→εεεε    
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上述定理的结论可推广到中间变量多于两个的情况 ....
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例例例例1111    设

ttttuvuvuvuvzzzz sinsinsinsin++++====

，而

tttteeeeuuuu ====

，

ttttvvvv coscoscoscos====

，    

                求全导数
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例例例例2222            若可微函数                                                        对任意正实数                满足

则称                            为k k k k 次齐次函数次齐次函数次齐次函数次齐次函数....证明k k k k 次齐次函数(((( ))))f x , yf x , yf x , yf x , y

(((( ))))f x, yf x, yf x, yf x, y λλλλ

(((( )))) (((( ))))kkkkf x , y f x, y ,f x , y f x, y ,f x , y f x, y ,f x , y f x, y ,λ λ λλ λ λλ λ λλ λ λ====
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上述等式左边可以看作以                            为中间变量                为u,vu,vu,vu,v λλλλ

自变量的函数. . . . 等式两端对                求导数，得λλλλ



即
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定理定理定理定理 2222    如果如果如果如果

)))),,,,(((( yyyyxxxxuuuu φφφφ====

及及及及

)))),,,,(((( yyyyxxxxvvvv ψψψψ====

都在点都在点都在点都在点

)))),,,,(((( yyyyxxxx

具有对具有对具有对具有对
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的偏导数，且函数的偏导数，且函数的偏导数，且函数的偏导数，且函数

)))),,,,(((( vvvvuuuuffffzzzz ====

在对应点在对应点在对应点在对应点

)))),,,,(((( vvvvuuuu

具有连续偏导数，则复合函数具有连续偏导数，则复合函数具有连续偏导数，则复合函数具有连续偏导数，则复合函数

)])])])],,,,((((),),),),,,,,(((([[[[ yyyyxxxxyyyyxxxxffffzzzz ψψψψφφφφ====

在对应点在对应点在对应点在对应点

)))),,,,(((( yyyyxxxx

的两个的两个的两个的两个

偏导数偏导数偏导数偏导数存在，且可用下列公式计算存在，且可用下列公式计算存在，且可用下列公式计算存在，且可用下列公式计算        

            
 

2.2.2.2.复合函数的中间变量均为多元函数的情形复合函数的中间变量均为多元函数的情形复合函数的中间变量均为多元函数的情形复合函数的中间变量均为多元函数的情形
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链式法则如图示
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        定理 2222 推广，设

)))),,,,(((( yyyyxxxxuuuu φφφφ====

、

)))),,,,(((( yyyyxxxxvvvv ψψψψ====

、

)))),,,,(((( yyyyxxxxwwwwwwww ====
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复合函数
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例例例例3333    设

vvvveeeezzzz uuuu sinsinsinsin====

，而
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，
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    例例例例4444        设
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3.3.3.3.复合函数的中间变量既有一元函数又有复合函数的中间变量既有一元函数又有复合函数的中间变量既有一元函数又有复合函数的中间变量既有一元函数又有
多元函数的情形多元函数的情形多元函数的情形多元函数的情形

定理定理定理定理 3333    如果如果如果如果

)))),,,,(((( yyyyxxxxuuuu φφφφ====

在点在点在点在点

)))),,,,(((( yyyyxxxx

具有对具有对具有对具有对

xxxx

和和和和
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的偏导数，函数的偏导数，函数的偏导数，函数的偏导数，函数

))))(((( yyyyvvvv ϕϕϕϕ====

在点在点在点在点

yyyy

可导，且函数可导，且函数可导，且函数可导，且函数

)))),,,,(((( vvvvuuuuffffzzzz ====

在对应点在对应点在对应点在对应点

)))),,,,(((( vvvvuuuu

具有连续偏导数，则具有连续偏导数，则具有连续偏导数，则具有连续偏导数，则

复合函数复合函数复合函数复合函数
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的两个偏的两个偏的两个偏的两个偏

导数存在，且可用下列公式计算导数存在，且可用下列公式计算导数存在，且可用下列公式计算导数存在，且可用下列公式计算        
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链式法则如图示
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特殊地 )))),,,,,,,,(((( yyyyxxxxuuuuffffzzzz ==== )))),,,,(((( yyyyxxxxuuuu φφφφ====

即 ],],],],,,,,),),),),,,,,(((([[[[ yyyyxxxxyyyyxxxxffffzzzz φφφφ====
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∂∂∂∂
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            设函数 具有连续偏导数，则有全微分
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