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第九章



一、可分离变量的微分方程

( )d ( )d( )d ( )d( )d ( )d( )d ( )dg y y f x xg y y f x xg y y f x xg y y f x x==== 可分离变量的微分方程可分离变量的微分方程可分离变量的微分方程可分离变量的微分方程....

4444
2222 5555dddd 2222

dddd
yyyy x yx yx yx y
xxxx
====例如

4444
22225555d 2 d ,d 2 d ,d 2 d ,d 2 d ,y y x xy y x xy y x xy y x x

−−−−
⇒ =⇒ =⇒ =⇒ =

解法解法解法解法 设函数

))))(((( yyyygggg
和

))))(((( xxxxffff
是连续的,,,,

( )d ( )d( )d ( )d( )d ( )d( )d ( )dg y y f x xg y y f x xg y y f x xg y y f x x====∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫
设函数

))))(((( yyyyGGGG
和

))))(((( xxxxFFFF
是依次为

))))(((( yyyygggg
和

))))(((( xxxxffff
的原函

数,,,, CCCCxxxxFFFFyyyyGGGG ++++==== ))))(((())))(((( 为微分方程的解....

分离变量法



例例例例1111            求微分方程
dddd 2 .2 .2 .2 .
dddd
yyyy xyxyxyxy
xxxx
==== 的通解

解解解解 分离变量
dddd 2 d ,2 d ,2 d ,2 d ,yyyy x xx xx xx x
yyyy
====

两端积分
dddd 2 d ,2 d ,2 d ,2 d ,yyyy x xx xx xx x
yyyy
====∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫

1111
2222lnlnlnln CCCCxxxxyyyy ++++====

....
2222

为所求通解xxxxCeCeCeCeyyyy ====∴∴∴∴



例 2   求解方程  
dddd
dddd
yyyy kykykyky
xxxx
====

解解解解     
1111 d dd dd dd dy k xy k xy k xy k x
yyyy

==== 两端积分，得 

cccckxkxkxkxyyyy ++++====lnlnlnln

（c 为任意常数） 

（指数增长与指数衰减方程） 



从而 

kxkxkxkxkxkxkxkxcccccccckxkxkxkx AeAeAeAeeeeeeeeeeeeeyyyy ====⋅⋅⋅⋅======== ++++

 

其中

cccceeeeAAAA ====

为任意正常数，所以 
 

kxkxkxkxeeeeAAAAyyyy ))))((((±±±±====

 
kxkxkxkxBeBeBeBe====

由此可知，微分方程 
dddd
dddd
yyyy kxkxkxkx
xxxx
====

的解当k>0时总是指数增长的， 

当 k<0 时，总是指数衰减的. 



二、齐次方程

的微分方程称为齐次方程的微分方程称为齐次方程的微分方程称为齐次方程的微分方程称为齐次方程....

2.2.2.2.解法解法解法解法 ,,,,
xxxx
yyyyuuuu ====作变量代换 ,,,,xuxuxuxuyyyy ====即

代入原式,,,,得

d dd dd dd d ,,,,
d dd dd dd d
y uy uy uy uu xu xu xu x
x xx xx xx x

∴ = +∴ = +∴ = +∴ = +

dddd ( ),( ),( ),( ),
dddd
uuuuu x f uu x f uu x f uu x f u
xxxx

+ =+ =+ =+ =

可分离变量的方程

1.1.1.1.定义定义定义定义 ))))((((
xxxx
yyyyffff

ddddxxxx
ddddyyyy ====形如形如形如形如

....))))((((
xxxx

uuuuuuuuffff
ddddxxxx
dddduuuu −−−−

====即即即即



,,,,0000))))(((( 时当 ≠≠≠≠−−−− uuuuuuuuffff

,,,,))))((((uuuuCeCeCeCexxxx ϕϕϕϕ====即
dddd( )( )( )( )

( )( )( )( )
uuuuuuuu

f u uf u uf u uf u u
ϕϕϕϕ ====

−−−−∫∫∫∫（ ）

,,,,代入将
xxxx
yyyyuuuu ==== ,,,,

))))((((
xxxx
yyyy

CeCeCeCexxxx
ϕϕϕϕ

====得通解

,,,,0000uuuu∃∃∃∃当 ,,,,0000))))(((( 00000000 ====−−−− uuuuuuuuffff使 ,,,,0000是新方程的解则 uuuuuuuu ====

,,,,代回原方程 ....0000xxxxuuuuyyyy ====得齐次方程的解

,,,,lnlnlnln
))))(((( 1111xxxxCCCC

uuuuuuuuffff
dddduuuu ====
−−−−∫∫∫∫得



例例例例4444            求解微分方程

( cos )d cos d 0.( cos )d cos d 0.( cos )d cos d 0.( cos )d cos d 0.y yy yy yy yx y x x yx y x x yx y x x yx y x x y
x xx xx xx x

− + =− + =− + =− + =

，令
xxxx
yyyyuuuu ====

( cos )d cos ( d d ) 0,( cos )d cos ( d d ) 0,( cos )d cos ( d d ) 0,( cos )d cos ( d d ) 0,x ux u x x u u x x ux ux u x x u u x x ux ux u x x u u x x ux ux u x x u u x x u− + + =− + + =− + + =− + + =

ddddcos d ,cos d ,cos d ,cos d ,xxxxu uu uu uu u
xxxx

= −= −= −= − ,,,,lnlnlnlnsinsinsinsin CCCCxxxxuuuu ++++−−−−====

....lnlnlnlnsinsinsinsin CCCCxxxx
xxxx
yyyy

++++−−−−====微分方程的通解为

解解解解 ，则 xxxxdddduuuuuuuuddddxxxxddddyyyy ++++====



2222

2 22 22 22 2

d 2d 2d 2d 2
dddd
y y xyy y xyy y xyy y xy
x x xy yx x xy yx x xy yx x xy y

−−−−
====

− +− +− +− +
,,,,

1111

2222
2222

2222

⎟⎟⎟⎟
⎠⎠⎠⎠
⎞⎞⎞⎞

⎜⎜⎜⎜
⎝⎝⎝⎝
⎛⎛⎛⎛++++−−−−

−−−−⎟⎟⎟⎟
⎠⎠⎠⎠
⎞⎞⎞⎞

⎜⎜⎜⎜
⎝⎝⎝⎝
⎛⎛⎛⎛

====

xxxx
yyyy

xxxx
yyyy

xxxx
yyyy

xxxx
yyyy

,,,,
xxxx
yyyyuuuu ====令

,,,,
1111
2222

2222

2222

uuuuuuuu
uuuuuuuuuuuuxxxxuuuu

++++−−−−
−−−−

====′′′′++++

2 2 22 2 22 2 22 2 2

d dd dd dd d ....
2222

x yx yx yx y
x xy y y xyx xy y y xyx xy y y xyx xy y y xy

====
− + −− + −− + −− + −例例例例5555            求解微分方程

解解解解

,,,,
ddddxxxx
dddduuuuxxxxuuuu

ddddxxxx
ddddyyyy ++++====则



,,,,lnlnlnlnlnlnlnlnlnlnlnln
2222
1111))))2222ln(ln(ln(ln(

2222
3333))))1111ln(ln(ln(ln( CCCCxxxxuuuuuuuuuuuu ++++====−−−−−−−−−−−−−−−−

....
))))2222((((

1111
2222
3333 CxCxCxCx

uuuuuuuu
uuuu

====
−−−−
−−−−

微分方程的解为 ....))))2222(((())))(((( 333322222222 xxxxyyyyyyyyCCCCxxxxyyyy −−−−====−−−−

1 1 1 2 1 d1 1 1 2 1 d1 1 1 2 1 d1 1 1 2 1 d[ ( ) ]d ,[ ( ) ]d ,[ ( ) ]d ,[ ( ) ]d ,
2 2 2 12 2 2 12 2 2 12 2 2 1

xxxxuuuu
u u u u xu u u u xu u u u xu u u u x

− − + =− − + =− − + =− − + =
− − −− − −− − −− − −



dddd ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )
dddd
yyyy P x y Q xP x y Q xP x y Q xP x y Q x
xxxx
+ =+ =+ =+ =

一阶线性微分方程一阶线性微分方程一阶线性微分方程一阶线性微分方程的标准形式::::

,,,,0000))))(((( ≡≡≡≡xxxxQQQQ当 上面方程称为齐次的齐次的齐次的齐次的....

上面方程称为非齐次的非齐次的非齐次的非齐次的....,,,,0000))))(((( ≡≡≡≡xxxxQQQQ当

例如例如例如例如 2222dddd ,,,,
dddd
yyyy y xy xy xy x
xxxx
= += += += + 2222dddd sin ,sin ,sin ,sin ,

dddd
xxxx x t tx t tx t tx t t
tttt
= += += += +

,,,,33332222 ====−−−−′′′′ xyxyxyxyyyyyyyyy ,,,,1111coscoscoscos ====−−−−′′′′ yyyyyyyy

线性的;;;;

非线性的....

三、一阶线性微分方程



dddd ( ) 0.( ) 0.( ) 0.( ) 0.
dddd
yyyy P x yP x yP x yP x y
xxxx
+ =+ =+ =+ =

dddd ( )d ,( )d ,( )d ,( )d ,yyyy P x xP x xP x xP x x
yyyy
= −= −= −= −

dddd ( )d ,( )d ,( )d ,( )d ,yyyy P x xP x xP x xP x x
yyyy
= −= −= −= −∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫

1111ln ( )dln ( )dln ( )dln ( )dy P x x Cy P x x Cy P x x Cy P x x C= − += − += − += − +∫∫∫∫ ，

齐次方程的通解为
( )d( )d( )d( )d ....P x xP x xP x xP x xy Cey Cey Cey Ce−−−−∫∫∫∫====

1. 1. 1. 1. 一阶线性齐次方程

一阶线性微分方程的解法解法解法解法

由分离变量法



2. 2. 2. 2. 一阶线性非齐次方程
dddd ( ) ( ).( ) ( ).( ) ( ).( ) ( ).
dddd
yyyy P x y Q xP x y Q xP x y Q xP x y Q x
xxxx
+ =+ =+ =+ =

讨论讨论讨论讨论
d ( )d ( )d ( )d ( ) ( ) d ,( ) d ,( ) d ,( ) d ,y Q xy Q xy Q xy Q x P x xP x xP x xP x x
y yy yy yy y

⎡ ⎤⎡ ⎤⎡ ⎤⎡ ⎤
= −= −= −= −⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥
⎣ ⎦⎣ ⎦⎣ ⎦⎣ ⎦

∵∵∵∵

两边积分
( )( )( )( )ln d ( )d ,ln d ( )d ,ln d ( )d ,ln d ( )d ,Q xQ xQ xQ xy x P x xy x P x xy x P x xy x P x x
yyyy

= −= −= −= −∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫

ln ( ) ( )d ,ln ( ) ( )d ,ln ( ) ( )d ,ln ( ) ( )d ,y v x P x xy v x P x xy v x P x xy v x P x x∴ = −∴ = −∴ = −∴ = − ∫∫∫∫
( ) ( )d( ) ( )d( ) ( )d( ) ( )d ....v x P x xv x P x xv x P x xv x P x xy e ey e ey e ey e e−−−− ∫∫∫∫====即非齐次方程通解形式

对照对照对照对照

),),),),(((())))(((( xxxxvvvvddddxxxx
yyyy
xxxxQQQQ

为设 ∫∫∫∫

∫∫∫∫====
−−−− ddddxxxxxxxxPPPP

CeCeCeCeyyyy
))))((((

齐次方程的通解



常数变易法常数变易法常数变易法常数变易法

把齐次方程通解中的常数变易为待定函数的方法把齐次方程通解中的常数变易为待定函数的方法把齐次方程通解中的常数变易为待定函数的方法把齐次方程通解中的常数变易为待定函数的方法....

实质实质实质实质::::    未知函数的变量代换....

),),),),(((())))(((( xxxxyyyyxxxxuuuu 原未知函数新未知函数 ⇒⇒⇒⇒

作变换
( )d( )d( )d( )d( )( )( )( ) P x xP x xP x xP x xy u x ey u x ey u x ey u x e−−−−∫∫∫∫====

( )d ( )d( )d ( )d( )d ( )d( )d ( )d( ) ( )[ ( )] ,( ) ( )[ ( )] ,( ) ( )[ ( )] ,( ) ( )[ ( )] ,P x x P x xP x x P x xP x x P x xP x x P x xy u x e u x P x ey u x e u x P x ey u x e u x P x ey u x e u x P x e− −− −− −− −∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫′ ′′ ′′ ′′ ′= + −= + −= + −= + −



代入原方程得和将 yyyyyyyy ′′′′

( )d( )d( )d( )d
( ) ( ) d ,( ) ( ) d ,( ) ( ) d ,( ) ( ) d ,

P x xP x xP x xP x xu x Q x e x Cu x Q x e x Cu x Q x e x Cu x Q x e x C∫∫∫∫= += += += +∫∫∫∫

( )d( )d( )d( )d( ) ( ),( ) ( ),( ) ( ),( ) ( ),P x xP x xP x xP x xu x e Q xu x e Q xu x e Q xu x e Q x−−−−∫∫∫∫′′′′ ====

一阶线性非齐次微分方程的通解为::::
( )d ( )d( )d ( )d( )d ( )d( )d ( )d

[ ( ) d ][ ( ) d ][ ( ) d ][ ( ) d ]
P x x P x xP x x P x xP x x P x xP x x P x xy e Q x e x Cy e Q x e x Cy e Q x e x Cy e Q x e x C−−−−∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫= += += += +∫∫∫∫

( )d ( )d ( )d( )d ( )d ( )d( )d ( )d ( )d( )d ( )d ( )d( ) d( ) d( ) d( ) dP x x P x x P x xP x x P x x P x xP x x P x x P x xP x x P x x P x xCe e Q x e xCe e Q x e xCe e Q x e xCe e Q x e x− −− −− −− −∫ ∫ ∫∫ ∫ ∫∫ ∫ ∫∫ ∫ ∫= + ⋅= + ⋅= + ⋅= + ⋅ ∫∫∫∫
对应齐次对应齐次对应齐次对应齐次
方程通解方程通解方程通解方程通解

非齐次方程特解非齐次方程特解非齐次方程特解非齐次方程特解

∴∴∴∴



解解解解

例例例例6666

，00001111
====−−−−′′′′ yyyy

xxxx
yyyy d dd dd dd dy xy xy xy x

y xy xy xy x
====

1111lnlnlnlnlnlnlnln ccccxxxxyyyy ++++====∴∴∴∴

第一步，求相应的齐次方程的通解

....cxcxcxcxyyyy ====∴∴∴∴齐次方程的通解为

....2222
的通解求方程 xxxx

xxxx
yyyy

ddddxxxx
ddddyyyy ====−−−−



解解解解

例例例例6666

第二步，常数变易法求非齐次方程的通解

(((( )))) ，令 xxxxxxxxuuuuyyyy ==== (((( )))) (((( ))))xxxxuuuuxxxxxxxxuuuuyyyy ++++′′′′====′′′′则

代入方程得 (((( )))) (((( )))) xxxxxxxxuuuuxxxxxxxxxxxxuuuu ====′′′′====′′′′ 即2222

(((( )))) ccccxxxxxxxxuuuu ++++====
2222

2222

....
2222

3333

cxcxcxcxxxxxyyyy ++++====∴∴∴∴所求通解为

∴∴∴∴

....2222
的通解求方程 xxxx

xxxx
yyyy

ddddxxxx
ddddyyyy ====−−−−



....sinsinsinsin1111
的通解求方程

xxxx
xxxxyyyy

xxxx
yyyy ====++++′′′′

,,,,1111))))((((
xxxx

xxxxPPPP ==== ,,,,sinsinsinsin))))((((
xxxx
xxxxxxxxQQQQ ====

1 11 11 11 1d dd dd dd dsinsinsinsin dddd
x xx xx xx x

x xx xx xx xxxxxy e e x Cy e e x Cy e e x Cy e e x C
xxxx

−−−− ⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫= ⋅ += ⋅ += ⋅ += ⋅ +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
∫∫∫∫

ln lnln lnln lnln lnsinsinsinsin ddddx xx xx xx xxxxxe e x Ce e x Ce e x Ce e x C
xxxx

−−−− ⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞= ⋅ += ⋅ += ⋅ += ⋅ +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠∫∫∫∫

(((( ))))1111 sin dsin dsin dsin dx x Cx x Cx x Cx x C
xxxx

= += += += +∫∫∫∫ (((( ))))....coscoscoscos1111 CCCCxxxx
xxxx

++++−−−−====

解解解解

例例例例7777



例例例例8888

).).).).((((yyyyxxxx
xxxx

故先求

方程，及其导数而言，是一次相对应于

解解解解 方程化为

d 3d 3d 3d 3
d 2d 2d 2d 2
x yx yx yx yxxxx
y yy yy yy y
− = −− = −− = −− = −

,,,,3333))))((((
yyyy

yyyyPPPP −−−−==== ,,,,
2222

))))(((( yyyyyyyyQQQQ −−−−====

其中

....00002222))))6666(((( 2222
的通解求方程 ====++++−−−− yyyy

ddddxxxx
ddddyyyyxxxxyyyy



( )d ( )d( )d ( )d( )d ( )d( )d ( )d( ) d( ) d( ) d( ) dP y y P y yP y y P y yP y y P y yP y y P y yx e Q y e y Cx e Q y e y Cx e Q y e y Cx e Q y e y C−−−− ⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫= ⋅ += ⋅ += ⋅ += ⋅ +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠∫∫∫∫

3ln 3ln3ln 3ln3ln 3ln3ln 3ln dddd
2222

y yy yy yy yyyyye e y Ce e y Ce e y Ce e y C−−−−⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞= − ⋅ += − ⋅ += − ⋅ += − ⋅ +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠∫∫∫∫

....
2222
11113333 为所求通解⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟

⎠⎠⎠⎠

⎞⎞⎞⎞
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝⎝⎝⎝

⎛⎛⎛⎛
++++==== CCCC

yyyy
yyyy

1 11 11 11 13 d 3 d3 d 3 d3 d 3 d3 d 3 d
( ) d( ) d( ) d( ) d

2222
y yy yy yy y

y yy yy yy yyyyye e y Ce e y Ce e y Ce e y C
−−−−⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫

= − ⋅ += − ⋅ += − ⋅ += − ⋅ +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
∫∫∫∫

所以



四、利用变量代换求微分方程的解

解解解解 ,,,,uuuuyyyyxxxx ====++++令
d dd dd dd d 1111
d dd dd dd d
y uy uy uy u
x xx xx xx x
= −= −= −= − 代入原方程

2222dddd 1111
dddd
uuuu uuuu
xxxx
= += += += + ,,,,arctanarctanarctanarctan CCCCxxxxuuuu ++++====解得

得代回 ,,,,yyyyxxxxuuuu ++++==== ,,,,))))arctan(arctan(arctan(arctan( CCCCxxxxyyyyxxxx ++++====++++

原方程的通解为 ....))))tan(tan(tan(tan( xxxxCCCCxxxxyyyy −−−−++++====

....))))((((10101010 2222
的通解求例 yyyyxxxx

ddddxxxx
ddddyyyy ++++====



例例例例11111111                用适当的变量代换解下列微分方程:
222222221. 2 21. 2 21. 2 21. 2 2 xxxxyy xy xeyy xy xeyy xy xeyy xy xe−−−−′′′′ + =+ =+ =+ =

解解解解 ,,,,
2222
1111 11112222 −−−−−−−−====++++′′′′ yyyyxexexexexyxyxyxyyyyy xxxx

,,,,2222))))1111((((1111 yyyyyyyyzzzz ======== −−−−−−−−令

2222dddd 2 ,2 ,2 ,2 ,
dddd

xxxxzzzz xz xexz xexz xexz xe
xxxx

−−−−∴ + =∴ + =∴ + =∴ + =
22222 d 2 d2 d 2 d2 d 2 d2 d 2 d

[ d ][ d ][ d ][ d ]
x x x xx x x xx x x xx x x xxxxxz e xe e x Cz e xe e x Cz e xe e x Cz e xe e x C−−−− −−−−∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫= += += += +∫∫∫∫

所求通解为 ).).).).
2222

((((
2222

2222 2222

CCCCxxxxeeeeyyyy xxxx ++++==== −−−−

贝努利方程

,,,,2222
ddddxxxx
ddddyyyyyyyy

ddddxxxx
ddddzzzz ====则



2222
d 1d 1d 1d 12.2.2.2.
d sin ( )d sin ( )d sin ( )d sin ( )
y yy yy yy y
x x xy xx x xy xx x xy xx x xy x
= −= −= −= − ；

解解解解 ,,,,xyxyxyxyzzzz ====令

2 22 22 22 2

d 1 1d 1 1d 1 1d 1 1( ) ,( ) ,( ) ,( ) ,
d sin ( ) sind sin ( ) sind sin ( ) sind sin ( ) sin
z yz yz yz yy xy xy xy x
x x xy x zx x xy x zx x xy x zx x xy x z
= + − == + − == + − == + − =

,,,,44442222sinsinsinsin2222 CCCCxxxxzzzzzzzz ++++====−−−−分离变量法得

,,,,代回将 xyxyxyxyzzzz ====

所求通解为 ....4444))))2222sin(sin(sin(sin(2222 CCCCxxxxxyxyxyxyxyxyxyxy ++++====−−−−

,,,,
ddddxxxx
ddddyyyyxxxxyyyy

ddddxxxx
ddddzzzz ++++====则



d 1d 1d 1d 13. ;3. ;3. ;3. ;
dddd
yyyy
x x yx x yx x yx x y
====

++++

解解解解 ,,,,uuuuyyyyxxxx ====++++令

代入原式
d 1d 1d 1d 11 ,1 ,1 ,1 ,
dddd
uuuu
x ux ux ux u
− =− =− =− =
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,,,,))))1111ln(ln(ln(ln( CCCCyyyyxxxxyyyy ====++++++++−−−− 11111111 −−−−−−−−==== yyyyeeeeCCCCxxxx yyyy或

另解另解另解另解 （一阶线性微分方程）
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