
极限概念的引入

极限概念是

的.

我国古代数学家刘徽((((公元3333世纪))))

形来推算圆面积的方法::::割圆术,就是极限思想在几

何学上的应用.

1111、割圆术::::
割之弥细,所失弥少,割之又割,以至不可割,则与

圆周合体而无所失矣. 刘徽

利用圆内接正多边

由于求某些实际问题的精确解答而产生



2222、截丈问题::::
一尺之棰,日截其半, 万世不竭.

注:::: 在解决实际问题中逐渐形成的这种极限方法,

已成为高等数学中的一种基本方法.



一、数列极限的定性描述

按    一定次序排列的无穷多个数

⋯⋯ ,,,,,,,,,,,,,,,, 22221111 nnnnxxxxxxxxxxxx

称为无穷数列,,,, 简称数列.... 可简记为{{{{ }}}}....nnnnxxxx 其中的每

个数称为数列的项,,,, nnnnxxxx 称为通项((((一般项).).).).

注:::: (1)(1)(1)(1) 数列可看作数轴上一个动点,,,, 它在数轴上

依次取值 ;;;;,,,,,,,,,,,,,,,, 22221111 ⋯⋯ nnnnxxxxxxxxxxxx

(2)(2)(2)(2) 数列可看作自变量为正整数                的函数::::nnnn
).).).).((((nnnnffffxxxxnnnn ====



定义1111 设有数列{{{{ }}}}nnnnxxxx 与常数 ,,,,aaaa 如果当 nnnn无限增

大时,,,, nnnnxxxx 无限接近于    ,    ,    ,    ,aaaa 则称常数 aaaa 为数列{{{{ }}}}nnnnxxxx 收

敛于    ,    ,    ,    ,aaaa 记为

,,,,aaaaxxxximimimimllll nnnnnnnn
====

∞∞∞∞→→→→ 或 ).).).).(((( ∞∞∞∞→→→→→→→→ nnnnaaaaxxxxnnnn

如果一个数列没有极限,,,, 就称该数列是发散的....

注:::: 记号 ))))(((( ∞∞∞∞→→→→→→→→ nnnnaaaaxxxxnnnn 常读作:::: 当 nnnn 趋于无穷大时,,,,

nnnnxxxx 趋于 ....aaaa



例1111 下列各数列是否收敛,若收敛,试指出其收敛于

何值.

解 (1)(1)(1)(1)数列 }}}}2222{{{{ nnnn 即为
⋯⋯ ,,,,2222,,,,,,,,8888,,,,4444,,,,2222 nnnn

易见,当 nnnn无限增大时, nnnn2222 也无限增大,故该数列是

发散的;

(1)(1)(1)(1) };};};};2222{{{{ nnnn (2)(2)(2)(2) {{{{ }}}};;;;1111
nnnn

(3)(3)(3)(3) };};};};))))1111{({({({( 1111++++−−−− nnnn (4)(4)(4)(4) {{{{ }}}}....1111
nnnn

nnnn−−−−

(2)(2)(2)(2) 数列{{{{ }}}}nnnn1111 即为

⋯⋯ ,,,,1111,,,,,,,,3333
1111,,,,2222

1111,,,,1111 nnnn



易见, 当 nnnn无限增大时, nnnn
1111
无限接近于0000, 故该数列

收敛于0000;

⋯⋯ ,,,,))))1111((((,,,,,,,,1111,,,,1111,,,,1111,,,,1111 1111++++−−−−−−−−−−−− nnnn

(3)(3)(3)(3) 数列 }}}}))))1111{({({({( 1111++++−−−− nnnn 即为

易见,,,, 当 nnnn无限增大时,,,,

而不会无限接近于任何一个确定的常数,两个数,-1-1-1-1

1111))))1111(((( ++++−−−− nnnn 无休止地反复取 1111、

故该数列是发散的;;;;
(4)(4)(4)(4)数列{{{{ }}}}nnnn

nnnn 1111−−−− 即为

⋯⋯ ,,,,1111,,,,,,,,4444
3333,,,,3333

2222,,,,2222
1111,,,,0000 nnnn

nnnn−−−−



易见,当 nnnn无限增大时,
nnnn

nnnn 1111−−−− 无限接近于1111, 故该数

列收敛于1111.



二、数列极限的定量描述

观察数列 }}}}))))1111((((1111{{{{
1111

nnnn
nnnn−−−−−−−−++++ 当 ∞∞∞∞→→→→nnnn 时的变化趋势.

实验表明::::当nnnn无限增大时,上述数列无限接近于1.1.1.1.
问题::::当nnnn无限增大时, }}}}{{{{ nnnnxxxx 是否无限接近于某一确

定的数值????如何用数学语言刻画””””无限接近””””.

记号:::: ∀∀∀∀ ∃∃∃∃ ------------ 存在.

数列 }}}}{{{{ nnnnxxxx 无限接近数 aaaa的数学描述::::
,,,,0000>>>>∀∀∀∀εεεε 是否 ,,,,0000>>>>∃∃∃∃NNNN 使当 NNNNnnnn >>>> 时,

对每一个或任给的;;;;------------

恒有 ....|||||||| εεεε<<<<−−−− aaaaxxxxnnnn
定义 若对于任意给定的正数εεεε ((((不论它多么小)))),



总存在正整数 ,,,,NNNN 使得对于 NNNNnnnn >>>> 时的一切 ,,,,nnnnxxxx
不等式 εεεε<<<<−−−− |||||||| aaaaxxxxnnnn 都成立,则称常数 aaaa是数列 }}}}{{{{ nnnnxxxx
的极限,或称数列 }}}}{{{{ nnnnxxxx 收敛于 ,,,,aaaa 记为

,,,,limlimlimlim aaaaxxxxnnnnnnnn
====

∞∞∞∞→→→→ 或 ).).).).(((( ∞∞∞∞→→→→→→→→ nnnnaaaaxxxxnnnn
如果数列没有极限,就说数列是发散的.

注意:::: 定义中的NNNN与任意给定的正数εεεε 有关.

定义::::NNNN−−−−εεεε aaaaxxxxnnnnnnnn
====

∞∞∞∞→→→→
limlimlimlim ,,,,0000>>>>∀∀∀∀εεεε ,,,,0000>>>>∃∃∃∃NNNN 使当

NNNNnnnn >>>> 时, ....|||||||| εεεε<<<<−−−− aaaaxxxxnnnn
注意::::数列极限的定义来给出求极限的方法.



例2222 证明
1111( 1)( 1)( 1)( 1)lim 1.lim 1.lim 1.lim 1.

nnnn

nnnn

nnnn
nnnn

−−−−

→∞→∞→∞→∞

+ −+ −+ −+ − ====

证

故对任给 0,0,0,0,εεεε >>>> 要使 | 1 | ,| 1 | ,| 1 | ,| 1 | ,nnnnxxxx εεεε− <− <− <− <

只要
1111 ,,,,nnnn εεεε<<<< 即 1111 ....nnnn εεεε>

>>>

所以, 则当n Nn Nn Nn N>>>> 时,就有

即
1111( 1)( 1)( 1)( 1)lim 1.lim 1.lim 1.lim 1.

nnnn

nnnn

nnnn
nnnn

−−−−

→∞→∞→∞→∞

+ −+ −+ −+ − ====

由 nnnnnnnn
nnnnxxxx

nnnn

nnnn
11111111))))1111((((||||1111||||

1111

====−−−−−−−−++++====−−−−
−−−−

若取 ,,,,1111
⎥⎥⎥⎥⎦⎦⎦⎦
⎤⎤⎤⎤

⎢⎢⎢⎢⎣⎣⎣⎣
⎡⎡⎡⎡====
εεεε

NNNN

....1111))))1111(((( 1111

εεεε<<<<−−−−−−−−++++ −−−−

nnnn
nnnn nnnn


