
一、导数的定义

定义 设函数                                                                    在点                的某个领域内有定))))((((xxxxffffyyyy ==== 0000xxxx
义,,,, 当自变量                在                处取得增量      (      (      (      (点                                                        仍在0000xxxx xxxxxxxx ∆∆∆∆++++0000xxxx∆∆∆∆xxxx
该领域内))))时,,,, 相应地函数                取得增量yyyy

););););(((())))(((( 00000000 xxxxffffxxxxxxxxffffyyyy −−−−∆∆∆∆++++====∆∆∆∆ 若                    与                        之比当xxxx∆∆∆∆yyyy∆∆∆∆
0000→→→→∆∆∆∆xxxx 时的极限存在,,,,

处可导,,,, 并称这个极限为函数                                                                        在点                    处))))((((xxxxffffyyyy ==== 0000xxxx
则称函数                                                                    在点))))((((xxxxffffyyyy ==== 0000xxxx



的导数,,,, 记为

00000000
),),),),((((,,,, 0000 xxxxxxxxxxxxxxxx dxdxdxdx
dydydydyxxxxffffyyyy ======== ′′′′′′′′ 或 ,,,,))))((((

0000xxxxxxxxdxdxdxdx
xxxxdfdfdfdf

====

即

....))))(((())))((((limlimlimlimlimlimlimlim))))(((( 00000000
0000000000000000 xxxx

xxxxffffxxxxxxxxffff
xxxx
yyyyxxxxffffyyyy

xxxxxxxxxxxxxxxx ∆∆∆∆
−−−−∆∆∆∆++++

====
∆∆∆∆
∆∆∆∆====′′′′====′′′′

→→→→∆∆∆∆→→→→∆∆∆∆====

导数定义的其它形式::::

令 ,,,,xxxxhhhh ∆∆∆∆==== ....))))(((())))((((limlimlimlim))))(((( 00000000
00000000 hhhh

xxxxffffhhhhxxxxffffxxxxffff
hhhh

−−−−++++
====′′′′

→→→→

令 ,,,,0000 xxxxxxxxxxxx ∆∆∆∆++++==== ....))))(((())))((((limlimlimlim))))((((
0000

0000
0000

0000 xxxxxxxx
xxxxffffxxxxffffxxxxffff

xxxxxxxx −−−−
−−−−

====′′′′
→→→→



几点说明

它反映了

因变量随自变量的变化而变化的快慢程度;;;;

(1)(1)(1)(1)

(2)(2)(2)(2)

就称函数                                        在开区间            内可导;;;;IIII))))((((xxxxffff
(3)(3)(3)(3) 且                                        及))))((((aaaaffff++++′′′′

))))((((bbbbffff−−−−′′′′ 都存在,,,, 就称                                    在闭区间                                    上可导;;;;))))((((xxxxffff ]]]],,,,[[[[ bbbbaaaa

导,,,,

0000xxxx点导数是因变量在点                处的变化率,,,,

))))((((xxxxffffyyyy ==== IIII如果函数                                                                    在开区间            内的每点处都可

))))((((xxxxffff )))),,,,(((( bbbbaaaa如果                                        在开区间                                        内可导,,,,



(4)(4)(4)(4) ,,,,IIIIxxxx∈∈∈∈∀∀∀∀ 都对应着                                    的一个确定的导数值,,,,))))((((xxxxffff

个函数叫做原来函数                                        的导函数,,,,))))((((xxxxffff 记作

这

dxdxdxdx
dydydydyxxxxffffyyyy ),),),),((((,,,, ′′′′′′′′ 或 ....))))((((

dxdxdxdx
xxxxdfdfdfdf

注意:::: (i)(i)(i)(i)

(ii)(ii)(ii)(ii)

的逼近函数....

;;;;))))(((())))((((
00000000 xxxxxxxxxxxxffffxxxxffff ====′′′′====′′′′

导函数((((瞬时变化率))))是函数平均变化率



二、利用定义求导数

1.  1.  1.  1.  
(1)(1)(1)(1) ););););(((())))(((( xxxxffffxxxxxxxxffffyyyy −−−−∆∆∆∆++++====∆∆∆∆

(2)(2)(2)(2) ;;;;))))(((())))((((
xxxx

xxxxffffxxxxxxxxffff
xxxx
yyyy

∆∆∆∆
−−−−∆∆∆∆++++====

∆∆∆∆
∆∆∆∆

(3)(3)(3)(3) ....limlimlimlim
0000 xxxx
yyyyyyyy

xxxx ∆∆∆∆
∆∆∆∆====′′′′

→→→→∆∆∆∆

按定义求导的基本步骤::::

求函数的增量

求两增量的比值

求极限



例 1 1 1 1 求函数                                                在                                        处的导数
2222xxxxyyyy ==== 1111====xxxx ).).).).1111((((ffff ′′′′

解 当 xxxx 由1111变到 xxxx∆∆∆∆++++1111 时,,,, 函数相应的增量为

22222222 1111))))1111(((( −−−−∆∆∆∆++++====∆∆∆∆ xxxxyyyy ,,,,))))((((2222 2222xxxxxxxx ∆∆∆∆++++∆∆∆∆====

,,,,2222 xxxxxxxx
yyyy ∆∆∆∆++++====

∆∆∆∆
∆∆∆∆

所以 xxxx
yyyyffff

xxxx ∆∆∆∆
∆∆∆∆====′′′′

→→→→∆∆∆∆ 0000
limlimlimlim))))1111((((

2222))))2222((((limlimlimlim
0000

====∆∆∆∆++++====
→→→→∆∆∆∆

xxxx
xxxx



例2222 求函数 ))))(((())))(((( 为常数CCCCCCCCxxxxffff ==== 的导数.

解
hhhh

xxxxffffhhhhxxxxffffxxxxffff
hhhh

))))(((())))((((limlimlimlim))))((((
0000

−−−−++++====′′′′
→→→→

,0000limlimlimlim
0000

====−−−−====
→→→→ hhhh

CCCCCCCC
hhhh

即 .0000))))(((( ====′′′′CCCC



例3333 设函数 ,xxxxxxxxffff sinsinsinsin))))(((( ==== 求 ))))(sin(sin(sin(sin ′′′′xxxx 及 .
4444

))))(sin(sin(sin(sin ππππ====
′′′′
xxxx

xxxx

解 hhhh
xxxxhhhhxxxxxxxx

hhhh

sinsinsinsin))))sin(sin(sin(sin(limlimlimlim))))(sin(sin(sin(sin
0000

−−−−++++====′′′′
→→→→

2222

2222sinsinsinsin
))))2222cos(cos(cos(cos(limlimlimlim

0000 hhhh

hhhh
hhhhxxxx

hhhh
⋅⋅⋅⋅++++====

→→→→
,xxxxcoscoscoscos====

即 .xxxxxxxx coscoscoscos))))(sin(sin(sin(sin ====′′′′

4444
))))(sin(sin(sin(sin ππππ====
′′′′∴∴∴∴
xxxx

xxxx
4444

coscoscoscos ππππ====
====

xxxx
xxxx .2222

2222====



例4444

解

求函数 ))))(((( 为正整数nnnnxxxxyyyy nnnn==== 的导数.

hhhh
xxxxhhhhxxxxxxxx
nnnnnnnn

hhhh
nnnn −−−−++++====′′′′

→→→→

))))((((limlimlimlim))))((((
0000

]]]]!!!!2222
))))1111(((([[[[limlimlimlim 111122221111

0000

−−−−−−−−−−−−

→→→→
++++++++−−−−++++==== nnnnnnnnnnnn

hhhh
hhhhhhhhxxxxnnnnnnnnnxnxnxnx ⋯

,1111−−−−==== nnnnnxnxnxnx
即 .1111))))(((( −−−−====′′′′ nnnnnnnn nxnxnxnxxxxx 更一般地 .))))(((())))(((( 1111 RRRRxxxxxxxx ∈∈∈∈====′′′′ −−−− µµµµµµµµ µµµµµµµµ

例如, .
xxxx

xxxxxxxx
2222

1111
2222
1111))))((((

11112222
1111

========′′′′
−−−−

111111111111 ))))1111(((())))((((1111 −−−−−−−−−−−− −−−−====′′′′====
′′′′
⎟⎟⎟⎟
⎠⎠⎠⎠
⎞⎞⎞⎞⎜⎜⎜⎜

⎝⎝⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ xxxxxxxxxxxx .2222

1111
xxxx

−−−−====



例5555

解

求函数 ))))11110000(((())))(((( ≠≠≠≠>>>>==== aaaaaaaaaaaaxxxxffff xxxx , 的导数.

hhhh
aaaaaaaaaaaa
xxxxhhhhnnnn

hhhh
xxxx −−−−====′′′′

++++

→→→→0000
limlimlimlim))))((((

hhhh
aaaaaaaa
hhhh

hhhh
xxxx 1111limlimlimlim

0000
−−−−====

→→→→

,aaaaaaaa xxxx lnlnlnln====

即 ,aaaaaaaaaaaa xxxxxxxx lnlnlnln))))(((( ====′′′′ .xxxxxxxx eeeeeeee ====′′′′))))((((



三、导数的几何意义

oooo xxxx

yyyy
))))((((xxxxffffyyyy ====

αααα

TTTT

0000xxxx

MMMM

))))((((,,,,tantantantan))))((((
,,,,

))))))))((((,,,,((((
))))(((())))((((

0000

00000000

0000

为倾角

即切线的斜率

处的在点

表示曲线

αααααααα====′′′′

====′′′′

xxxxffff

xxxxffffxxxxMMMM
xxxxffffyyyyxxxxffff

切线方程为

法线方程为

).).).).)()()()((((( 000000000000 xxxxxxxxxxxxffffyyyyyyyy −−−−′′′′====−−−−

).).).).((((
))))((((

1111
0000

0000
0000 xxxxxxxx

xxxxffff
yyyyyyyy −−−−

′′′′
−−−−====−−−−



例6666

解

求等边双曲线 xxxxyyyy 1111==== 在点 ⎟⎟⎟⎟
⎠⎠⎠⎠
⎞⎞⎞⎞⎜⎜⎜⎜

⎝⎝⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ 22222222

1111, 处的切线的

斜率, 并写出在该点处的

由导数的几何意义, 得切线斜率为

2222
1111

2222
1111

1111
========

′′′′
⎟⎟⎟⎟
⎠⎠⎠⎠
⎞⎞⎞⎞⎜⎜⎜⎜

⎝⎝⎝⎝
⎛⎛⎛⎛====′′′′====

xxxxxxxx xxxxyyyykkkk .44441111
2222
11112222 −−−−====−−−−====

====xxxxxxxx

所求切线方程为 ,⎟⎟⎟⎟
⎠⎠⎠⎠
⎞⎞⎞⎞⎜⎜⎜⎜

⎝⎝⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ −−−−−−−−====−−−− 2222

111144442222 xxxxyyyy

即 .000044444444 ====−−−−++++ yyyyxxxx

法线方程为 ,⎟⎟⎟⎟
⎠⎠⎠⎠
⎞⎞⎞⎞⎜⎜⎜⎜

⎝⎝⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ −−−−====−−−− 2222

1111
4444
11112222 xxxxyyyy

即 .00001515151588882222 ====++++−−−− yyyyxxxx

切线方程和法线方程.



四、可导与连续的关系

定理 如果函数                                            在点                可导,,,,))))((((xxxxffff 0000xxxx 则它在点                    处0000xxxx
连续....
证 因为函数                                        在点                可导,,,,))))((((xxxxffff 0000xxxx 所以

).).).).((((limlimlimlim 00000000
xxxxffffxxxx

yyyy
xxxx

′′′′====
∆∆∆∆
∆∆∆∆

→→→→∆∆∆∆

于是 0000,,,,))))(((( 0000 →→→→++++′′′′====
∆∆∆∆
∆∆∆∆ ααααααααxxxxffffxxxx
yyyy ((((当              ),              ),              ),              ),0000→→→→∆∆∆∆xxxx

,,,,))))(((( 0000 xxxxxxxxxxxxffffyyyy ∆∆∆∆++++∆∆∆∆′′′′====∆∆∆∆ αααα

,,,,0000]]]]))))(((([[[[limlimlimlimlimlimlimlim 000000000000
====∆∆∆∆++++∆∆∆∆′′′′====∆∆∆∆

→→→→∆∆∆∆→→→→∆∆∆∆
xxxxxxxxxxxxffffyyyy

xxxxxxxx
αααα

证毕....故函数                                        在点                连续....))))((((xxxxffff 0000xxxx



注::::

但在该点不一定可导((((参见后面例子).).).).

该定理的逆命题不成立.  .  .  .  即函数在某点连续,,,,


