
引 言

在理论研究和实际应用中,常常会遇到这样的问题:

当自变量 x有微小变化时,

改变量 ).()( xfxxfy 

这个问题初看起来似乎只要做减法运算就可以了,

然而, 对于较复杂的函数 ),(xf 差值
)()( xfxxf 

却是一个更复杂的表达式,不易求出其值.

一种设想是: 设法将 y 表示成 x 的线性函数,

求函数 )(xfy  的微小

即线性化,从而把复杂问题化为简单问题.微分

就是实现这种线性化的一种数学模型.



一、微分的定义

定义 设函数 )(xfy  在某区间内有定义, 0x

及 xx 0
在这区间内,如果函数的增量

)()( 00 xfxxfy   可表示为

)( xoxAy  A( 是与 x 无关的常数),

则称函数 )(xfy  在点 0x 处可微,

记作 dy 或 ),( 0xdf

并且称 xA  为

函数 )(xfy  在点 0x 相应于自变量 x 的微分,

即 ,xAdy 



注: 由定义可见: 如果函数 )(xfy  在点 0x 处可

微, 则

(1) 函数 )(xfy  在点 0x 处的微分 dy 是自变量

x 的线性函数;

(2) 由定义得 ),( xodyy 

我们称 dy 是 y 的线性主部. 上式还表明, 以微

分 dy 近似代替函数增量 y 时, 其误差为 ),( xo 

因此, 当 x 很小时, 有近似等式

.dyy 



二、可微的条件

定理 函数 )(xf 在点 0x 可微的充要条件

)(xf 在点 0x 可导,且 ).(' 0xfA 

是函数

),()(' 0 xoxxfy 

函数 )(xf 的微分可记为: )(xdfdy  .)(' xxf 

若令 xxf )( ,xdx 

即,自变量的微分等于自变量的改变量.

从而 dxxfdy )(' ),(' xf
dx

dy


由关系式:



即,函数的微分与自变量的微分之商等于该函数

的导数. 因此,导数也称为”微商”.

解 因为 ,2xdxdy  由题设条件知

所以 .02.001.012 dy

解

求函数 3
xy  在 2x 处的微分;

函数 3
xy  在 2x 处的微分为

dxxdy
x 2

'3
)(


 .12dx

例1

例2

1求函数 2
xy  当 x由 改变到 的微分.01.1

,1x 01.0101.1  xdx



三、基本初等函数的微分公式
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三、微分四则运算法则

dxxfdy )('

导数的四则运算法则 微分的四则运算法则

')'( CuCu  CduCud )(

'')'( vuvu  dvduvud  )(

'')'( uvvuuv  udvvduuvd )(
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以乘积的微分运算法则为例:

dxuvuvd )'()(  dxuvvu )''( 

dxuvvdxu '' 

)'()'( dxvudxuv 

.udvvdu 



例3

解

求函数 的微分.x
exy

23

因为

'23'
)(
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2322

23  )23(
22

xex
x 

所以 dxxexdxydy
x

)23(
22' 

或利用微分形式不变性
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dxexdxxe
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.)23(
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dxxex
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例4

解

求函数 的微分.
x

xy sin

因为
'

' sin 






x
xy

2

sincos

x

xxx 

所以 dxydy
' .sincos

2
dx

x

xxx 



四、复合函数的微分法

设函数 )(ufy  及 )(xu  都可导,则复合函数

)]([ xfy  的微分为

dxydy x ' .)(')(' dxxuf 

由于 ,)(' dudxx  故复合函数 )]([ xfy  的微

分公式为 duufdy )(' 或 duydy u'

由此可见,无论x是自变量还是中间变量,函数

)(xfy  的微分形式

微分形式不变形
dxxfdy )('

总是



微分形式不变形表明:当变换自变量时 u为(即设

保持不变.duufdy )('

另一变量的任一可微函数时),微分形式

例5

解

设 ,
2sin xey  求 .dy

应用微分形式不变性有

xdedy x 2sin sin
2



dxxe x cossin2
2sin 

.2sin
2sin dxxe x

xxde x sinsin2
2sin 



例6

解

设 ),12sin(  xy 求 .dy

设 ,sin uy  ,12  xu 则

)(sin uddy 

uducos

)12()12cos(  xdx

dxx 2)12cos( 

.)12cos(2 dxx 

注:与复合函数求导类似,

可不写出中间变量,这样更加直接和方便.

求复合函数的微分也



例7

解

在下列等式的括号中填入适当的函数, 使等

;cos tdtd (  )

式成立.

 ,cos)(sin tdttd  

 )(sin1cos tdtdt 


  );sin1( td 




一般地, 有 .cossin1 tdtCtd 







 



五、微分近似计算公式

1.函数增量的近似计算公式

设 )(xfy  在点 0x 处的导数 ,0)(' 0 xf 且 || x

很小,则
0

| xxy 
0

| xxdy  xxf  )(' 0

2.函数值的近似计算公式

计算 )(xf 在点 0xx  附近的近似值:

由 )()( 00 xfxxfy  .)(' 0 xxf 

得 xxfxfxxf  )(')()( 000

|(| x 很小时)



特别地,令 ,00 x ,xx  得到函数 )(xf 在点

0x 附近的近似公式:

xffxf  )0(')0()(

易得常用初等函数的近似公式 |(| x 很小时):

(1) ;111 x
n

xn  (2) x(xx sin 为弧度);

(3) x(xx tan 为弧度);

(4) ;1 xe
x 

(5) .)1ln( xx 



例8

解

半径10厘米的金属圆片加热后,半径伸长了

0.05 厘米,问面积增大了多少?

设 ,
2

rA  10r (厘米), 05.0r (厘米).

 dAA 

rr  2

05.0102  

).(
2厘米



例9

解

计算下列各数的近似值:

(1) ;5.9983 (2) .
03.0

e

(1) 33 5.110005.998 

3

1000
5.111000 




 

3 0015.0110 






  0015.0

3
1110 .995.9

(2) 03.01
03.0 

e .97.0


