
洛必达法则

若当 aaaaxxxx→→→→ ((((或 ))))∞∞∞∞→→→→xxxx 时,两个函数 ))))((((xxxxffff 与

))))((((xxxxgggg 都趋于零或都趋于无穷大,则极限 ))))((((
))))((((limlimlimlim

))))(((( xxxxgggg
xxxxffff

xxxx
aaaaxxxx
∞∞∞∞→→→→

→→→→

称为 0000
0000
或 ∞∞∞∞

∞∞∞∞型未定式.

例如,
xxxx
xxxx

xxxx
sinsinsinsinlimlimlimlim

0000→→→→
););););0000
0000(((( 22220000

coscoscoscos1111limlimlimlim
xxxxxxxx
−−−−

→→→→
););););0000
0000((((

bxbxbxbx
axaxaxax

xxxx sinsinsinsinlnlnlnln
sinsinsinsinlnlnlnlnlimlimlimlim

0000→→→→
).).).).((((

∞∞∞∞
∞∞∞∞



定理 设(1)(1)(1)(1) 函数 ))))((((xxxxffff 及 ))))((((xxxxgggg 都趋于

零;;;; (2)(2)(2)(2) ))))(((('''' xxxxffff
aaaaxxxx→→→→ 时,当

aaaa的某领域内((((点aaaa本身可除外)))),在点

....))))((((''''
))))((((''''limlimlimlim))))((((

))))((((limlimlimlim xxxxgggg
xxxxffff

xxxxgggg
xxxxffff

aaaaxxxxaaaaxxxx →→→→→→→→
====

((((或为无穷大)))),那么

及 ))))(((('''' xxxxgggg 都存在且 ;;;;0000))))(((('''' ≠≠≠≠xxxxgggg (3)(3)(3)(3)
))))((((''''
))))((((''''limlimlimlim xxxxgggg
xxxxffff

aaaaxxxx→→→→
存在



注:::: 1111. 上述定理仍然成立;;;;∞∞∞∞→→→→xxxx 时,当

2222. 也有与上述

定理完全类似的结论::::

我们把这种在一定条件下

导

法则.

∞∞∞∞
∞∞∞∞
型未定式 aaaaxxxx→→→→(((( 或 ),),),),∞∞∞∞→→→→xxxx对

通过对分子分母分别求

再求极限来确定未定式的值的方法称为洛必达



例1111

解

求 ⎟⎟⎟⎟
⎠⎠⎠⎠
⎞⎞⎞⎞⎜⎜⎜⎜

⎝⎝⎝⎝
⎛⎛⎛⎛≠≠≠≠

→→→→ 0000
0000....))))0000((((sinsinsinsinlimlimlimlim

0000
kkkkxxxx

kxkxkxkx
xxxx

原式 ))))((((
))))(sin(sin(sin(sinlimlimlimlim

0000 ′′′′
′′′′

====
→→→→ xxxx

kxkxkxkx
xxxx

1111
coscoscoscoslimlimlimlim

0000
kxkxkxkxkkkk

xxxx→→→→
====

.kkkk====



例2222

解

求 ⎟⎟⎟⎟
⎠⎠⎠⎠
⎞⎞⎞⎞⎜⎜⎜⎜

⎝⎝⎝⎝
⎛⎛⎛⎛

++++−−−−−−−−
++++−−−−

→→→→ 0000
0000....

1111
22223333limlimlimlim 22223333

3333

1111 xxxxxxxxxxxx
xxxxxxxx

xxxx

原式
111122223333

33333333limlimlimlim 2222

2222

1111 −−−−−−−−
−−−−====

→→→→ xxxxxxxx
xxxx

xxxx

22226666
6666limlimlimlim

1111 −−−−
====

→→→→ xxxx
xxxx

xxxx

.2222
3333====

注:上式中,
22226666

6666limlimlimlim
1111 −−−−→→→→ xxxx

xxxx
xxxx

已不是未定式, 不能再对它

应用洛必达法则.



例3333

解

求 .xxxxxxxx
xxxxeeeeeeee xxxxxxxx

xxxx sinsinsinsin
2222limlimlimlim

0000 −−−−
−−−−−−−− −−−−

→→→→

xxxxxxxx
xxxxeeeeeeee xxxxxxxx

xxxx sinsinsinsin
2222limlimlimlim

0000 −−−−
−−−−−−−− −−−−

→→→→ xxxx
eeeeeeee xxxxxxxx

xxxx coscoscoscos1111
2222limlimlimlim

0000 −−−−
−−−−−−−−====

−−−−

→→→→

xxxx
eeeeeeee xxxxxxxx

xxxx sinsinsinsinlimlimlimlim
0000

−−−−

→→→→

−−−−====

xxxx
eeeeeeee xxxxxxxx

xxxx coscoscoscoslimlimlimlim
0000

−−−−

→→→→

++++====

.2222====



例4

解

求 ))))0000
0000((((1111

arctanarctanarctanarctan2222limlimlimlim 型.

xxxx

xxxx
xxxx

−−−−
+∞+∞+∞+∞→→→→

ππππ

xxxx

xxxx
xxxx 1111

arctanarctanarctanarctan2222limlimlimlim
−−−−

+∞+∞+∞+∞→→→→

ππππ
1111====

2222

2222

1111
1111
1111

limlimlimlim

xxxx

xxxx
xxxx −−−−

++++
−−−−

====
+∞+∞+∞+∞→→→→ 2222

2222

1111
limlimlimlim

xxxx
xxxx

xxxx ++++
====

+∞+∞+∞+∞→→→→

注: 若求 ，为自然数 ))))((((1111
arctanarctanarctanarctan2222limlimlimlim nnnn
nnnn

nnnn
nnnn

−−−−
+∞+∞+∞+∞→→→→

ππππ
则可利用

上面求出的函数极限, 得 11111111
arctanarctanarctanarctan2222limlimlimlim ====

−−−−
+∞+∞+∞+∞→→→→

nnnn

nnnn
nnnn

ππππ



例5555

解

求 .xxxx
xxxx

xxxx lnlnlnln
cotcotcotcotlnlnlnlnlimlimlimlim

0000++++→→→→

xxxx
xxxx

xxxx lnlnlnln
cotcotcotcotlnlnlnlnlimlimlimlim

0000++++→→→→

xxxx

xxxxxxxx
xxxx 1111

))))
sinsinsinsin
1111((((cotcotcotcot

1111
limlimlimlim

2222

0000

−−−−⋅⋅⋅⋅
====

++++→→→→

xxxxxxxx
xxxx

xxxx coscoscoscossinsinsinsinlimlimlimlim
0000++++→→→→

−−−−====

xxxxxxxxxxxx
xxxx

xxxxxxxx coscoscoscos
1111limlimlimlimcoscoscoscossinsinsinsinlimlimlimlim

00000000 ++++++++ →→→→→→→→
⋅⋅⋅⋅−−−−====

.1111−−−−====



例6666

解

求 ))))(((())))0000((((lnlnlnlnlimlimlimlim
∞∞∞∞
∞∞∞∞>>>>

+∞+∞+∞+∞→→→→
.nnnn

xxxx
xxxx
nnnnxxxx

原式 1111

1111
limlimlimlim −−−−+∞+∞+∞+∞→→→→

==== nnnnxxxx nxnxnxnx
xxxx

nnnnxxxx nxnxnxnx
1111limlimlimlim

+∞+∞+∞+∞→→→→
==== .0000====

例7777

解

求 ⎟⎟⎟⎟
⎠⎠⎠⎠
⎞⎞⎞⎞⎜⎜⎜⎜

⎝⎝⎝⎝
⎛⎛⎛⎛
∞∞∞∞
∞∞∞∞

+∞+∞+∞+∞→→→→
....limlimlimlim xxxx

nnnn

xxxx eeee
xxxx
λλλλ .为正整数， ))))0000(((( >>>>λλλλnnnn

反复应用洛必达法则 nnnn次, 得

原式 xxxx

nnnn

xxxx eeee
nxnxnxnx

λλλλλλλλ

1111
limlimlimlim

−−−−

+∞+∞+∞+∞→→→→
==== xxxx

nnnn

xxxx eeee
xxxxnnnnnnnn

λλλλλλλλ2222
2222))))1111((((limlimlimlim

−−−−

+∞+∞+∞+∞→→→→

−−−−====

⋯⋯==== xxxxnnnnxxxx eeee
nnnn

λλλλλλλλ
!!!!limlimlimlim

+∞+∞+∞+∞→→→→
==== .0000====



例8888

解

求 .))))22221111ln(ln(ln(ln())))coscoscoscos1111((((
3333sinsinsinsin3333limlimlimlim

0000 xxxxxxxx
xxxxxxxx

xxxx ++++−−−−
−−−−

→→→→

当 0000→→→→xxxx 时, ,22222222
1111~~~~coscoscoscos1111 xxxxxxxx−−−− ,xxxxxxxx 2222~~~~))))22221111ln(ln(ln(ln( −−−−

故 ))))22221111ln(ln(ln(ln())))coscoscoscos1111((((
3333sinsinsinsin3333limlimlimlim

0000 xxxxxxxx
xxxxxxxx

xxxx ++++−−−−
−−−−

→→→→ 33330000
3333sinsinsinsin3333limlimlimlim

xxxx
xxxxxxxx

xxxx
−−−−====

→→→→

22220000 3333
3333coscoscoscos33333333limlimlimlim

xxxx
xxxx

xxxx
−−−−====

→→→→

xxxx
xxxx

xxxx 2222
3333sinsinsinsin3333limlimlimlim

0000→→→→
====

.2222
9999====



例9999

解

求 .xxxx
xxxxxxxx

xxxx sinsinsinsin

1111sinsinsinsin
limlimlimlim

2222

0000→→→→

所求极限属于
0000
0000的未定式. 但分子分母分别求导

数后,将化为 ,xxxx
xxxxxxxxxxxx

xxxx coscoscoscos

1111coscoscoscos1111sinsinsinsin2222
limlimlimlim

0000

−−−−
→→→→

此式振荡无极限,

故洛必达法则失效, 不能使用. 但原极限是存在的,

可用下法求得:

xxxx
xxxxxxxx

xxxx sinsinsinsin

1111sinsinsinsin
limlimlimlim

2222

0000→→→→
))))1111sinsinsinsinsinsinsinsin((((limlimlimlim

0000 xxxxxxxxxxxx
xxxx

xxxx
⋅⋅⋅⋅====

→→→→

xxxx
xxxx
xxxxxxxx

xxxx

xxxx

sinsinsinsinlimlimlimlim

1111sinsinsinsinlimlimlimlim

0000

0000

→→→→

→→→→====

.00001111
0000 ========



例10101010

解

求 ))))0000((((limlimlimlim 2222 ∞∞∞∞⋅⋅⋅⋅−−−−

+∞+∞+∞+∞→→→→
.xxxx

xxxx
eeeexxxx

对于 ))))0000(((( ∞∞∞∞⋅⋅⋅⋅ 型,可将乘积化为除的形式, 即化为

0000
0000或

∞∞∞∞
∞∞∞∞

型的未定式来计算.

xxxx
xxxx

eeeexxxx 2222limlimlimlim −−−−

+∞+∞+∞+∞→→→→ 2222limlimlimlim
xxxx
eeeexxxx

xxxx +∞+∞+∞+∞→→→→
====

xxxx
eeeexxxx

xxxx 2222limlimlimlim
+∞+∞+∞+∞→→→→

====

2222limlimlimlim
xxxx

xxxx
eeee

+∞+∞+∞+∞→→→→
==== .+∞+∞+∞+∞====



例11111111 求 ))))(((())))tantantantan(sec(sec(sec(seclimlimlimlim
2222

∞∞∞∞−−−−∞∞∞∞−−−−
→→→→

.xxxxxxxx
xxxx ππππ

解 可利用通分化为 0000
0000 型的未定式对于 ∞∞∞∞−−−−∞∞∞∞ 型,

来计算.

))))tantantantan(sec(sec(sec(seclimlimlimlim
2222

xxxxxxxx
xxxx

−−−−
→→→→ππππ

))))coscoscoscos
sinsinsinsin

coscoscoscos
1111((((limlimlimlim

2222
xxxx
xxxx

xxxxxxxx
−−−−====

→→→→ππππ

xxxx
xxxx

xxxx coscoscoscos
sinsinsinsin1111limlimlimlim

2222

−−−−====
→→→→ππππ

xxxx
xxxx

xxxx sinsinsinsin
coscoscoscoslimlimlimlim

2222
−−−−
−−−−====

→→→→ππππ
.00001111

0000 ========



例11112222 求 ))))0000((((limlimlimlim 0000

0000
.xxxx

xxxx
xxxx

++++→→→→

解
xxxxxxxx

xxxx

xxxx

xxxx
eeeexxxx lnlnlnln

00000000
limlimlimlimlimlimlimlim

++++++++ →→→→→→→→
====

xxxxxxxx
xxxxeeee

lnlnlnlnlimlimlimlim
0000++++→→→→==== xxxx

xxxx
xxxx
eeee

1111
lnlnlnlnlimlimlimlim

0000++++→→→→

====

22220000 1111

1111
limlimlimlim

xxxx

xxxx
xxxx

eeee
−−−−++++→→→→

==== 0000eeee==== .1111====

00000000 ,,,,1111,,,,0000 ∞∞∞∞∞∞∞∞ 型

步骤

⎪⎪⎪⎪
⎭⎭⎭⎭

⎪⎪⎪⎪
⎬⎬⎬⎬

⎫⎫⎫⎫

∞∞∞∞

∞∞∞∞

0000

0000

1111
0000

取对数

⎪⎪⎪⎪⎩⎩⎩⎩

⎪⎪⎪⎪
⎨⎨⎨⎨

⎧⎧⎧⎧

∞∞∞∞⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅∞∞∞∞
⋅⋅⋅⋅

lnlnlnln0000
1111lnlnlnln
0000lnlnlnln0000

....0000 ∞∞∞∞⋅⋅⋅⋅



例11113333 求 ))))0000((((limlimlimlim 0000tantantantan
0000

.xxxx
xxxx

xxxx
++++→→→→

解 将它变形为
xxxxxxxxxxxx

xxxx
xxxxeeeexxxx

lnlnlnlntantantantanlimlimlimlimtantantantan

0000
0000limlimlimlim ++++→→→→====

++++→→→→

由于 xxxxxxxx
xxxx

lnlnlnlntantantantanlimlimlimlim
0000++++→→→→ xxxx

xxxx
xxxx cotcotcotcot

lnlnlnlnlimlimlimlim
0000++++→→→→

====
xxxx

xxxx
xxxx 22220000 csccsccsccsc

1111
limlimlimlim

−−−−
====

++++→→→→

xxxx
xxxx

xxxx

2222

0000
sinsinsinsinlimlimlimlim −−−−====

++++→→→→

1111
coscoscoscossinsinsinsin2222limlimlimlim

0000
xxxxxxxx

xxxx
−−−−====

++++→→→→
.0000====

故 0000tantantantan

0000
limlimlimlim eeeexxxx xxxx
xxxx

====
++++→→→→

.1111====



例11114444 求 ))))1111((((limlimlimlim 1111
1111

1111

∞∞∞∞−−−−
→→→→

.xxxx
xxxx

xxxx

解 xxxx
xxxx

xxxx −−−−
→→→→

1111
1111

1111
limlimlimlim

xxxxxxxx
xxxx

eeee lnlnlnln1111
1111

1111
limlimlimlim −−−−
→→→→

====

xxxx
xxxx

xxxxeeee −−−−→→→→==== 1111
lnlnlnlnlimlimlimlim
1111

1111

1111
limlimlimlim

1111−−−−→→→→====
xxxx

xxxxeeee .1111−−−−==== eeee



例11115555 求 ....))))(cos(cos(cos(coslimlimlimlim 2222
1111

0000
xxxx

xxxx
xxxx

→→→→

解 这是 ∞∞∞∞1111 型未定式,类似例12121212,有
xxxx

xxxx
xxxx

xxxx
xxxx

eeeexxxx
coscoscoscoslnlnlnln1111

0000

1111

0000

22222222 limlimlimlim))))(cos(cos(cos(coslimlimlimlim
→→→→→→→→

====

22220000
coscoscoscoslnlnlnlnlimlimlimlim
xxxx

xxxx
xxxxeeee →→→→====

xxxx
xxxx

xxxxeeee 2222
tantantantanlimlimlimlim

0000
−−−−

→→→→====

....2222
1111−−−−

==== eeee



例11116666 求 ))))(((())))(cot(cot(cot(cotlimlimlimlim 0000lnlnlnln
1111

0000
∞∞∞∞

++++→→→→
.xxxx

xxxx
xxxx

解 xxxx

xxxx
xxxx lnlnlnln

1111

0000
))))(cot(cot(cot(cotlimlimlimlim

++++→→→→

xxxx
xxxx

xxxx
eeee lnlnlnln

cotcotcotcotlnlnlnln

0000
limlimlimlim

++++→→→→
====

xxxx
xxxx

xxxxeeee lnlnlnln
cotcotcotcotlnlnlnlnlimlimlimlim

0000++++→→→→====

xxxx

xxxxxxxx
xxxxeeee

1111
csccsccsccsctantantantanlimlimlimlim

2222

0000

⋅⋅⋅⋅−−−−
++++→→→→====

xxxx
xxxx

xxxxxxxxeeee sinsinsinsincoscoscoscos
1111limlimlimlim

0000
⋅⋅⋅⋅−−−−

++++→→→→====

.1111−−−−==== eeee


