
一、单调性的判别法

定理 设函数 ))))((((xxxxffffyyyy ==== 在 ]]]],,,,[[[[ bbbbaaaa 上连续,在 )))),,,,(((( bbbbaaaa
内可导

(1)(1)(1)(1) 则函数 ))))((((xxxxffffyyyy ==== 在

]]]],,,,[[[[ bbbbaaaa 上单调增加;;;;
(2)(2)(2)(2) 则函数 ))))((((xxxxffffyyyy ==== 在

]]]],,,,[[[[ bbbbaaaa 上单调减少;;;;
证 ),),),),,,,,((((,,,, 22221111 bbbbaaaaxxxxxxxx ∈∈∈∈∀∀∀∀ 且 ,,,,22221111 xxxxxxxx <<<< 应用拉氏定理得

)))))()()()(((((''''))))(((())))(((( 1111222211112222 xxxxxxxxffffxxxxffffxxxxffff −−−−====−−−− ξξξξ ),),),),(((( 22221111 xxxxxxxx <<<<<<<< ξξξξ

)))),,,,(((( bbbbaaaa 内 ,,,,0000))))(((('''' >>>>xxxxffff若在

)))),,,,(((( bbbbaaaa 内 ,,,,0000))))(((('''' <<<<xxxxffff若在



∵ ,,,,000011112222 >>>>−−−− xxxxxxxx
若在 )))),,,,(((( bbbbaaaa 内, ,,,,0000))))(((('''' >>>>xxxxffff

∴∴∴∴ ).).).).(((())))(((( 11112222 xxxxffffxxxxffff >>>>

∴∴∴∴ 在))))((((xxxxffffyyyy ==== ]]]],,,,[[[[ bbbbaaaa 上单调增加.

若在 )))),,,,(((( bbbbaaaa 内, ,,,,0000))))(((('''' <<<<xxxxffff

∴∴∴∴ ).).).).(((())))(((( 11112222 xxxxffffxxxxffff <<<<

∴∴∴∴ ))))((((xxxxffffyyyy ==== 在 ]]]],,,,[[[[ bbbbaaaa 上单调减少.

则 ,,,,0000))))(((('''' >>>>ξξξξffff

则 ,,,,0000))))(((('''' <<<<ξξξξffff



单调区间的求法

问题:::: 如何确定函数在定义域内各部分区间函数

的单调性.

定义:::: 若函数在其定义域的某个区间内是单调的,

则该区间称为函数的单调区间.

注意::::导数等于零的点和不可导点,均可能是单调

区间的分界点.

方法:::: 用方程 0000))))(((('''' ====xxxxffff 的根

来划分函数 ))))((((xxxxffff 的定义区间,然后判断区间内导

数的符号.

))))(((('''' xxxxffff 不存在的点及



例 1 1 1 1 讨论函数 1111−−−−−−−−==== xxxxeeeeyyyy xxxx
的单调性....

∵ ....1111−−−−====′′′′ xxxxeeeeyyyy 又 ).).).).,,,,((((:::: +∞+∞+∞+∞−∞−∞−∞−∞DDDD解

在 ))))0000,,,,((((−∞−∞−∞−∞ 内， ,,,,0000<<<<′′′′yyyy

∴∴∴∴ 函数单调减少；

在 )))),,,,0000(((( +∞+∞+∞+∞ 内， ,,,,0000>>>>′′′′yyyy
∴∴∴∴ 函数单调增加....

注：函数的单调性是一个区间上的性质，

数在这一区间上的符号来判定，

的导数符号来判别一个区间上的单调性....

要用导

而不能用一点处



例 2 2 2 2 讨论函数
3333 2222xxxxyyyy ==== 的单调区间....

解 ∵ ).).).).,,,,((((:::: +∞+∞+∞+∞−∞−∞−∞−∞DDDD 33333333
2222
xxxx

yyyy ====′′′′ ),),),),0000(((( ≠≠≠≠xxxx

当 0000====xxxx 时，导数不存在.... 当 时，0000<<<<<<<<∞∞∞∞−−−− xxxx ,,,,0000<<<<′′′′yyyy
∴∴∴∴ 在 ]]]]0000,,,,((((−∞−∞−∞−∞ 上单调减少；

当 时，+∞+∞+∞+∞<<<<<<<< xxxx0000 ,,,,0000>>>>′′′′yyyy

∴∴∴∴ 在 [[[[ ))))+∞+∞+∞+∞,,,,0000 上单调增加；

单调区间为 ]]]]0000,,,,((((−∞−∞−∞−∞ ， ....)))),,,,0000[[[[ +∞+∞+∞+∞

注意 区间内个别点导数为零不影响区间的单调性....
例如， ,,,,3333xxxxyyyy ==== ,,,,00000000 ====′′′′ ====xxxxyyyy 但是 )))),,,,(((( +∞+∞+∞+∞−∞−∞−∞−∞ 上单调增加....



例3333 确定函数 33331212121299992222))))(((( 22223333 −−−−++++−−−−==== xxxxxxxxxxxxxxxxffff 的单调区

解 ∵ ).).).).,,,,((((:::: +∞+∞+∞+∞−∞−∞−∞−∞DDDD

xxxxxxxxxxxxxxxxffff 12121212181818186666))))(((( 2222 ++++−−−−====′′′′ ),),),),2222)()()()(1111((((6666 −−−−−−−−==== xxxxxxxx

解方程 0000))))(((( ====′′′′ xxxxffff 得 ....2222,,,,1111 22221111 ======== xxxxxxxx

当 1111<<<<<<<<∞∞∞∞−−−− xxxx 时， ,,,,0000))))(((( >>>>′′′′ xxxxffff
∴∴∴∴ ))))((((xxxxffff 在 (((( ]]]]1111,,,,∞∞∞∞−−−− 上单调增加；

当 22221111 <<<<<<<< xxxx 时， ,,,,0000))))(((( <<<<′′′′ xxxxffff

间....



∴∴∴∴ ))))((((xxxxffff 在 )))),,,,2222[[[[ +∞+∞+∞+∞ 上单调增加；

当 +∞+∞+∞+∞<<<<<<<< xxxx2222 时， ,,,,0000))))(((( >>>>′′′′ xxxxffff

单调区间为 ],],],],1111,,,,((((−∞−∞−∞−∞ ],],],],2222,,,,1111[[[[ ).).).).,,,,2222[[[[ +∞+∞+∞+∞

∴∴∴∴ ))))((((xxxxffff 在 [[[[ ]]]]2222,,,,1111 上单调减少；



二、函数极值的定义与求法

定义

内的一个点.

对于该邻域内的

设函数 在区间 内有定义,))))((((xxxxffff )))),,,,(((( bbbbaaaa

如果存在着点   的一个邻域,0000xxxx
任何点 ,,,,xxxx 除了点   外,0000xxxx ))))(((())))(((( 0000xxxxffffxxxxffff <<<< 均成立,

称 ))))(((( 0000xxxxffff 是函数 ))))((((xxxxffff 的一个极大值;

就

对于该邻域内的如果存在着点   的一个邻域,0000xxxx
任何点 ,,,,xxxx 除了点   外,0000xxxx ))))(((())))(((( 0000xxxxffffxxxxffff >>>> 均成立,

称 ))))(((( 0000xxxxffff 是函数 ))))((((xxxxffff 的一个极小值;

就

函数的极大值与极小值统称为极值, 使函数取

得极值的点称为极值点.

是 )))),,,,(((( bbbbaaaa0000xxxx



定理1111 ((((必要条件)))) 设 ))))((((xxxxffff 在点 0000xxxx 处可导,

取得极值, 则 ....0000))))(((( 0000 ====′′′′ xxxxffff
定义 使导数为零的点((((即方程                                                                    的实根))))0000))))(((( ====′′′′ xxxxffff

且在 0000xxxx 处

))))((((xxxxffff叫做函数       的驻点.

注:可导函数       的极值点必定是它的驻点,))))((((xxxxffff 但函

数的驻点却不一定是极值点.

例如, ,,,,3333xxxxyyyy ==== ,,,,0000|||| 0000====′′′′ ====xxxxyyyy 但       不是极值点.0000====xxxx



定理2222 ((((第一充分条件))))
邻域内连续并且可导

设函数 ))))((((xxxxffff 在点 0000xxxx 的某个

))))(((( 0000xxxxffff ′′′′((((导数                                                也可以不存在)))),
(1)(1)(1)(1)
邻域内 ,,,,0000))))(((( <<<<′′′′ xxxxffff

在点 0000xxxx 的右

则 ))))((((xxxxffff 在 0000xxxx 处取得极大值;

(2)(2)(2)(2)
邻域内 ,,,,0000))))(((( >>>>′′′′ xxxxffff

在点 0000xxxx 的右

则 ))))((((xxxxffff 在 0000xxxx 处取得极小值;

(3)(3)(3)(3) ))))((((xxxxffff ′′′′ 不变号, 则 ))))((((xxxxffff
在   处没有极值.0000xxxx

0000xxxx ;;;;0000))))(((( >>>>′′′′ xxxxffff如果在点                的左邻域内

0000xxxx ;;;;0000))))(((( <<<<′′′′ xxxxffff如果在点                的左邻域内

0000xxxx如果在点                的邻域内,,,,



证 由极值的定义和定理的条件即可推得结果.

综上所述, 可将求函数极值的步骤总结如下:

(2)(2)(2)(2)
(1)(1)(1)(1)

(3)(3)(3)(3) 确定极值点;

(4)(4)(4)(4)

););););((((xxxxffff ′′′′求导数

))))((((xxxxffff ′′′′ 点 ;;;;kkkkxxxx及使 不存在的求驻点,,,,
))))((((xxxxffff ′′′′ kkkkxxxx检查                                            在                左右的正负号,,,,

求出函数极值....



例 4444 求出函数 555599993333))))(((( 22223333 ++++−−−−−−−−==== xxxxxxxxxxxxxxxxffff 的极值....

解 ))))3333)()()()(1111((((3333999966663333))))(((( 2222 −−−−++++====−−−−−−−−====′′′′ xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxffff

令 ,,,,0000))))(((( ====′′′′ xxxxffff 得驻点 ....3333,,,,1111 22221111 ====−−−−==== xxxxxxxx

列表讨论如下：

所以, , , , 极大值 ,,,,10101010))))1111(((( ====−−−−ffff 极小值 ....22222222))))3333(((( −−−−====ffff

xxxx
))))((((xxxxffff ′′′′

))))((((xxxxffff 极小值极大值

))))1111,,,,(((( −−−−−∞−∞−∞−∞ ))))3333,,,,1111((((−−−− 3333 )))),,,,3333(((( +∞+∞+∞+∞1111−−−−
++++ −−−− ++++00000000



例 5555 求函数 3333 2222))))1111(((())))4444(((())))(((( ++++−−−−==== xxxxxxxxxxxxffff 的极值....

解 ))))1111(((( 函数                                    在                                                                内连续,,,,))))((((xxxxffff )))),,,,(((( +∞+∞+∞+∞−∞−∞−∞−∞ 除 1111−−−−====xxxx

外处处可导 , , , , 且

;;;;
11113333
))))1111((((5555))))(((( 3333 ++++

−−−−====′′′′
xxxx
xxxxxxxxffff

))))2222(((( 令 ,,,,0000))))(((( ====′′′′ xxxxffff 得驻点                ;;;;1111====xxxx

不可导点;;;;

))))3333(((( 列表讨论如下::::

))))((((xxxxffff为 的1111−−−−====xxxx



))))4444(((( 极大值为 ,,,,0000))))1111(((( ====−−−−ffff 极小值为 ....44443333))))1111(((( 3333−−−−====ffff

xxxx
))))((((xxxxffff ′′′′

))))((((xxxxffff 极小值极大值

))))1111,,,,(((( −−−−−∞−∞−∞−∞ ))))1111,,,,1111((((−−−− 1111 )))),,,,1111(((( +∞+∞+∞+∞1111−−−−
++++ −−−− ++++0000不存在



例 6666 求函数
3333////2222

2222
3333))))(((( xxxxxxxxxxxxffff −−−−==== 的单调增减区间

和极值....

解 求导数 ,,,,1111))))(((( 3333////1111−−−−−−−−====′′′′ xxxxxxxxffff

当                                        时1111====xxxx ,,,,0000))))0000(((( ====′′′′ffff 而                                            时                                            不存在 , , , ,0000====xxxx ))))((((xxxxffff ′′′′

因此,,,, 函数只可能在这两点取得极值. . . . 

xxxx
))))((((xxxxffff ′′′′

))))((((xxxxffff 极大值0000 极小值 2222
1111−−−−

))))0000,,,,((((−∞−∞−∞−∞ ))))1111,,,,0000(((( 1111 )))),,,,1111(((( +∞+∞+∞+∞0000

不存在++++ −−−− ++++0000

列表如下::::



由上表可见::::

间                                    单调减少.  .  .  .  ))))1111,,,,0000((((
在点                                        处有极1111====xxxx

如图....

)))),,,,1111((((),),),),0000,,,,(((( +∞+∞+∞+∞−∞−∞−∞−∞ 单调增加, , , , 在区

0000====xxxx在点

处有极大值, , , , 

,,,,2222
1111))))1111(((( −−−−====ffff小值

))))((((xxxxffff函数                                        在区间



定理3333((((第二充分条件))))设 ))))((((xxxxffff 0000xxxx在 处具有二阶导数,,,,
且 ,,,,0000))))(((( 0000 ====′′′′ xxxxffff 则

(1)(1)(1)(1)当 0000))))(((( 0000 <<<<′′′′′′′′ xxxxffff 时, 函数 ))))((((xxxxffff 0000xxxx在 处取得极大值;

(2)(2)(2)(2)当 0000))))(((( 0000 >>>>′′′′′′′′ xxxxffff 时, 函数 ))))((((xxxxffff 0000xxxx在 处取得极小值.

证 (1)(1)(1)(1) ,,,,0000))))(((())))((((limlimlimlim))))(((( 00000000
00000000 <<<<∆∆∆∆

′′′′−−−−∆∆∆∆++++′′′′
====′′′′′′′′

→→→→∆∆∆∆ xxxx
xxxxffffxxxxxxxxffffxxxxffff

xxxx
因

当 0000<<<<∆∆∆∆xxxx 时, 有 ,,,,0000))))(((())))(((( 00000000 ====′′′′>>>>∆∆∆∆++++′′′′ xxxxffffxxxxxxxxffff
故 ))))(((())))(((( 00000000 xxxxffffxxxxxxxxffff ′′′′−−−−∆∆∆∆++++′′′′ xxxx∆∆∆∆ 异号,与

当 0000>>>>∆∆∆∆xxxx 时, 有 ,,,,0000))))(((())))(((( 00000000 ====′′′′<<<<∆∆∆∆++++′′′′ xxxxffffxxxxxxxxffff
所以, 0000xxxx函数 ))))((((xxxxffff 在 处取得极大值.

同理可证(2)(2)(2)(2).

,,,,0000))))(((( 0000 ≠≠≠≠′′′′′′′′ xxxxffff



例 7777 求出函数 20202020242424243333))))(((( 22223333 −−−−−−−−++++==== xxxxxxxxxxxxxxxxffff 的极值....
解 ),),),),2222)()()()(4444((((33332424242466663333))))(((( 2222 −−−−++++====−−−−++++====′′′′ xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxffff
令 ,,,,0000))))(((( ====′′′′ xxxxffff 得驻点 ....2222,,,,4444 22221111 ====−−−−==== xxxxxxxx

又 ,,,,66666666))))(((( ++++====′′′′′′′′ xxxxxxxxffff ,,,,000018181818))))4444(((( <<<<−−−−====−−−−′′′′′′′′ffff∵

故极大值 ,,,,60606060))))4444(((( ====−−−−ffff ,,,,000018181818))))2222(((( >>>>====′′′′′′′′ffff

故极小值 ....48484848))))2222(((( −−−−====ffff

注意 0000))))((((....1111 0000 ====′′′′′′′′ xxxxffff 时,,,,

值,  ,  ,  ,  

))))((((xxxxffff 在点                处不一定取极0000xxxx

仍用第一充分条件进行判断....

....2222 函数的不可导点,  ,  ,  ,  也可能是函数的极值点....



例 8888 求函数 1111))))1111(((())))(((( 33332222 ++++−−−−==== xxxxxxxxffff 的极值....

解 由 ,,,,0000))))1111((((6666))))(((( 22222222 ====−−−−====′′′′ xxxxxxxxxxxxffff 得驻点 ,,,,11111111 −−−−====xxxx

).).).).11115555)()()()(1111((((6666))))(((( 22222222 −−−−−−−−====′′′′′′′′ xxxxxxxxxxxxffff
因 ,,,,00006666))))(((( >>>>====′′′′′′′′//// xxxxffff
值,,,, 极小值为 ....0000))))0000(((( ====ffff 因 ,,,,0000))))1111(((())))1111(((( ====′′′′′′′′====−−−−′′′′′′′′ ffffffff
故用定理3333无法判别....考察一阶导数                                            在驻点))))((((xxxxffff ′′′′

及                                            左右邻近的符号::::11111111 −−−−====xxxx 11113333 ====xxxx

....1111,,,,0000 33332222 ======== xxxxxxxx

故                                            在))))((((xxxxffff 0000====xxxx 处取得极小

当                取                        左侧邻近的值时,,,,xxxx 1111−−−− ;;;;0000))))(((( <<<<′′′′ xxxxffff
当                取                        右侧邻近的值时,,,,xxxx 1111−−−− ;;;;0000))))(((( <<<<′′′′ xxxxffff



因                                                    的符号没有改变 ,   ,   ,   ,  ))))((((xxxxffff ′′′′

值.... 同理 , , , ,
也没有极值 . . . .

))))((((xxxxffff 1111−−−−====xxxx在 处

))))((((xxxxffff 1111−−−−====xxxx故 在 处没有极

如图所示....



三、最大值最小值的求法

若函数     在    上连续,))))((((xxxxffff ],[ ba 除个别点外处处可导,

并且至多有有限个导数为零的点,

上的最大值与最小值存在.

则                                    在))))((((xxxxffff ]]]],,,,[[[[ bbbbaaaa

步骤:1.1.1.1.求驻点和不可导点;

2.2.2.2.求区间端点、驻点及不可导点的函数值,

比较大小, 哪个大哪个就是最大值,

小哪个就是最小值.

哪个

注意:如果区间内只有一个极值, 则这个极值就是

((((最大值或最小值)))).最值



例 9999 求 141414141212121233332222 22223333 ++++−−−−++++==== xxxxxxxxxxxxyyyy 的在                                                上]]]]4444,,,,3333[[[[−−−−

的最大值与最小值....

解 ),),),),1111)()()()(2222((((6666))))(((( −−−−++++====′′′′ xxxxxxxxxxxxffff∵ 解方程 ,,,,0000))))(((( ====′′′′ xxxxffff

得 ....1111,,,,2222 22221111 ====−−−−==== xxxxxxxx

计算 ;;;;23232323))))3333(((( ====−−−−ffff ;;;;34343434))))2222(((( ====−−−−ffff

;;;;7777))))1111(((( ====ffff ;;;;142142142142))))4444(((( ====ffff

最大值 ,,,,142142142142))))4444(((( ====ffff 最小值 ;;;;7777))))1111(((( ====ffff比较得


