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求解摩擦接触问题的 IGA-B 可微方程组方法 
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摘  要：该文将等几何分析(Isogeometric analysis，简称 IGA)和 B 可微方程组方法相结合，提出了求解弹性摩擦

接触问题的 IGA-B 可微方程组方法。其中，接触边界的几何形状由非均匀有理 B 样条(NURBS) 精确描述；接触

条件则表示成 B 可微方程组的形式，可被严格满足，且在一定条件下求解该方程组的算法收敛性有理论保证。数

值算例验证了该文方法用于求解弹性摩擦接触问题的有效性，计算精度较高，通过与 ANSYS 软件中的接触模型

相比，计算自由度数可以大量节约。 
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ANALYSIS OF FRICTIONAL CONTACT MECHANICS PROBLEMS BY 
IGA-B DIFFERENTIAL EQUATION METHOD 
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(1. Faculty of Infrastructure Engineering, Dalian University of Technology, Dalian, Liaoning 116024, China;  

2. Institute of Nuclear Energy Safety Technology, CAS, Hefei, Anhui 230031, China) 

Abstract:  In order to solve a frictional contact problem, the isogeometric analysis combined with B differential 

equation method (IGA-BDE method) is developed. The geometry of boundaries of two contact bodies are 

represented accurately by NURBS. The contact conditions are formulated as a B differential equation and satisfied 

rigorously, and the convergence of algorithm to solve the B differential equation is guaranteed by the theory of 

mathematical programming. Numerical results validate the effectiveness and accuracy of the proposed IGA-BDE 

method to solve the elastic frictional contact problems. In contrast with the finite element method by employing 

an ANSYS contact model, the number of degree of freedom can be saved to a great extent. 

Key words:  elastic frictional contact problem; IGA-B differential equation method; Isogeometric analysis; B 
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接触问题是计算力学领域最具挑战性的问题

之一，其难点在于接触边界和接触状态均事先未

知，而且是随时间变化的，属于状态非线性问题。

摩擦接触条件是单边性的不等式约束，使得系统的

泛函具有非线性和非光滑的特点，导致算法的收敛

性和精确性难以得到保证。有限单元法[1]作为求解

复杂工程问题的最有效的数值方法之一，也成为求

解接触问题的一种主要数值方法。但传统有限元法

采用 Lagrange 插值函数，对于曲边或曲面形式的物

体边界形状，拟合精度较差，而在求解接触问题中，

解对边界几何形状的变化非常敏感[2]，在一些情况

下接触边界几何描述不准确会导致计算结果产生

较大的误差。 

等几何分析(IGA)由 Hughes 等[3]于 2005 年提
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出，近年来得到迅速发展，其基本思想是，直接利

用 CAD 中描述几何形体的基函数进行计算分析，

避免了传统有限元的二次建模。这样可以避免几何

模型与计算模型之间的误差，保留了几何模型中的

几何连续与光滑特点，在自适应分析过程中，网格

重剖分操作简单，且保持几何形状不变。 

目前，IGA 已被成功地应用到众多领域，如流

体力学与流固耦合问题[4]、结构动力学问题[5]、板

壳问题[6]、电磁场问题[7]等。IGA 对接触问题的应

用还处于起步阶段[8]，Lu[9]首先提出了接触问题等

几何分析的框架，采用 NURBS 基函数进行几何描

述和分析，发展了满足变分一致性的面-面光滑接触

算法。Temizer 等[10]提出了基于 IGA 的点-面接触算

法，对无摩擦有限变形热弹接触问题进行了定性研

究。De Lorenzis 等[11]利用 IGA 成功解决了二维大

变形摩擦接触问题。De Lorenzis 等[12―13]进一步将

IGA用于三维无摩擦大变形接触问题和有摩擦接触

问题。Kim[14]为了解决 IGA 框架下接触面的确定问

题，提出了一种新的接触匹配算法。 

针对接触约束条件，目前主要采用罚函数    

法[10―11]、拉格朗日乘子法[9,13―14]或增广拉格朗日乘

子法[12]将接触约束条件引入到系统的总泛函，再根

据虚功原理或变分原理得到系统的整体平衡方程，

求解过程实际就是接触状态的迭代过程。罚函数法

是一种近似方法，允许接触体之间出现嵌入，罚因

子的选取对计算结果的精度和收敛性影响很大。拉

格朗日乘子法可以精确满足接触条件，拉格朗日乘

子的力学意义是接触力。增广拉格朗日乘子法通过

引入高次罚因子，改善了收敛性。在迭代方法[15]

中，一般利用经典的 Newton-Raphson 迭代方法求

解平衡方程，在迭代过程中需根据接触条件修正刚

度阵和荷载项。由于引入接触力泛函使得系统的总

泛函是非光滑的，这就会导致当采用迭代法求解复

杂接触问题时，尤其是三维摩擦接触问题，适用于

光滑函数的 Newton-Raphson 迭代方法的收敛性就

难以得到保证。 

数学规划法则将接触约束条件表示成线性互补

模型[16―17]、非线性互补模型[18―19]、B-可微方程组[20]

等形式，同时求解平衡方程组及接触方程组。数学

规划法在处理满足一定条件的非光滑函数最小化

问题时，其收敛性是有保证的。在数学规划方法中，

线性互补模型对三维摩擦接触条件做了一定的简

化，即采用正多边棱锥来近似库仑摩擦圆锥，降低

了解的精度。非线性互补模型、B 可微方程组模型

则可精确满足库仑摩擦接触条件。 

因此本文提出了 IGA-BDE 方法，该方法解决

了有限元方法无法精确描述接触面的几何形状的

难题，与其他模拟接触条件的方法相比，该方法严

格满足接触条件，收敛性有理论保证。 

1  摩擦接触问题的基本描述 

本文假定物体变形在线弹性范围内，且为小变

形、小应变、小转动，两接触体之间的间隙相比于

接触体尺寸很小，物体接触面经过离散后，采用点

对接触模型来进行接触条件的判断和施加。接触系

统由接触体 1 和 2 组成。接触体Ω ( =1, 2)i i 上的

给定位移边界和外荷载边界分别用 i
uS 和 q

iS 表示，

两接触体上的可能公共接触边界用 c
iS 表示，在接触

体 2 的可能接触面 2
cS 上定义局部坐标系 nab，其

中向量 n为可能接触面 2
cS 的外法向，由接触体 2

指向接触体 1 ，而向量 、a b表示可能接触面 2
cS 上

的两个任意垂直的向量。由于摩擦接触问题是非线

性问题，因而需采用增量形式的控制方程进行求

解，所用到的符号说明及度量定义如下：变量前面

加 d 表示该变量的增量，变量前面加Δ表示两接触

体上该变量的相对差值，上标 1 和 2 分别表示接触

体 1 和 2 ，下标 n a b、 、 分别表示局部坐标系下

的变量分量，u表示位移， 表示应力。局部坐标

系中可能接触点对的相对位移及相对位移的增量

定义如下： 
1 2 0 1 2, , , ,i i i i i i iu u u u du du du i n a b          (1) 

其中， 0
iu 为可能接触面之间的初始间隙。 

局部坐标系下的摩擦接触条件包括：1) 两接触

面上的接触应力大小相等、方向相反，因而可采用

作用在一个接触面上的接触应力来进行接触判断

和计算接触应力所做的功；2) 在法线方向上，接触

应力为压应力，且不能相互嵌入，在下面的分析中，

假定正值表示接触应力为压应力；3) 在接触面切线

方向上，采用库仑摩擦定律，即切向接触应力不超

过法向接触应力与摩擦系数的乘积，且滑动位移向

量与切向接触应力向量在一条直线上，但方向相反。 

2  NURBS 基函数与几何形体描述 

2.1  B 样条与 NURBS 基函数 

B 样条是样条曲线一种特殊的表示形式，它是
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B 样条基函数的线性组合。B 样条基函数 , ,i pN  

0 ,1 , ,i n  是定义在节点向量 0 1( , ,   , )n
上的一组可具有高阶连续性的函数。一维 B 样条基

函数可由 Cox-de Boor 公式[21]，递归的方式进行  

定义： 

1
,0

, , 1

1
1, 1

1 1

1 , [ , ]

0 ,

( )

( ) , 1

i i
i

i
i p i p

i p i

i p
i p

i p i
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≥

否则

      (2) 

其中：p 为基函数的阶次； i 是节点；i 是节点编号。 

节点向量由非减的节点序列组成，如果一个

节点向量的第一个和最后一个节点是 p+1 重的，则

称之为开放节点矢量[22]，基于开放节点矢量的 B 样

条基函数在节点向量的端点处具有插值性，它是

CAD 的设计标准，因此本文采用的是开放节点   

矢量。 

二维、三维 B 样条基函数可由一维 B 样条基函

数以张量积的方式形成： 
,

, , ,( , ) ( ) ( )p q
i j i p j qN N N                 (3) 

, ,
, , , , ,( , ) ( ) ( ) ( )p q r

i j k i p j q k rN N N N           (4) 

其中： , , ,( ) ( ) ( )i p j q k rN N N  、 、 分别为不同方向

上独立的一维 B 样条基函数。 

非均匀有理B样条(NURBS)基函数是在B样条

基础上采用有理分式和引入权的方式构造的基函

数。一维、二维和三维的 NURBS 基函数见式(5)、

式(6)、式(7)。 
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式中： , , ,i i j i j k  、 、 是与 NURBS 几何形状相关

的权值； u v wn n n、 、 分别为  、 、 向 B 样条基

函数个数。 

基于开放性节点矢量(0,0,0,1,2,3,4,4,4)的二次

NURBS 基函数如图 1 所示。 

 

图 1  二次 NURBS 基函数 

Fig.1  Quadratic NURBS basis function 

NURBS 基函数通过改变权值可以更准确地建

立二次曲线或曲面，如圆锥曲线和曲面；如果权值

相同，NURBS 基函数将退化为 B 样条基函数。 

NURBS 基函数具有单位分解性、线性无关性、

紧支性、高阶连续性、非负性、递归求导性、保形

细分等性质。其中高阶连续性有利于构造高阶未知

变量场，可更好地刻画未知变量场的局部变化，非

负性可使得采用高阶单元具有重要的意义，求解接

触问题时，能够保证各点的接触应力为正值。  

2.2  基于 NURBS 基函数的几何形体描述 

基于 NURBS 基函数的一维、二维和三维几何

形体的参数表达式，如式(8)、式(9)、式(10)所示： 
u

0

( ) ( )
n

p
i i

i

C R P 
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u v
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S R P   
 

             (9) 

u v w
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n n n
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i j k i j k

i j k

V R P     
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其中， iP 、 ,i jP 、 , ,i j kP 为 NURBS 几何形体的控制点。 

典型的二次 NURBS 曲线如图 2 所示，其中的

黑圆点·表示控制点位置，所采用的基函数如图 1

所示。 

 

图 2  二次 NURBS 曲线 

Fig.2  Quadratic NURBS curve 
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3  弹性接触系统的 IGA-BDE 方法  
求解 

弹性接触系统增量形式的虚功方程可写为： 

1 2 1 2

1 2 1 2
c c

1 2

1 2 1 2

d d d d d d

d d d [d ( d d )

d ( d d ) d ( d d )]d 0

q q

ij ij i i

i i n n nS S S S

a a a b b b

b u

q u S u u

u u u u S

   

   

     

   

 

   

  

   

 
   

(11) 

 d d : d di u i i i i uu D u u u x S             (12) 

其中： d iu 表示位移增量； d d di i iu q b、 、 分别表示

给定的位移增量、面力增量、体力增量；d dij ij 、

分别表示应力增量和应变增量； uD 表示可行位   

移集。 

3.1  等几何离散 

由于结构的几何形状是采用 NURBS 描述的，

根据等几何方法的思想，通过对节点向量进行划

分，可获得有限元离散网格，并且 NURBS 也作为

位移场的插值函数。这样几何形状描述和计算分析

都采用统一的 NURBS 基函数，实现 CAD 与 CAE

的紧密结合。 

式(11)是整个系统的虚功方程，对于系统的离

散形式，需要将计算域划分成小的单元。如果计算

域采用的是 NURBS 进行描述，并使用 NURBS 单

元进行弱化，则称为等几何离散。NURBS 单元是

由 NURBS 基函数的紧支性衍生出来的，并非二次

建模所产生的。IGA 与传统有限元类似，也包含单

元分析和整体组装两个方面。 

接触系统经等几何离散后，式(11)可写为： 

1 2 1 2

1 2 1 2
c c

1

2 1 2

d d d d d d

d d d [d ( d
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e e e e
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1 2d ( d d )]d 0b b bu u S                  (13) 

在进行单元分析时，需要构造变量场，IGA 的

核心思想是利用等几何模式构造变量场，其本质与

传统有限元中的等参思想相同，即利用与几何形体

相同的方法描述变量场： 

d de e eNu u              (14) 

其中： 

1 s 2 s 3 s s

1 2 3

[ , , , , ]

d {d , d , d , , d }

e
ncp

e
ncp

N N N N 




N Ι Ι Ι Ι

u u u u u



    
  (15) 

式(14)左端项表示 NURBS 单元内任一点的位

移增量，右端项分别表示与 NURBS 单元相关联的

控制点基函数和控制点位移增量。 

将式(14)代入式(13)，并进行整体组装可以得到

系统的平衡方程： 

d d d 0  K u R P                 (16) 

其中： d d dK u R P、 、 、 分别表示结构的刚度阵、

节点位移增量、外荷载增量和接触力增量。 

3.2  摩擦接触条件的 B 可微方程组表示形式 

基于小变形、小位移的假设，本文采用点对模

型进行接触条件的判断和施加。以 i 表示可能接触

的点对编号， NC 表示可能接触点对总数，
i i i
n a bp p p、 、 分别表示接触点对 i 处的法向和沿

a b、 轴的两个切向接触力， d d di i i
n a bu u u  、 、 分

别表示接触点对 i 处的法向相对位移和切向相对位

移增量，则摩擦接触条件的 B 可微方程组(BDE)[20]

表示形式如下： 

2 min{ , } 0i i i
n nH r u p              (17) 

3 ( ) 0i i i
a aH p p r                (18) 

4 ( ) 0i i i
b bH p p r                (19) 

式中： 

( ) d , ( ) di i i i i i
a a a b b bp r p r u p r p r u           (20) 

2 2min{ max{ ,0} / ( ) ( ) , 1}i i i
n a bp p p     (21) 

其中： 1, 2 , ,i NC  ； r 取正值，式(17)是法向

接触条件，式(18)、式(19)分别为切向接触条件。  

将式(17)、式(18)、式(19)所表示的接触条件与

平衡方程式(16)联立，就可得到弹性静力摩擦接触

系统的控制方程，统一记为： 
T T

1 2 3 4( ) { , , , } {0,0,0,0}H x H H H H       (22) 

式中： 1 0H  表示平衡方程式(16)，变量 x表示系

统的未知量，包括节点位移和接触点对的接触力向

量。对于式(22)，可采用 B-可微阻尼牛顿法[23]进行

迭代求解，该算法的收敛性有理论保证。 

式(22)中，平衡方程的个数是 NDOF 个(NDOF

表示系统总自由度个数)，接触方程个数为3*NC个。

对于弹性接触问题，当接触点对个数较少时，为了

提高求解效率，可以将平衡方程式(16)凝聚到接触边 
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界上，得到以接触点对相对位移和接触力表示的凝

聚形式，见式(23)。 

L

d d d

d d d

d d d

n n n

a a a

b b b

u P q

u P q

u P q

     
            
          

F        (23) 

L T GF T F T                     (24) 

其中：FL，FG分别表示局部坐标系下和整体坐标系

下的接触柔度阵，即作用在接触点对上的一对单位

接触力所产生的相对位移；d ( , , )iq i n a b 表示外荷

载增量引起的接触点对相对位移增量；T 表示接触

点对处定义的全局坐标系 xyz 和局部坐标系 nab 之

间的坐标转换矩阵。然后利用 B-可微阻尼牛顿法求

解 接 触 条 件 对 应 的 B 可 微 方 程 组 即
T T

2 3 4{ , , } {0 , 0 , 0}H H H  得到接触力，在求解过

程中，要用到接触柔度阵 FL，再将接触力代入平衡

方程求出接触体的位移。 

对于接触点对较多的情形，则可采用变量替换

的方法 [24]，在每次迭代过程中，根据接触条件

0 , 2 , 3 , 4iH i  ，修改平衡方程 1 0H  ，然后求

解修改后的平衡方程。 

3.3  接触柔度阵的求解 

接触柔度阵FG可通过在每个接触点对处依次施

加 x、y、z 方向的单位接触力对，即在接触体 Ω1和

Ω2上的相应接触点对处依次分别作用值为 1和1的

力，然后计算每个接触点对的相对位移而获得。 

图 3 为用 NURBS 基函数建立的两个曲梁接触

问题计算模型，其中实心圆点和虚线分别表示控制

点和控制点网格，环向中间曲线为接触区域。从  

图 3 可以看出，控制点并不全在接触体实体上，即

控制点变量并不代表对应位置的场值，而在求解接

触柔度阵时，单位接触力对需要施加在接触点对所

对应的实体节点上的，因此如何将实体节点上的单

位接触力等效为相关的控制点荷载，成为采用 IGA 

方法求解接触问题的一个难题。 

本文根据虚功原理将单位接触力等效为相关

的控制点荷载，以接触点对 i 为例，根据虚功原理： 

1

, 1 , 2 , ,
NCtp

i i ij ij
j

P u P u i NCp 


       (25) 

其中：Pi 表示接触点 i 处施加的单位接触力； iu 表

示在接触点 i 处的虚位移； ijP 表示在接触点 i 处施

加单位接触力时在控制点 j 处的等效集中力； iju 表

示在接触点 i 处施加单位接触力时在控制点 j 处产生

的虚位移；NCtp 控制点个数，NCp 接触点对个数。 

Ω1

Ω2

 

图 3  曲梁接触问题的控制点网格及 NURBS 单元 

Fig.3  The control points net and NURBS element of curve 

beam contact problem 

接触点处的虚位移 iu 与控制点处的虚位移 iju

有如下关系： 

1

NCtp

i ij ij
j

u N u 


               (26) 

根据 NURBS 基函数的非负性，在接触点 i 处

的基函数 Nij 可分为两部分，一部分是恒为零的基

函数 zz
ijN ，一部分是不恒为零的基函数 nz

ijN 。恒为

零的基函数对应的控制点虚位移对接触点 i 处的虚

位移没有贡献，所以式(26)进一步可写成： 

1

Nnz
nz

i ij ij
j

u N u 


               (27) 

其中，Nnz 表示非零基函数的个数。 

将式(27)代入式(25)，可得： 

1 1

, 1 , 2, ,
Nnz Nnz

nz
i ij ij ij ij

j j

P N u P u i NCp 
 

         (28) 

根据 iju 的任意性， 

, 1 , 2 , , 1 , 2 ,nz
ij i ijP PN i NCp j Nnz   ； (29) 

式中： ijP 便是作用在控制点上的等效集中力，然后

代入接触体的平衡方程求得控制点处的位移，再通

过式(1)求出接触节点的相对位移。对每个接触点对

x、y、z 方向循环，就可以获得接触边界处的柔度

阵 GF 。 

接触体的接触力通过求解凝聚之后的 B 可微方

程组获得，由于接触力是作用在接触点对处的力，

不能直接用于平衡方程，需要由式(29)将节点接触力

等效为控制点荷载，然后代入平衡方程求节点位移。 

4  数值算例 

4.1  Hertz 接触问题 

为了验证本文算法的精度，选取典型的 Hertz

接触问题进行对比分析，即圆柱体-面接触问题，其

模型如图 4 所示，圆柱体半径 R=8 m，弹性模量
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E=1000 Pa，泊松比 =0.3，外荷载 P=240 N。 

 

图 4  圆柱体-面接触 

Fig.4  Contact of the body and surface 

根据 Hertz 接触理论，接触区域半径 a 为

1.49 m，本文算法计算出的接触区域半径 a 为

1.50 m，与解析解相当吻合。 

本文算法计算出的接触力与 Hertz 解析解计算

结果如图 5 所示。由图 5 可见，本文算法计算结果

与解析解十分吻合。 

 
图 5  计算结果与解析解的比较 

Fig.5  Comparison of numerical and analytical results 

4.2  三维悬臂梁接触问题 

为了验证本文算法在求解 3D 摩擦接触问题时

的精确性，选取如图 6 所示的两个 3D 悬臂梁进行

分析。如图 6 所示，虚线部分为接触面，两个梁之

间的初始间距为 0，在上部梁 1 顶部两侧端点 A、B

处沿 x、y、z 向施加集中力，大小均为100 kN。材

料参数为：弹性模量 30 GPa，泊松比 0.3，摩擦系数

为 0.5。本算例中，IGA-BDE 方法采用 2 阶 NURBS

基函数，ANSYS 采用 20 节点 SOLID95 实体二次单

元，采用增广拉格朗日法施加接触约束条件。 

表 1中列出了 IGA-BDE方法与ANSYS点点接

触模型计算出的各个方向上接触力总和，两种方法 

 

 

计算出的各方向接触力总和的最大相对误差为

2.34%。 

接触面

4.8 m1.2 m

2.
0 

m

1

A
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固
定
端

x

z
y

2

 

图 6  悬臂梁的几何尺寸 

Fig.6  Contact of two cantilever beams 

图 7~图 9 分别为采用两种方法得到的在梁 1 的

接触面上 x、y、z 三个方向的位移分布图，由图 7~图

9 可见两种模型计算出的位移分布与大小基本相同。 

表 1  不同接触模型接触面上总的接触力 

Table 1  Total contact forces for difference models 

接触力/kN 接触 

模型 x 方向 y 方向 z 方向 

IGA-BDE 59.352 48.370 168.998

ANSYS-NTN 60.742 49.404 171.730 

相对误差 IGA-BDE ANSYS-NTN

IGA-BDE

F F

F


/(%) 2.34 2.14 1.62 

 

(a) IGA-BDE 方法 

 

(b) ANSYS 点点接触模型 

图 7  x 向位移分布图 

Fig.7  Distribution of x-displacement 
Uy
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(a) IGA-BDE 方法 
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(b) ANSYS 点点接触模型 

图 8  y 向位移分布图 

Fig.8  Distribution of y-displacement 

 

(a) IGA-BDE 方法 

 

(b) ANSYS 点点接触模型 

图 9  z 向位移分布图 

Fig.9  Distribution of z-displacement 

4.3  三维曲梁接触问题 

两个三维曲梁叠放，曲梁几何尺寸如图 10 所

示，在梁 1 顶部沿 x、y、z 三方向施加集中荷载，

数值均为-100 kN。曲梁的材料参数：弹性模量

30 GPa，泊松比 0.3，摩擦系数为 0.5。 

1

2

 
图 10  曲梁的几何尺寸 

Fig.10  Contact of two curve beams 

IGA-BDE 方法采用 2 阶 NURBS 基函数描述曲

梁初始几何模型，并对初始等几何模型利用 h-细分

策略进行细分，得到从粗到细的 5 种尺寸单元的计

算模型，如表 2 所示。针对每一种单元网格尺寸，

在 ANSYS 中也利用二次单元划分与之相对应的有

限元模型。不同网格密度模型的计算自由度个数与

单元个数之间的关系如图 11 所示。从图 11 可以看

出随着单元数量的增加，ANSYS 中 Lagrange 单元

模型中的计算自由度迅速增加，而 IGA-BDE 方法

中 NURBS 单元模型的计算自由度增速明显缓慢，

对于相同的单元个数，IGA-BDE 方法消耗更少的计

算自由度。这是因为 NURBS 基函数的高阶连续性

使单元间有更多的共享自由度。 

表 2   计算模型网格密度 

Table 2  The grid density of difference calculation models 

网格数 计算 

网格 径向 环向 厚度方向 

1 2 2 2 

2 4 4 4 

3 8 8 8 

4 8 16 8 

5 8 32 8 
计

算
自

由
度

个
数

 
图 11  计算自由度数量与单元数量关系图 

Fig.11  Number of DOFs vs number of elements 

选取接触面中点处、左端端点处各两个接触点

作为典型点，典型点均属于上部曲梁 1 。图 12 为

采用不同模型计算得到的曲梁典型点处的竖向位

移结果对比，由图可见在两种计算模型得到的结果

趋于稳定值时，IGA-BDE 方法与 ANSYS 点点接触

模型、ANSYS 面面接触模型相比消耗的计算自由

度数要减少很多。 

由于 IGA 方法可采用较少的控制点来精确刻

画二次曲线，因而在同样的网格密度条件下

IGA-BDE方法中的接触点对个数会少于ANSYS点

点接触模型中的接触点对个数，可使得凝聚之后的

BDE 阶数不会太高，提高了接触迭代计算效率。但

是过少的接触点对可能会导致 IGA-BDE 方法得到

的解的精度低于 ANSYS 点点接触模型，如表 2 中

网格 1、网格 2 的情形，但从图 12 可见当网格密度

较大时，如表 2 中网格 3~网格 5，IGA-BDE 方法可



42 工    程    力    学  

采用较少的计算自由度和接触点对个数，获得较高

的精度和接触迭代计算效率。 

 

(a) A 点竖向位移 

 
(b) B 点竖向位移 

y向
位
移

/(
m

)

 

(c) C 点竖向位移 

IGA-BDE
ANSYS-NTN
ANSYS-STS

0 10000 20000 30000 40000 50000 60000

-1.6

-1.4
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-1.0

-0.8

自由度  

(d) D 点竖向位移 

图 12  不同模型典型点位移对比 

Fig.12  Comparison of displacements at typical contact nodes 

for difference models 

为了进一步对比本文算法与 ANSYS 中不同接

触模型的收敛性与接触迭代计算效率，在对计算网

格 4进行分析时将ANSYS中罚因子分别取为 0.01、

10。表 3 列出了 IGA-BDE 方法和 ANSYS 点点、面

面接触模型取不同罚因子时的收敛情况与迭代时

间。由表 3 可见，当罚因子取 10 时，ANSYS 点点

接触模型不收敛，IGA-BDE 方法和 ANSYS 面面接

触模型的收敛性要优于 ANSYS 点点接触模型；

IGA-BDE 方法的接触迭代耗时要比 ANSYS 点点、

面面接触模型少，并且 ANSYS 接触模型接触迭代

耗时受罚因子的影响。 

表 3  IGA-BDE 与 ANSYS 计算结果 

Table 3  The list of results of IGA-BDE and ANSYS 

ANSYS-NTN FKN ANSYS-STS FKN
计算网格 4 IGA-BDE

0.01 10 0.01 10 
收敛性 收敛 收敛 不收敛 收敛 收敛 

迭代耗时/s 3.7 11.8 — 9.3 36.5 

5  结论 

对于弹性摩擦接触问题，IGA-BDE 方法可精确

描述物体接触边界，获得精确的计算模型，对模型

进行细分时，具有细分保形性，并能严格满足接触

条件，收敛性有理论保证。圆柱体-面接触算例表明：

IGA-BDE 方法计算精度较高。IGA-BDE 方法与

ANSYS 中的接触模型相比，收敛性稳定，接触迭

代效率较高。由于该算法具有计算精度高、收敛性

稳定的特性，对于包含曲面接触的工程问题，将具

有较好的应用前景。 
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