惯性平台自标定中惯性仪表安装误差可观测性分析
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摘要：针对惯性平台自标定中惯性仪表安装误差可观测性问题，深入研究了系统模型与平台坐标系对惯性仪表安装误差可观测性的影响。根据不同系统动力学模型和观测量构建了四种系统模型。从可观测性定义出发，分析与判断了惯性仪表安装误差在不同系统模型和不同平台坐标系下的可观测性。理论分析和仿真结果均表明惯性仪表安装误差在以下两种情况完全可观：1）观测量为平台框架角和加速度计输出，系统动力学模型为框架角模型，平台坐标系以平台六面体为基准定义；2）观测量为加速度输出，系统动力学模型为姿态角或失准角模型，平台坐标系以加速度计敏感轴为基准定义。
关键词：可观测性；安装误差；自标定；惯性平台
中图分类号：V448. 12      文献标志码：A　　　文章编号：
Observability analysis for misalignments of inertial sensors in inertial platform self-calibration
Ding Zhijian, Cai Hong, Zhang Wenjie
(College of Aerospace Science and Engineering, National University of Defense Technology, Changsha, 410073, China）
Abstract: The observability of inertial sensor misalignments in inertial platform self-calibration problem was analyzed, highlighting the effects of the system model and platform coordinate frame on observability. Based on different system dynamic models and measurement vectors, four system models were built up. The observability of inertial sensors misalignments in different models with different definition of platform coordinate frame was investigated. The theory conclusions and simulation results showed that: the system is observable only in two conditions: 1) the system measurement models was built up with platform angles and accelerometer triad outputs, the system dynamic model was built up with platform angles and the platform coordinate frame should be defined with the benchmark hexahedron of platform; 2) the system measurement models was built up only with accelerometers triad outputs, the system dynamic models was built up with platform attitude or misalignment models and the platform coordinate frame should be defined with the accelerometer sensor axes. 
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惯性仪表安装误差是高精度惯性平台主要误差源之一，故使用前需对其进行标定与补偿。然而传统的惯性平台多位置自标定[1-2]或多位置静漂[3-4]等方法均无法有效地标定惯性仪表安装误差。
惯性平台连续翻滚自标定技术[5-10]是一种高精度惯性平台自标定方法。通过框架系统控制平台在1g重力场内连续翻滚，利用Kalman滤波技术完成平台姿态角（或失准角）、惯性仪表安装误差以及仪表自身误差等众多误差项的标定与补偿，提高惯性平台使用精度。相对于多位置自标定和多位置静漂自标定方法，连续翻滚自标定技术能够有效地分离出惯性器件安装误差，且标定精度较高，故引起了广泛的研究。

然而，不同文献[4-11]对惯性平台连续翻滚自标定问题建立了不同的系统模型。其中系统动力学模型有平台失准角模型[5-7]、框架角模型[11]和姿态角模型等多种模型，观测模型存在加速度计输出模型[5-10]和框架角模型[4]

 REF _Ref418003029 \r \h 
 \* MERGEFORMAT [11]等不同模型。由不同的动力学模型和观测模型可以构建多种系统模型。而模型的不一致，会造成仪表安装误差的可观性不同。不合适的系统模型会降低仪表安装误差的可观度，甚至导致其不可观。此外，上述文献关于平台坐标系存在两种不同定义：一种以平台六面体为基准定义[11]；另一种以石英加速度计输入轴为基准定义[5]。不同的平台坐标系定义会导致惯性仪表（加速度计和陀螺仪）安装误差矩阵不同，例如加速度计安装误差矩阵，在前者定义方式下存在六项安装误差角，而后者只有三项安装误差角。进而会影响惯性仪表安装误差的可观性。
针对上述两个问题，本文以惯性平台连续翻滚自标定问题为研究对象，根据不同的系统动力学模型和观测模型建立了四种可行的系统模型。从可观性定义角度出发，以系统唯一解的存在与否为判据，分别分析了惯性仪表安装误差在各个系统模型和不同平台坐标系定义下的可观性。通过仿真对理论分析结果进行了验证。最后，给出了满足仪表安装误差可观的条件。
1  惯性平台自标定模型
1.1  相应坐标系定义
假设惯性平台为三轴平台，其三个单自由度积分陀螺仪和三个石英加速度计以平台六面体为基准安装于惯性平台之上。为了分析问题简便，定义下述坐标系：
1）导航系（n系）：以当地地理系作为导航坐标系，即北-天-东坐标系。

2）平台基座坐标系（r系）：以惯性平台基座为基准建立，其与导航坐标系之间存在基座安装误差角
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。假设
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为小角度，则由n系到r系姿态转移矩阵
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其中
[image: image5.wmf]C

表示坐标系之间转移矩阵，
[image: image6.wmf]I

为3阶单位矩阵。

3）以平台六面体为基准定义的平台坐标系（ps系）：以平台六面体三个正交轴为基准，建立平台坐标系。不考虑框架安装误差，当框架均处于零位时，ps系的三个轴与平台三个框架轴平行。
4）以石英加速度计输入轴为基准定义平台坐标系（pa系）：取平台几何中心O为原点；OXpa轴与X石英加速度计敏感轴平行；OYpa轴平行于X和Y石英加速度计敏感轴所确定的平面，并与OXpa轴垂直；OZpa轴与OXpa轴和OYpa轴构成右手坐标系。

5）加速度计敏感轴坐标系（sa系）:该坐标系是非正交坐标系，坐标轴与三个石英加速度计敏感轴平行。
6）陀螺仪敏感轴坐标系（sg系）:与加速度计坐标系定义类似，定义sg系三个坐标轴分别与三个陀螺仪敏感轴方向平行。
7）计算平台坐标系（c系）：定义计算机建立的数学平台坐标系为计算平台坐标系，其与平台坐标系之间存在失准角
[image: image7.wmf]ψ

，则c系到p系的坐标转移矩阵为
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1.2  惯性仪表安装误差矩阵

根据上述定义可以看出，从惯性仪表敏感轴坐标系（sa系与sg系）转到平台坐标系（ps系或pa系）需要经历两个过程：“扶正”和“转动”。其中“扶正”是指将非正交的敏感轴坐标系正交化过程。定义正交化后的坐标系满足X轴与惯性器件的X敏感轴平行，Y敏感轴与正交化坐标系的XY平面平行。假设所有非正交角均满足小角度假设，根据定义，加速度计和陀螺仪“扶正”矩阵
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其中
[image: image12.wmf]aT
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与
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分别为加速度计和陀螺仪非正交安装误差角矢量；
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x

为由
[image: image15.wmf]x

构成的下三角矩阵。“转动”指将正交化后的坐标系转至平台坐标系过程。故仪表安装误差矩阵
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其中
[image: image19.wmf]aC

θ

与
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表示从正交系到平台坐标系的误差角矢量。根据平台坐标系的不同定义，式[image: image21.wmf](
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中的矩阵 GOTOBUTTON ZEqnNum532830  \* MERGEFORMAT 与
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有不同的表达式，进而引起仪表安装误差存在不同形式。
1）平台坐标系（p系）为ps系
当ps系为平台坐标系时，矩阵
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将式(4)

代入上式且忽略小角度乘积，有(3)

、式


[image: image26.wmf][

]

(

)

[

]

(

)

[

]

[

]

(

)

(

)

ps

saaCaTaCaT

ps

sggCgTgCgT

=-´+»-´+

éùéùéùéù

=-´+»-´+

ëûëûëûëû

CI

θ

I

θ

I

θ

θ

CI

θ

I

θ

I

θ

θ


 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (6)

从式(6)

中可以看出，当以六面体为基准定义平台坐标系时，加速度计和陀螺仪组件各存在6项安装误差角。
2）平台坐标系（p系）为pa系

当选择pa系作为平台坐标系时，根据相关定义，
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其中上标*用于区分在pa系下和ps系下陀螺仪的非正交安装误差角矢量
[image: image30.wmf]gC

θ

。

将式(7)

，忽略小量乘积，有(4)

代入式(3)

和式
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从式(8)

中可以看出，当以石英加速度计输入轴为基准定义平台坐标系时，加速度计有3项安装误差，陀螺仪有6项安装误差角。
此外，根据pa系定义和式(5)

，有
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忽略小量乘积，有
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式(8)

反应了惯性仪表安装误差矩阵与平台坐标系定义之间的关系。从中可以看出，平台坐标系定义不同会导致惯性仪表安装误差角个数的不同，进而引起仪表安装误差矩阵的差别。特别的，当pa系为平台坐标系时，加速度计安装误差角个数可从6项降低为3项。(6)

与式
1.3  系统模型

由于系统观测量选取不同以及平台坐标系定义不同，惯性平台连续翻滚自标定存在不同系统模型，其中系统动力学模型有失准角、框架角和姿态角等模型，观测模型有框架角、加速度计等模型。
为了简化分析，假设惯性仪表自身误差已由多位置等标定方案标定并已予补偿。

1）系统运动学方程

惯性平台失准角运动学方程[5]可写为


[image: image34.wmf][

]

pp

cpsgcc

=»D-´

ψ

ω

C

ω

ω

ψ

&


 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (11)

其中
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为平台指令角速度。
平台框架角运动学方程[11]为
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其中
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表示平台三个框架角；
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为框架角耦合矩阵，具体形式见文献[10]；
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为平台基座角速度。

考虑到平台基座安装误差角，基座角速度可表示为
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其中
[image: image45.wmf]n

ie

ω

为地球自转角速度在导航坐标系下投影。
若式[image: image46.wmf]a

(12)

中 GOTOBUTTON ZEqnNum145585  \* MERGEFORMAT 、
[image: image47.wmf]b

和
[image: image48.wmf]g

表示为平台坐标系姿态角，则式(12)

可以改写为
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其中
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g

表示平台坐标系相对n系的姿态角。
2）系统观测方程

惯性平台自标定中，采用的观测量有平台框架角和加速度计输出等。其中框架角观测方程可写为
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不考虑加速度计自身误差时，加速度计输出可写为
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其中
[image: image56.wmf]n
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a

指加速度计输入值在地理系下的投影。若平台自标定处于1g条件下，
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，即与当地重力矢量大小相同，方向相反。
由上述系统方程和观测方程可构建不同的系统模型。
系统模型一
选择平台失准角运动方程和加速度计输出方程作为系统模型，即
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为了反映观测量与平台失准角之间联系，可采用加速度计输出误差为观测量，即
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其中
[image: image60.wmf]c
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表示加速度计输入在c系下的投影。根据式(2)

且忽略二阶小量乘积，上式可改写为
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故系统模型一可表示为
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其中仪表安装误差矩阵
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与平台坐标系的定义有关。
系统模型二
选择平台框架角运动方程和框架角观测方程以及加速度计输出方程作为系统模型，即
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其中
[image: image66.wmf]p

sg

C

和
[image: image67.wmf]sa

p

C

均与平台坐标系的定义有关。
系统模型三
选择平台框架角运动方程和加速度计输出方程作为系统模型，即
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其中
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均与平台坐标系的定义有关。
系统模型四

选择平台姿态角运动方程和加速度计输出方程作为系统模型，即
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sg

C

和
[image: image74.wmf]sa

p

C

均与平台坐标系的定义有关

综上所述，在惯性平台自标定中，根据不同的系统动力学模型和观测模型共可构建四种系统模型，而每种模型中惯性仪表安装误差矩阵形式与惯性平台坐标系的定义息息相关。
2  惯性仪表安装误差可观测性分析

针对上述四种模型在不同平台坐标系定义下惯性仪表安装误差的可观测性展开分析。
2.1  模型一可观测性分析
1）pa系为平台坐标系

根据系统模型[image: image75.wmf]p
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和 GOTOBUTTON ZEqnNum986162  \* MERGEFORMAT 与
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，系统模型一可写为
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由上式易知，模型一属于线性时变系统，其中单个时间段内系统可观测性矩阵Qj为
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当
[image: image79.wmf]c

ω

存在多个非共线值时，即可保证系统满秩。根据PWCS理论[12]，模型一在pa系定义下，系统是完全可观的。
2）ps系为平台坐标系

根据系统模型[image: image80.wmf]p

sg

C

(20)

和 GOTOBUTTON ZEqnNum986162  \* MERGEFORMAT 与
[image: image81.wmf]sa

p

C

的定义(6)

，系统模型一可写为
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考虑到式(10)

，上式可改写为
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由于
[image: image84.wmf]0
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，令
[image: image85.wmf]*

aC

=-

ψ

ψ

θ

，则上式可改写为
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上式表明，模型一在ps系的定义下，无法区分平台失准角
[image: image87.wmf]ψ

与加速度计部分安装误差角
[image: image88.wmf]aC

θ

。而
[image: image89.wmf]aC

θ

的错误估计会影响
[image: image90.wmf]gC

θ

以及
[image: image91.wmf]ψ

的估计，因此系统中
[image: image92.wmf]ψ

、
[image: image93.wmf]gC

θ

和
[image: image94.wmf]aC

θ

不可观，仅
[image: image95.wmf]aT

θ

和
[image: image96.wmf]gT

θ

可观。
综上所述，当系统采用平台失准角模型和加速度计输出构建系统模型时，平台坐标系必须以pa系为定义，否则系统不完全可观。
2.2  模型二可观测性分析

根据惯性平台工作原理，平台指令角速度信号由陀螺仪传递至平台各框架轴的力矩电机，驱动平台按照指令旋转。实际上，陀螺仪与平台框架均以平台六面体为基准进行安装，故平台框架角运动学方程中平台坐标系必须以平台六面体为基准进行定义，即模型为
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假设
[image: image98.wmf]c

ω

远大于地球自转角速度
[image: image99.wmf]ie

ω

，当
[image: image100.wmf]A
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已知时，有
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由于方程左边已知，故可利用不同
[image: image102.wmf]c

ω

下的观测值结合最小二乘算法获得陀螺仪安装误差
[image: image103.wmf]ps

sg

D
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。

另一方面，加速度计输出中
[image: image104.wmf][
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从上式可以看出，安装误差角
[image: image106.wmf]y

l

与加速度计输出和平台框架角无关，即
[image: image107.wmf]y

l

不影响系统输出，因此
[image: image108.wmf]y

l

不可观。由于
[image: image109.wmf]ps

r

C

与
[image: image110.wmf]n

in

a

均已知，故可利用最小二乘等方法获得加速度计安装误差
[image: image111.wmf]sa

ps

C

和平台基座安装误差角
[image: image112.wmf]x

l

与
[image: image113.wmf]z

l

。
综上所述，当系统模型以框架角运动学方程和框架角以及加速度计输出观测方程建模时，必须以平台六面体为基准定义平台坐标系，此时加速度计6项安装误差、陀螺仪6项安装误差和2项平台基座安装误差可观，1项平台基座安装误差不可观。

2.3  模型三可观测性分析

1）pa系为平台坐标系

根据系统模型[image: image114.wmf]p

sg

C

(22)

和 GOTOBUTTON ZEqnNum439427  \* MERGEFORMAT 与
[image: image115.wmf]sa

p

C

的定义(8)

，系统模型三可写为
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由于系统始终处于1g重力场内，故有
[image: image117.wmf]1

n

=

a

，则式(32)

可写为
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根据文献[13]可确定加速度计安装误差矩阵
[image: image119.wmf]sa
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C

。
利用
[image: image120.wmf]sa
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C

的估计值和
[image: image121.wmf]Z

构建新的观测量
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两边同时对时间求导并化简，有
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由系统运动学方程(32)

得
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相对于指令角速度
[image: image125.wmf]c

ω

，地球自转角速度
[image: image126.wmf]r

ir

ω

可忽略不计，故上式可简化为
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将上式和式(35)

，有(34)

代入式
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当
[image: image129.wmf]c

ω

为恒值时，有
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上式表明通过采集平台在不同位置下加速度计输出
[image: image131.wmf]*

1

Z

和
[image: image132.wmf]*

2

Z

即可获得陀螺仪安装误差矩阵
[image: image133.wmf]pa

sg

D

C

。
当惯性仪表安装误差均已知时，利用文献[14]可获得平台初始姿态阵
[image: image134.wmf](
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与基座安装误差角
[image: image138.wmf]λ

分离。
综上所述，模型三中仪表安装误差可观，而基座安装误差角不可观。

2）ps系为平台坐标系

根据系统模型[image: image139.wmf]p

sg

C

(22)

和 GOTOBUTTON ZEqnNum439427  \* MERGEFORMAT 与
[image: image140.wmf]sa

p

C

的定义(6)

，系统模型三可写为



[image: image141.wmf](

)

[

]

(

)

pspsr

Asgcrir

sapsn

psrin

éù

=+D-

ëû

=-´

θ

TIC

ω

C

ω

ZCCI

λ

a

&


 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (40)

上式可改写为
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假设平台上存在两个六面体，由其确定的平台坐标系为ps1和ps2两个坐标系，系统模型(41)

在上述两个坐标系下可分别写为
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和
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因为六面体与平台固连，故
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上式可以看出，系统[image: image146.wmf](
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具有相同的动力学方程和观测量。假设系统完全可观，则必然可以确定(42)

与系统 GOTOBUTTON ZEqnNum250645  \* MERGEFORMAT 与
[image: image147.wmf](
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，意味着对于同一系统存在两组不同的解，这与系统可观的假设相矛盾。因此，模型三在ps系下不可观。
因此，模型三不可观。

2.4  模型四可观测性分析

1）pa系为平台坐标系

根据系统模型[image: image148.wmf]p

sg

C

(20)

和 GOTOBUTTON ZEqnNum986162  \* MERGEFORMAT 与
[image: image149.wmf]sa

p

C

的定义(8)

，系统模型四可写为
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由于系统模型中利用姿态角代替框架角构建系统动力学模型，故模型中不包含基座安装误差。由2.3中的结论可知，此时系统完全可观。
2）ps系为平台坐标系

根据系统模型[image: image151.wmf]p

sg

C

(20)

和 GOTOBUTTON ZEqnNum986162  \* MERGEFORMAT 与
[image: image152.wmf]sa

p

C

的定义(6)

，系统模型四可写为
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由2.3中的结论，系统模型四在六面体定义下不可观。

综上所述，当系统模型以姿态角模型和加速度计输出模型建立时，为保证系统完全可观，平台坐标系必须以pa系定义，此时，系统不包含基座安装误差，加速度计3项安装误差和陀螺仪6项安装误差完全可观。

3  仿真

3.1  仿真参数

将惯性仪表安装误差设置为
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平台初始框架角为
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决定，即
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平台连续翻滚路径与文献[5]一致，即初始对准导航系，平台按照绕南旋转180°，绕东旋转90°，绕南旋转180°，绕东旋转90°顺序转动，其中转速为0.1°/s；测量噪声为1e-6g；陀螺仪测量噪声为0.1°/h；框架角测量噪声为
[image: image161.wmf]10

¢¢

。
滤波器初值为0，滤波周期为1s，其余参数根据系统进行设置，采用4阶龙哥库塔积分算法。
3.2  仿真结果

图1-28为加速度计和陀螺仪安装误差角在不同模型不同平台坐标系定义下的仿真结果，其中所有图中y轴单位为°。

1）模型一仿真结果
图1-3为模型一以pa系定义平台坐标系时滤波结果示意图。从图中可以看出，加速度计3项安装误差、陀螺仪6项安装误差滤波曲线收敛较好，估计误差较小，系统完全可观。
图4-7为模型一以ps系为平台坐标系时滤波结果示意图。从图中可以看出，
[image: image162.wmf]gC

θ

和
[image: image163.wmf]aC

θ

滤波曲线收敛至错误值，
[image: image164.wmf]aT

θ

和
[image: image165.wmf]gT

θ

滤波曲线收敛较好，估计误差较小，因此
[image: image166.wmf]gC

θ

和
[image: image167.wmf]aC

θ

不可观，
[image: image168.wmf]aT

θ

和
[image: image169.wmf]gT

θ

可观，该结论与理论分析结果一致。

综上所述，当采用失准角和加速度计输出构建系统模型时，必须以加速度计敏感轴坐标系定义平台坐标系，否则系统不可观。

2）模型二仿真结果

图8-图12为模型二在ps系为平台坐标系定义方式下的仿真结果图。从图中可以看出加速度计6项安装误差和陀螺仪6项安装误差角估计效果较好，收敛精度高。对于基座安装误差
[image: image170.wmf]λ

，由于
[image: image171.wmf]y

l

没有激励，其估值一直为零。因此，除了
[image: image172.wmf]y

l

以外，系统各项误差系数滤波效果较好。仿真结果与2.2节理论分析结果一致。

3）模型三仿真结果

图13-16为模型三在pa系为平台坐标系定义方式下仿真结果图。从图中可以看出，仪表安装误差滤波效果较好，均可观。但基座安装误差滤波曲线收敛至错误值，即不可观。图17-21为模型三在ps系为平台坐标系定义方式下的仿真结果图。从图中可以看出，除部分误差系数收敛至真值以外，大多数误差系数收敛至错误值甚至不收敛，即系统不可观。
上述仿真结果验证了2.3节中理论分析结果。
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	图 1  模型一在pa系下
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	图 2  模型一在pa系下
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Fig. 2  The flitting curve of 
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	图 3  模型一在pa系下
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Fig. 3  The flitting curve of 
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	图 4  模型一在ps系下
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Fig. 4  The flitting curve of 
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	图 5  模型一在ps系下
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Fig. 5  The flitting curve of 
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	图 6  模型一在ps系下
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Fig. 6  The flitting curve of 
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	图 7  模型一在ps系下
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Fig. 7  The flitting curve of 
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	图 8  模型二在ps系下
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Fig. 8  The flitting curve of 
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	图 9  模型二在ps系下
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Fig. 9  The flitting curve of 
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	图 10  模型二在ps系下
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Fig. 10  The flitting curve of 
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	图 11  模型二在ps系下
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Fig. 11  The flitting curve of 
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	图 12  模型二在ps系下
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Fig. 12  The flitting curve of 
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	图 13  模型三在pa系下
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Fig. 13  The flitting curve of 
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	图 14  模型三在pa系下
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Fig. 14  The flitting curve of 
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	图 15  模型三在pa系下
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Fig. 15  The flitting curve of 
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 with model 3 and pa coordinate frame
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	图 16  模型三在pa系下
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Fig. 16  The flitting curve of 
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	图 17  模型三在ps系下
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Fig. 17  The flitting curve of 
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	图 18  模型三在ps系下
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Fig. 18  The flitting curve of 
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	图 19  模型三在ps系下
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Fig. 19  The flitting curve of 
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	图 20  模型三在ps系下
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Fig. 20  The flitting curve of 
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	图 21  模型三在ps系下
[image: image234.wmf]λ

滤波曲线
Fig. 21  The flitting curve of 
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	图 22  模型四在pa系下
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Fig. 22  The flitting curve of 
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	图 23  模型四在pa系下
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Fig. 23  The flitting curve of 
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	图 24  模型四在pa系下
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Fig. 24  The flitting curve of 
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θ

 with model 4 and pa coordinate frame
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	图 25  模型四在ps系下
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Fig. 25  The flitting curve of 
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 with model 4 and ps coordinate frame
	图 26  模型四在ps系下
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Fig. 26  The flitting curve of 
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	图 27  模型四在ps系下
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Fig. 27  The flitting curve of 
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图 28  模型四在ps系下
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Fig. 28  The flitting curve of 
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 with model 4 and ps coordinate frame

4）模型四仿真结果

图22-24为模型四在pa系为平台坐标系定义方式下的仿真结果图。从图中可以看出，各项惯性仪表安装误差滤波曲线收敛较快，收敛精度高，此时系统完全可观。

图25-28为模型四在ps系为平台坐标系定义方式下的仿真结果图。从图中可以看出，除部分误差系数收敛至真值以外，大多数误差系数收敛至错误值甚至不收敛，此时系统不可观。

上述仿真结果与前一节中理论分析结果一致，充分验证了理论分析结果的正确性，也直观的反应了系统模型和平台坐标系定义方式对惯性仪表安装误差可观测性的影响。
4  结论

本文针对惯性平台自标定中惯性仪表安装误差可观测性问题，研究了系统模型、平台坐标系定义方式和惯性仪表安装误差可观测性之间的关系。通过理论推导与分析，可以得到以下结论：
1）当观测量仅为加速度计输出时，为保证系统完全可观，系统动力学模型可选择失准角模型或姿态角模型，但平台坐标系必须pa系为其定义，此时系统包含加速度计3项安装误差，陀螺仪6项安装误差，不需考虑基座安装误差。
2）当观测模型中包含平台框架角时，系统动力学模型必须选择框架角模型，平台坐标系必须按照ps系定义。此时，系统模型中包含加速度计6项安装误差、陀螺仪6项安装误差和3项基座安装误差。各仪表安装误差可观，但仅有2项基座安装误差角可观。
上述结论为惯性平台连续翻滚自标定方案中系统模型的建立和平台坐标系的选择提供了理论支撑，并可用于后续平台旋转路径设计中，具有重要意义。
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