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任意列重大围长 ＱＣＬＤＰＣ码的确定性构造
张　轶，达新宇，苏一栋

（空军工程大学信息与导航学院，陕西西安７１００７７）

　　摘　要：　针对准循环低密度奇偶校验（ＱｕａｓｉＣｙｃｌｉｃＬｏｗＤｅｎｓｉｔｙＰａｒｉｔｙＣｈｅｃｋ，ＱＣＬＤＰＣ）码中准循环基矩阵的移
位系数确定问题，提出基于等差数列的确定方法．该方法构造的校验矩阵围长为８，列重可任意选取，移位系数由简单
的数学表达式确定，编码复杂度与码长呈线性关系，节省了编解码存储空间．研究结果表明，列重和围长是影响码字性
能的重要因素．在加性高斯白噪声（ＡｄｄｉｔｉｖｅＷｈｉｔｅＧａｕｓｓＮｏｉｓｅ，ＡＷＧＮ）信道和置信传播（ＢｅｌｉｅｆＰｒｏｐａｇａｔｉｏｎ，ＢＰ）译码算
法下，该方法构造的码字在短码时可以获得与 ＩＥＥＥ８０２１１ｎ、８０２１６ｅ码相一致的性能，在长码时误比特率性能接近
ＤＶＢＳ２码．同时表明该方法对码长和码率参数的设计具有较好的灵活性．
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Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：　ｑｕａｓｉｃｙｃｌｉｃｌｏｗｄｅｎｓｉｔｙｐａｒｉｔｙｃｈｅｃｋ（ＱＣＬＤＰＣ）ｃｏｄｅｓ；ｃｏｌｕｍｎｗｅｉｇｈｔ；ｇｉｒｔｈ；ｑｕａｓｉｃｙｃｌｉｃｓｕｂｍａｔｒｉｘ；
ｅｆｆｉｃｉｅｎｔｅｎｃｏｄｉｎｇ

１　引言
　　码的结构决定了低密度奇偶校验（ＬｏｗＤｅｎｓｉｔｙＰａｒ
ｉｔｙＣｈｅｃｋ，ＬＤＰＣ）码的性能．基于循环移位矩阵构造的
ＱＣＬＤＰＣ码，其校验矩阵的准循环特性使其易于高效
编解码，码的代数结构为超大规模集成电路的实现提

供了可能，因此受到广泛关注和研究．围长是码中最小
的环长度，增大围长可以提高码字的性能．借助于计算

机搜索，人们已经提出了一些围长大于６的 ＱＣＬＤＰＣ
码构造方法［１～６］，但为了满足各种约束条件，这些准随

机方法通常花费时间长、存在失败可能，且对编解码存

储空间提出了更高要求．
针对上述问题，国内外学者对确定性构造方法的

研究屡有成果涌现．Ｔａｎｎｅｒ［７］和 ＺｈａｎｇＦａｎ［８］分别采用
群结构法、３维循环网络法构造出了围长在１０以上的
ＱＣＬＤＰＣ码，但是校验矩阵的行重只局限于特定范围
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内；ＺｈａｎｇＧｕｏｈｕａ［９］提出了基于二次函数的确定性方
法，但方程系数与行重有关，任意行重只能构造两种校

验矩阵；张国华［１０～１２］基于贪婪算法构造了围长为８的
ＱＣＬＤＰＣ码，其循环移位矩阵尺寸具有连续变化的优
点，但该方法要求准循环基矩阵首行首列元素必须为

０；ＺｈａｎｇＪｉａｎｈｕａ［１３］首次提出任意列重的构造方法，然
而固定码参数下的校验矩阵形式是唯一的．此外，以上
方法均未考虑由校验矩阵直接编码的方案，这在一定

程度上限制了它们的实际应用．
在此基础上，本文提出一种构造任意列重、围长为

８的ＱＣＬＤＰＣ码确定性方法．首先构造了列重为４的基
矩阵，分析了其围长特性；通过总结推导将特殊情形推

广，进而提出任意列重的确定性构造方法，并证明了该

码的围长至少为８；然后利用特殊的子矩阵结构实现了
由校验矩阵进行迭代编码，降低了编码复杂度；最后通

过软件仿真，验证了该方法构造的 ＱＣＬＤＰＣ码参数设
置灵活、性能优良．

２　ＱＣＬＤＰＣ码
　　ＱＣＬＤＰＣ码的校验矩阵以单位阵的循环移位阵和
零方阵为子阵，可表示为

Ｈ＝

Ｉ（ｐ１１） Ｉ（ｐ１２） … Ｉ（ｐ１ｊ）
Ｉ（ｐ２１） Ｉ（ｐ２２） … Ｉ（ｐ２ｊ）
   

Ｉ（ｐｉ１） Ｉ（ｐｉ２） … Ｉ（ｐｉｊ











）

（１）

其中：Ｉ（ｐｉｊ）表示一个 ｐ×ｐ的循环移位矩阵．把循环右
移系数ｐｉｊ写成一个矩阵 Ｐ，称为准循环基矩阵，如式
（２）所示［１４］：

Ｐ＝

ｐ１１ ｐ１２ … ｐ１ｊ
ｐ２１ ｐ２２ … ｐ２ｊ
   

ｐｉ１ ｐｉ２ … ｐ











ｉｊ

（２）

在基矩阵Ｐ中，若干个点（元素）ｐ１，ｐ２，…，ｐ２ｋ构成一
个环，则对应的Ｈ矩阵也存在与之对应的ｐ个同样大小
的环．显然，环的长度只能是大于或等于４的偶数．表示
Ｈ中长为２ｋ环的序列（ｐ１，ｐ２，…，ｐ２ｋ）满足如下定理：
　　定理１［１５］　对于基矩阵Ｐ中的序列（ｐ１，ｐ２，…，ｐ２ｋ），
其中ｐｉ和ｐｉ＋１在同一行或同一列，ｐｉ和ｐｉ＋２在不同行且不
同列，则（ｐ１，ｐ２，…，ｐ２ｋ）构成长为２ｋ环的充要条件是

∑
２ｋ

ｉ＝１
（－１）ｉｐｉ≡０ｍｏｄｐ （３）

　　短环的存在使ＬＤＰＣ码在译码时不能快速收敛，造
成误比特率（ＢｉｔＥｒｒｏｒＲａｔｅ，ＢＥＲ）性能变差．因此，为了
使校验矩阵不含长为２ｋ的环，就必须通过某种设计，使
得式（３）不成立．图１给出了６环存在的六种形状．

３　构造方法
　　将校验矩阵 Ｈ分为校验部分 Ｈａ和信息部分 Ｈｂ，
如式（４）所示：
Ｈ＝
Ｉ Ｉ（ｐ１，２） … Ｉ（ｐ１，ｍ） Ｉ（ｐ１，ｍ＋１） Ｉ（ｐ１，ｍ＋２） … Ｉ（ｐ１，ｎ）

０ Ｉ … Ｉ（ｐ２，ｍ） Ｉ（ｐ２，ｍ＋１） Ｉ（ｐ２，ｍ＋２） … Ｉ（ｐ２，ｎ）

       

０ ０ …      ＩＨａ
Ｉ（ｐｍ，ｍ＋１）Ｉ（ｐｍ，ｍ＋２） … Ｉ（ｐｍ，ｎ           ）Ｈ











ｂ

（４）
其中，Ｈａ为下三角结构，大小为ｍｐ×ｍｐ，主对角线由单
位阵构成，０表示零矩阵；Ｈｂ大小为ｍｐ×ｋｐ（ｋ＝ｎ－ｍ）．

首先考虑一种（４，ｎ）基矩阵Ｐ的配置方式：
ｐ１，ｊ＋１－ｐ１，ｊ＝ｄ１＞０，１≤ｊ＜ｎ （５）
ｐ２，ｊ＋１－ｐ２，ｊ＝ｄ２＞ｄ１，２≤ｊ＜ｎ （６）

ｐ３，ｊ＋１－ｐ３，ｊ＝ｍａｘ［（ｎ－ｊ）·（ｄ２－ｄ１）＋ｄ１＋１，（ｊ－１）
·（ｄ２－ｄ１）＋ｄ１＋１］，３≤ｊ＜ｎ （７）

ｐ４，ｊ＋１－ｐ４，ｊ＝ｐ３，ｊ＋１－ｐ３，ｊ＋１，４≤ｊ＜ｎ （８）
显然Ｐ中第１、２行元素分别构成单增等差数列．首先证
明一些引理．
　　引理１　Ｐ中无４环．
　　证明　由式（５）～式（８），对任意４≤ｉ＜ｊ≤ｎ，有

ｐ４，ｊ－ｐ４，ｉ＞ｐ３，ｊ－ｐ３，ｉ＞ｐ２，ｊ－ｐ２，ｉ＞ｐ１，ｊ－ｐ１，ｉ＞０ （９）
同理对任意２≤ｉ＜ｊ≤ｎ，Ｐ中均不存在４环．
　　引理２　Ｐ中无图１（ａ）～（ｄ）所示６环．
　　证明　根据引理１的证明过程，引理２显然成立．
　　引理３　Ｐ中无图１（ｅ）～（ｆ）所示６环．
　　证明　令Ｐ中第ｘ，ｙ，ｚ行（１≤ｘ，ｙ，ｚ≤４）构成的矩
阵为Ｐ（ｘ，ｙ，ｚ）．考虑Ｐ（１，２，３）和图１（ｅ）的情形，不失
一般性，令２≤ｉ＜ｌ＜ｊ≤ｎ．

由式（７）可得ｐ３，ｊ－ｐ３，ｌ（ｄ２－ｄ１）·ｌ＋ｄ１＋１，故
（ｐ３，ｊ－ｐ３，ｌ）＋（ｐ１，ｌ－ｐ１，ｉ）＋（ｐ２，ｉ－ｐ２，ｊ）

（ｄ２－ｄ１）·ｌ＋ｄ１＋１＋（ｌ－ｉ）·ｄ１＋（ｉ－ｊ）·ｄ２
＝（ｄ２－ｄ１）·（ｉ－１）＋１＞０

（１０）

５１８１
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因此Ｐ（１，２，３）中无图１（ｅ）所示６环，同理也不存在图
１（ｆ）所示６环．采用相同的分析方法易知 Ｐ（１，２，４）、
Ｐ（１，３，４）和Ｐ（２，３，４）的中均无６环．

将其推广至任意列重的基矩阵，令ｄｉ，ｊ＝ｐｉ，ｊ＋１－ｐｉ，ｊ，
１≤ｉ≤ｍ，ｉ≤ｊ＜ｎ，具体构造方法为：

（１）当ｍ≤４时，按照式（５）～式（８）配置Ｐ．
（２）当ｍ＞４时，设

　　　ｄ４ｋ＋１，ｊ＝ｐ４ｋ－１，ｎ－（ｎ－４ｋ）·ｄ１＋１，ｋ１ （１１）
ｄ２ｋ＋２，ｊ＝ｄ２ｋ＋１，ｊ＋１，ｋ２ （１２）

　　　ｄ４ｋ＋３，ｊ＝ｍａｘ（ｄ４ｋ＋１，ｊ＋ｎ－ｊ
＋１，ｄ４ｋ＋１，ｊ＋ｊ－４ｋ），ｋ１ （１３）

　　引理４　（ｍ，ｎ）基矩阵Ｐ中无６环．
　　证明　不失一般性，令１≤ｒ＜ｓ＜ｔ≤ｍ，２≤ｉ＜ｌ＜
ｊ≤ｎ．不妨设ｍ＝４ｗ（ｗ３），则基矩阵 Ｐ可由 ｗ个（４，
ｎ）子矩阵构成，因此行指数 ｒ、ｓ、ｔ存在以下４种关系：
①ｒ＜４ｋ＋１≤ｓ≤４ｋ＋４＜ｔ，１≤ｋ≤ｗ－２；②４ｋ＋１≤ｒ＜ｓ
＜ｔ≤４ｋ＋４，０≤ｋ≤ｗ－１；③４ｋ＋１≤ｒ＜ｓ≤４ｋ＋４＜ｔ，０
≤ｋ≤ｗ－２；④ｒ＜４ｋ＋１≤ｓ＜ｔ≤４ｋ＋４，１≤ｋ≤ｗ－１．

考虑关系①和图１（ｅ）的情形，注意到此时４ｋ＋１≤
ｉ≤４ｋ＋４，得到：

ｍｉｎ（ｐｔ，ｊ－ｐｔ，ｌ）＝（ｊ－ｌ）·ｄ４ｋ＋５，ｌ
　　　　　　＝ｐ４ｋ＋３，ｎ－（ｎ－４ｋ－４）·ｄ１＋１
ｍａｘ（ｐｓ，ｊ－ｐｓ，ｉ）＝ｐ４ｋ＋４，ｎ
ｍｉｎ（ｐｒ，ｌ－ｐｒ，ｉ）＝（ｌ－ｉ）·ｄ１
　　　　　　＝（ｎ－４ｋ－５）·ｄ













１

（１４）
因此有

（ｐｔ，ｊ－ｐｔ，ｌ）＋（ｐｒ，ｌ－ｐｒ，ｉ）＋（ｐｓ，ｉ－ｐｓ，ｊ）

ｐ４ｋ＋３，ｎ－（ｎ－４ｋ－４）·ｄ１＋１＋（ｎ－４ｋ－５）
　·ｄ１－ｐ４ｋ＋４，ｎ
＝ｐ４ｋ＋３，ｎ－ｐ４ｋ＋４，ｎ－ｄ１＋１

　（１５）
由式（１２）易知

ｐ４ｋ＋４，ｎ＝ｐ４ｋ＋３，ｎ－ｐ４ｋ＋３，４ｋ＋４＋（ｎ－４ｋ－４） （１６）
再由式（１３）可得：
　　　ｐ４ｋ＋３，４ｋ＋４＝ｄ４ｋ＋３，４ｋ＋３

＝ｄ４ｋ＋１，４ｋ＋３＋ｎ－４ｋ－２ （１７）
将式（１６）、式（１７）代入式（１５）可知其结果大于０．同理
可得，当行指数满足关系②、③、④，以及 ｍ为任意值时
引理４成立．证毕．

根据引理１～４可得到定理２．
　　定理２　对于任意列重 ｍ、任意行重 ｎ，由式（４）～
式（８）、式（１１）～式（１３）定义的基矩阵 Ｐ的围长至少
为８．

可以发现，基矩阵Ｐ的第４ｋ＋１、４ｋ＋２（ｋ０）行元

素均构成单增等差数列；当初始值 ｍ、ｎ、ｄ１、ｄ２确定后，
移位系数可由数学公式计算得到；本文方法参数设置

灵活，而移位矩阵的维数 ｐ大于移位系数，故 ｐ的取值
下界为

ｉｎｆｐ＝ｍａｘ（ｐｉ，ｎ）＋１，１≤ｉ≤ｍ （１８）
　　例１　利用本文方法设计的一种（６，８）基矩阵如式
（１９）所示：

Ｐ＝

０ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７
０ ２ ４ ６ ８ １０ １２
０ ７ １３ １９ ２６ ３４
０ ７ １４ ２２ ３１
０ ３１ ６２ ９３

















０ ３２ ６４

（１９）

４　编码复杂度分析
　　由式（４）易知Ｈａ满秩，因此Ｈ是非奇异的，即可回
避生成矩阵Ｇ而直接由校验矩阵进行编码．

采用ＬＵ分解法，令信息比特向量为 ｓ＝［ｓ１ｓ２…
ｓｋ］，校验比特向量为 ｐ＝［ｐ１ｐ２…ｐｍ］，编码器输出行向
量为ｃ，它的长度Ｎ＝ｎｐ＝（ｍ＋ｋ）ｐ，则有

ｃ＝ ｐ　[ ]ｓ （２０）
根据校验等式Ｈ·ｃＴ＝０可得：

Ｈａ·ｐ
Ｔ＋Ｈｂ·ｓ

Ｔ＝０ （２１）
由于运算在ＧＦ（２）中进行，所以有

　　

Ｉ（ｐ１，ｍ＋１） Ｉ（ｐ１，ｍ＋２） … Ｉ（ｐ１，ｎ）
Ｉ（ｐ２，ｍ＋１） Ｉ（ｐ２，ｍ＋２） … Ｉ（ｐ２，ｎ）
   

Ｉ（ｐｍ，ｍ＋１） Ｉ（ｐｍ，ｍ＋２） … Ｉ（ｐｍ，ｎ











）

ｓＴ１
ｓＴ２


ｓＴ











ｋ

　　＝

Ｉ Ｉ（ｐ１，２） … Ｉ（ｐ１，ｍ）
０ Ｉ … Ｉ（ｐ２，ｍ）
   

０ ０ …











Ｉ

ｐＴ１
ｐＴ２


ｐＴ











ｍ

（２２）
将式（２２）展开由第ｍ式可得：

ｐＴｍ＝∑
ｋ

ｊ＝１
Ｈｂ（ｍ，ｊ）·ｓ

Ｔ
ｊ （２３）

将式（２３）回代到方程组式（２２）的第ｍ－１式可得：

　ｐＴｍ－１＝∑
ｋ

ｊ＝１
Ｈｂ（ｍ－１，ｊ）·ｓ

Ｔ
ｊ＋Ｉ（ｐｍ－１，ｍ）·ｐ

Ｔ
ｍ （２４）

依次类推可得到各个ｐｉ，代入到式（２０），编码完毕．
编码复杂度主要关注编码过程的运算量、运算复

杂度和编码所需存储的参数．运算量即乘法和加法次
数，运算复杂度即运算量与码长的变化关系．ＱＣＬＤＰＣ
码的各个子矩阵都是稀疏矩阵，因此按照稀疏矩阵的

运算方式可大大减小运算量．现计算ｐｉ的运算量如表１
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所示．
表１　编码算法的运算量

乘法次数 加法次数

ｐｉ（１≤ｉ≤ｍ） Ｎ－ｉ·ｐ Ｎ－（ｉ＋１）·ｐ

　　从表１可明显地看到，计算各个校验分向量ｐｉ的运
算复杂度为Ｏ（Ｎ），即运算复杂度与码长呈线性关系．同
时由于该码采用代数构造法，校验矩阵中的元素由简单

的数学运算得到，只需要存储一组初始参数和几个数学

表达式即可，编码器的实际存储量需求非常小．

５　仿真与实验

５１　最小码重、码距分析
一般认为码重小于１０的码为低码重码［１６］，这类码

的存在使ＬＤＰＣ译码器纠错能力低下．目前尚没有办法
准确求出码字的最小码重，本文采用文献［１６］给出的搜
索算法，即通过生成矩阵的行向量估计 ＬＤＰＣ码的最小
码重和最小码距的上界．仿真选取４种码字，基矩阵尺寸
分别为（４，８），（４，１２），（５，１０），（６，１２），初始参数均为ｄ１
＝１，ｄ２＝２．各码字码长及码重分布情况如图２所示，计算
机搜索得到的最小码重、最小码距的上界如表２所示．

表２　最小码重、最小码距搜索结果

（４，８） （４，１２） （５，１０） （６，１２）

最小码重ｗｍｉｎ（ｃ）≤ １４ １４ ２８ ５４

最小码距ｄｍｉｎ（ｃ）≤ ２２ ２２ ４６ ７８

　　仿真结果表明，（４，８）和（４，１２）两种基矩阵下其最
小码重的上界均为１４，这是因为两种校验矩阵的列重
结构是一样的，都包含４种列重，而（４，１２）中小列重的
比例更小，因此码重为１６的行向量所占比重较大；随着
列重的增大，ＬＤＰＣ码的最小码重和码距也增大，因此
校验矩阵使用大的列重可减小产生低码重码的可能性．
５２　性能分析

ＩＥＥＥ８０２．１１ｎ、８０２．１６ｅ以及 ＤＶＢＳ２标准中均采

用准双对角线子矩阵实现迭代编码，与本文设计的方

法类似，故与这３种码字进行性能比较．仿真环境为加
性高斯白噪声（ＡＷＧＮ）信道，译码采用置信传播（ＢＰ）
算法，最大迭代次数为３０，调制方式为ＢＰＳＫ．
　　实验１　与 ＩＥＥＥ８０２．１１ｎ、８０２．１６ｅ标准 ＬＤＰＣ码
的比较

根据 ＩＥＥＥ８０２．１１ｎ标准选择２种参数的基矩阵：
维数ｐ＝２７，码长Ｎ＝６４８，码率 Ｒ＝１／２；维数 ｐ＝５４，码
长Ｎ＝１２９６，码率Ｒ＝２／３．利用本文方法构造同码长码
率的２种基矩阵分别为：维数ｐ＝８１，ｄ１＝５，ｄ２＝７；维数
ｐ＝１０８，ｄ１＝３，ｄ２＝４．仿真结果如图３所示．

　　根据 ＩＥＥＥ８０２．１６ｅ标准选择２种参数的基矩阵：
维数ｐ＝２４，码长Ｎ＝５７６，码率 Ｒ＝１／２；维数 ｐ＝４８，码
长Ｎ＝１１５２，码率Ｒ＝２／３Ｂ类．利用本文方法构造同码
长码率的２种基矩阵分别为：维数ｐ＝７２，ｄ１＝３，ｄ２＝５；
维数ｐ＝９６，ｄ１＝１，ｄ２＝２．仿真结果如图４所示．

　　仿真结果表明，在中短码条件下，本文构造的码字
与ＩＥＥＥ８０２．１１ｎ、８０２１６ｅ标准的ＬＤＰＣ码相比 ＢＥＲ性
能相一致．从仿真参数可以看到，本文给出的校验矩阵
的列重显然比上述两类标准的要小，即最小码重更小，

然而ＢＥＲ性能却并未由此下降，说明大围长特性促进
了该部分的性能增益，验证了理论推导的正确性．此外，
ＩＥＥＥ８０２１１ｎ、８０２１６ｅ标准的ＬＤＰＣ码分别只提供了４
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种和６种基矩阵形式，不同码率下需要存储不同的移位
系数，随着通信技术的不断发展在实际应用中难免受

到约束．而本文方法可根据需求灵活地设置初始参数，
校验矩阵由数学公式自动计算得到，大大节省了编解

码存储空间，校验矩阵形式也更多样化．
　　实验２　与ＤＶＢＳ２标准ＬＤＰＣ码的比较

ＤＶＢＳ２标准中的 ＬＤＰＣ码只有两种码长，即使短
码也长达１６２００ｂｉｔ，这对于编解码器的实现具有较大的
难度，故采用文献［１７］中的缩短码设计，选择２种码率
Ｒ＝１／２的基矩阵，码长分别为５４００和８１００．利用本文
方法构造同码长码率的 ２种基矩阵分别为：维数 ｐ＝
５４０，ｄ１＝１１，ｄ２＝１３；维数 ｐ＝６７５，ｄ１＝１６，ｄ２＝１７；仿真
结果如图５所示．

仿真结果表明，ＤＶＢＳ２标准的 ＬＤＰＣ码比本文构
造的码字性能略优．这是因为该标准下校验矩阵的最
大列重为８，在长码条件下的性能增益会更凸显，而本
文设计的码字在无列重优势的情况下，ＢＥＲ性能已经
可以与之接近．另外，与 ＩＥＥＥ８０２１１ｎ、８０２１６ｅ标准类
似，ＤＶＢＳ２标准针对不同码率规定了不同的编码信息
表，同样可能存在编码器存储与应用范围受限等问题．
综上所述，本文构造码字不失为一种好码．

６　结论
　　本文提出了一种构造围长至少为８的（ｍ，ｎ）ＱＣ
ＬＤＰＣ码的确定性方法．该码的准循环基矩阵由数学表
达式确定，构造方法简单，节省了编解码存储空间，校验

矩阵可直接进行迭代编码，降低了编码复杂度．研究结
果表明，这类码只需少量的初始值控制就可设计任意

参数的基矩阵，同时在 ＡＷＧＮ信道中能够获得较好的
纠错能力，因此对信道编码理论的研究和应用具有一

定的参考价值．在此方法基础上，如何构造围长大于８
的ＱＣＬＤＰＣ码是今后深入研究的内容之一．
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