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环 Ｒ＋ｖＲ＋ｖ２Ｒ上线性码的 ＭａｃＷｉｌｌｉａｍｓ恒等式
朱士信，黄　磊

（合肥工业大学数学学院，安徽合肥２３０００９）

　　摘　要：　通过构造Ｇｒａｙ映射，对环Ｒ＋ｖＲ＋ｖ２Ｒ上线性码进行了研究．定义了环Ｒ＋ｖＲ＋ｖ２Ｒ上线性码的Ｌｅｅ重
量及其几类重量计数器，给出了环Ｒ＋ｖＲ＋ｖ２Ｒ上线性码及其对偶码之间的各种重量分布的ＭａｃＷｉｌｌｉａｍｓ恒等式．利用
这些恒等式，不用求出环Ｒ＋ｖＲ＋ｖ２Ｒ上线性码的对偶码便可得到对偶码的各种重量分布．

关键词：　线性码；Ｇｒａｙ映射；对偶码；重量计数器；ＭａｃＷｉｌｌｉａｍｓ恒等式
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１　引言
　　上世纪九十年代中期，Ｈａｍｍｏｎｓ等人利用有限环
Ｚ４上的线性码在 Ｇｒａｙ映射下得到了具有高纠错性能
的Ｐｒｅｐａｔａｔａ码与 Ｋｅｒｄｏｃｋ码［１］，这一发现使有限环上编

码理论研究获得重大突破．自此，有限环上的码受到了
广泛的研究．随后，人们又发现有限环上的线性码不仅
可以用于无线通信网络中的纠错方案设计，而且可以

用于构造空时码［２］，这表明有限环上的纠错码具有广

阔的应用前景，从而激发人们对有限环上线性码浓厚

的研究兴趣．文献［３，４］研究了有限链环上的循环码和
负循环码，其中给出了循环码和负循环码的结构．码的
重量分布一直是编码理论研究的一个重要分支，而针

对环上码的重量分布也取得了很多结果，文献［５］中研
究了有限域上码的各种重量分布，给出了几类重量计

数器的定义与性质；文献［６］对环 Ｚ４上码的各种重量
分布的ＭａｃＷｉｌｌｉａｍｓ恒等式进行了研究；文献［７，８］研
究了环Ｚ４和Ｇａｌｏｉｓ环上线性码的广义 Ｈａｍｍｉｎｇ重量，

而文献［９，１０］研究了环 Ｚｋ和 Ｇａｌｏｉｓ环上线性码的
ＭａｃＷｉｌｌｉａｍｓ恒等式；文献［１１］中研究了环 Ｆ２＋ｕＦ２上
线性码的Ｌｅｅ重量和Ｈａｍｍｉｎｇ重量的ＭａｃＷｉｌｌｉａｍｓ恒等
式；文献［１２］给出了环Ｆ２＋ｕＦ２＋ｕ

２Ｆ２上线性码李重量
分布的 ＭａｃＷｉｌｌｉａｍｓ恒等式；文献［１３］研究了环 Ｆｐ＋
ｕＦｐ＋ｕ

２Ｆｐ上线性码的完全重量计数和对称重量计数
的ＭａｃＷｉｌｌｉａｍｓ恒等式．但是，对于有限非链环上码的各
种重量的 ＭａｃＷｉｌｌｉａｍｓ恒等式的研究并不太多，文献
［１４～１６］研究了环 Ｆ２＋ｖＦ２和 Ｆｐ＋ｖＦｐ上线性码的各
种重量的ＭａｃＷｉｌｌｉａｍｓ恒等式．

本文首先定义了环 Ｒ＋ｖＲ＋ｖ２Ｒ（ｖ３＝ｖ）上的线性
码，其中Ｒ是极大理想为〈λ〉的有限链环，ｐ为剩余域
Ｒ／〈λ〉的特征，且 ｐ为奇数．然后定义了这些线性码的
Ｌｅｅ重量计数器、Ｈａｍｍｉｎｇ重量计数器、广义对称重量
计数器和完全重量计数器，最后研究了环 Ｒ＋ｖＲ＋ｖ２Ｒ
上线性码线性码及其对偶码之间的各种重量分布的

ＭａｃＷｉｌｌｉａｍｓ恒等式．这些结果为利用 Ｒ＋ｖＲ＋ｖ２Ｒ上线
性码构造Ｒ的剩余域上的码提供了重要的理论依据，
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同时，它对设计Ｒ＋ｖＲ＋ｖ２Ｒ上线性码的编码与译码算
法具有直接的指导意义．

２　准备知识

　　设Ｒ＝Ｒ＋ｖＲ＋ｖ２Ｒ＝｛ｘ＋ｖｙ＋ｖ２ｚ｜ｘ，ｙ，ｚ∈Ｒ｝，其中
ｖ３＝ｖ，Ｒ是极大理想为〈λ〉的有限链环，ｐ为剩余域 Ｒ／
〈λ〉的特征且为奇数．容易验证环 Ｒ不是有限链环．设
α１＝２

－１ｖ＋２－１ｖ２，α２＝－２
－１ｖ＋２－１ｖ２和α３＝１－ｖ

２，易证

它们是Ｒ中相互正交的幂等元，且〈α１〉＝｛α１ｘ｜ｘ∈Ｒ｝，
〈α２〉＝｛α２ｘ｜ｘ∈Ｒ｝和〈α３〉＝｛α３ｘ｜ｘ∈Ｒ｝是 Ｒ的三个
相互互素的理想，由中国剩余定理易证 Ｒ〈α１〉
〈α２〉〈α３〉．由此可知Ｒ中的任意元素可唯一表示为ｃ
＝α１ａ＋α２ｂ＋α３ｄ，其中ａ，ｂ，ｄ∈Ｒ．
环Ｒ上长度为ｎ的码Ｃ是Ｒｎ的非空子集，若 Ｃ是

Ｒｎ的Ｒ子模，则称 Ｃ是环 Ｒ上长度为 ｎ的线性码．对
Ｒｎ中任意的两个元素 ｘ＝（ｘ０，ｘ１，…，ｘｎ－１）和 ｙ＝（ｙ０，
ｙ１，…，ｙｎ－１），定义它们的内积为

ｘ·ｙ＝ｘ０ｙ０＋ｘ１ｙ１＋…＋ｘｎ－１ｙｎ－１
若ｘ·ｙ＝０，则称 ｘ与 ｙ正交．对环 Ｒｎ上长度为 ｎ的线
性码Ｃ，其对偶码为

Ｃ⊥ ＝｛ｘ｜ｘ·ｙ＝０，ｙ∈Ｃ｝
若Ｃ＝Ｃ⊥，则称Ｃ为自对偶码．
　　引理１［１１］　设Ｃ是环Ｒｎ上长度为ｎ的线性码，定义
Ｃ１＝｛ａ∈Ｒ

ｎ｜ｂ，ｄ∈Ｒｎ，α１ａ＋α２ｂ＋α３ｄ∈Ｃ｝，

Ｃ２＝｛ｂ∈Ｒ
ｎ｜ａ，ｄ∈Ｒｎ，α１ａ＋α２ｂ＋α３ｄ∈Ｃ｝，

Ｃ３＝｛ｄ∈Ｒ
ｎ｜ａ，ｂ∈Ｒｎ，α１ａ＋α２ｂ＋α３ｄ∈Ｃ｝，

则Ｃ１，Ｃ２和Ｃ３为域Ｒ上长度为 ｎ的线性码，且 Ｃ有唯
一表示Ｃ＝α１Ｃ１α２Ｃ２α３Ｃ３．

３　Ｇｒａｙ映射

　　定义 Ｒ到 Ｒ３的 Ｇｒａｙ映射 φ为：对任意的 ｃ∈Ｒ，
φ（ｃ）＝（ａ，ｂ，ｄ），其中ｃ＝α１ａ＋α２ｂ＋α３ｄ，ａ，ｂ，ｄ∈Ｒ．由
此定义 Ｒ中元素 ｃ＝α１ａ＋α２ｂ＋α３ｄ的 Ｌｅｅ重量为 ｗＬ
（ｃ）＝ｗＨ（ａ，ｂ，ｄ）．对于环 Ｒ上线 φ可以自然扩展到
Ｒｎ，定义Ｒｎ到Ｒ３ｎ的 Ｇｒａｙ映射为：对任意的 ｃ＝（ｃ０，ｃ１，
…，ｃｎ－１）∈Ｒ

ｎ，

Φ（ｃ）＝（ａ０，ａ１，…，ａｎ－１，ｂ０，ｂ１，…，ｂｎ－１，
ｄ０，ｄ１，…，ｄｎ－１）∈Ｒ

３ｎ

其中ｃｉ＝α１ａｉ＋α２ｂｉ＋α３ｄｉ，ａｉ，ｂｉ，ｄｉ∈Ｒ．由此定义Ｒ
ｎ中

元素 ｃ＝（ｃ０，ｃ１，…，ｃｎ－１）的 Ｌｅｅ重量为 ｗＬ（ｃ）＝

∑
ｎ－１

ｉ＝０
ｗＬ（ｃｉ），我们用ｗｉ（ｃ）表示ｃ中Ｌｅｅ重量为ｉ的元素

成分个数，其中 ０≤ｉ≤３，显然我们有 ｗＬ（ｃ）＝
ｗＨ（Φ（ｃ））．对Ｒ

ｎ中任意两个元素ｘ和ｙ，其Ｌｅｅ距离记
为ｄＬ（ｘ，ｙ）＝ｗＬ（ｘ－ｙ），容易验证Φ是一个（Ｒ

ｎ，Ｌｅｅ距

离）到（Ｒ３ｎ，Ｈａｍｍｉｎｇ距离）的保持距离不变的同构
映射．
　　定理１　设Ｃ是环Ｒ上长度为ｎ的线性码，则

（１）Ｃ⊥是环Ｒ上长度为ｎ的线性码．
（２）Φ（Ｃ）＝Ｃ１Ｃ２Ｃ３，且｜Ｃ｜＝｜Ｃ１｜｜Ｃ２｜｜Ｃ３｜．
（３）Φ（Ｃ⊥）＝Φ（Ｃ）⊥ ＝Ｃ⊥１Ｃ

⊥
２Ｃ

⊥
３，

Ｃ⊥ ＝α１Ｃ
⊥
１α２Ｃ

⊥
２α３Ｃ

⊥
３．

　　证明　（１）是显然成立的．对任意的（ａ，ｂ，ｄ）∈Ｃ１
Ｃ２Ｃ３，其中 ａ∈Ｃ１，ｂ∈Ｃ２，ｄ∈Ｃ３．由引理１可知存
在ｘ，ｙ，ｚ∈Ｃ以致于ｘ＝α１ａ＋α２ｂ′＋α３ｄ′，ｙ＝α１ａ′＋α２ｂ
＋α３ｄ″和ｚ＝α１ａ″＋α２ｂ″＋α３ｄ，其中ａ′，ａ″，ｂ′，ｂ″，ｄ′，ｄ″∈
Ｒ．由于Ｃ是线性的，我们有

ｃ＝α１ｘ＋α２ｙ＋α３ｚ＝α１ａ＋α２ｂ＋α３ｄ∈Ｃ，
而Φ（ｃ）＝（ａ，ｂ，ｄ）∈Φ（Ｃ），因此

Φ（Ｃ）Ｃ１Ｃ２Ｃ３．
另一方面，对任意的（ａ，ｂ，ｄ）∈Φ（Ｃ），设 ｃ＝α１ａ＋α２ｂ
＋α３ｄ．由于Φ是一个环同构映射，必有ｃ∈Ｃ，由引理１
我们得到ａ∈Ｃ１，ｂ∈Ｃ２和 ｄ∈Ｃ３．由此推知 Φ（Ｃ）Ｃ１
Ｃ２Ｃ３，因此我们有Φ（Ｃ）＝Ｃ１Ｃ２Ｃ３．由于 Φ是
同构映射，则｜Ｃ｜＝｜Φ（Ｃ）｜＝｜Ｃ１｜｜Ｃ２｜｜Ｃ３｜．对任意的
ｃ＝α１ａ＋α２ｂ＋α３ｄ∈Ｃ，ｃ′＝α１ａ′＋α２ｂ′＋α３ｄ′∈Ｃ

⊥，其

中ａ，ａ′，ｂ，ｂ′ｄ，ｄ′∈Ｒｎ．由 ｃ·ｃ′＝０，则ａ·ａ′＝ｂ·ｂ′＝ｄ
·ｄ′＝０，由此推知
　　　Φ（ｃ）·Φ（ｃ′）＝（ａ，ｂ，ｄ）·（ａ′，ｂ′，ｄ′）

＝ａ·ａ′＋ｂ·ｂ′＋ｄ·ｄ′
＝０

因此Φ（ｃ′）∈Φ（Ｃ）⊥，推知 Φ（Ｃ⊥）Φ（Ｃ）⊥．另一方
面，我们有

｜Ｃ⊥｜＝｜Φ（Ｃ⊥）｜＝｜Ｒｎ｜／｜Ｃ｜＝｜Ｒ３ｎ｜／｜Ｃ｜，
｜Φ（Ｃ⊥）｜＝｜Φ（Ｃ）⊥｜＝｜Ｒ３ｎ｜／｜Φ（Ｃ）｜＝｜Ｒ３ｎ｜／｜Ｃ｜，
所以我们有Φ（Ｃ⊥）＝Φ（Ｃ）⊥．我们容易验证 Ｃ⊥１Ｃ

⊥
２

Ｃ⊥３（Ｃ１Ｃ２Ｃ３）
⊥．由

｜Φ（Ｃ⊥）｜＝｜Φ（Ｃ）⊥｜＝｜Ｒ３ｎ｜／｜Ｃ｜，
Φ（Ｃ）⊥ ＝（Ｃ１Ｃ２Ｃ３）

⊥，

｜Ｃ⊥１ ｜｜Ｃ
⊥
２ ｜｜Ｃ

⊥
３ ｜＝（Ｒ

ｎ／｜Ｃ１｜）（Ｒ
ｎ／｜Ｃ２｜）（Ｒ

ｎ／｜Ｃ３｜）
＝｜Ｒ３ｎ｜／（｜Ｃ１｜｜Ｃ２｜｜Ｃ３｜）＝｜Ｒ

３ｎ｜／｜Ｃ｜
可知Φ（Ｃ⊥）＝（Ｃ１Ｃ２Ｃ３）

⊥ ＝Ｃ⊥１Ｃ
⊥
２Ｃ

⊥
３．由此

可以推知Ｃ⊥ ＝α１Ｃ
⊥
１α２Ｃ

⊥
２α３Ｃ

⊥
３．

　　推论１　设Ｃ是环Ｒ上长度为ｎ的线性码，则Ｃ是
设环Ｒ上长度为ｎ的自对偶码码当且仅当 Ｃ１，Ｃ２和 Ｃ３
均是环Ｒ上长度为ｎ的自对偶码，当且仅当Φ（Ｃ）为环
Ｒ上长度为３ｎ的自对偶码．

４　线性码的ＭａｃＷｉｌｌｉａｍｓ恒等式
　　设Ｃ是环Ｒ上长度为ｎ的线性码，用 Ｂｉ表示 Ｃ中

８６５１
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Ｌｅｅ重量为ｉ的码字的个数，其中０≤ｉ≤３ｎ，称｛Ｂ０，Ｂ１，
…，Ｂ３ｎ｝为Ｃ的Ｌｅｅ重量分布，称

ＬｅｅＣ（Ｘ，Ｙ）＝∑
３ｎ

ｉ＝０
ＢｉＸ

３ｎ－ｉＹｉ

为 Ｃ的 Ｌｅｅ重量计数器，显然我们有 ＬｅｅＣ（Ｘ，Ｙ）

＝∑
ｃ∈Ｃ
Ｘ３ｎ－ｗＬ（ｃ）ＹｗＬ（ｃ），相似的记｛Ｂ′０，Ｂ

′
１，…，Ｂ

′
３ｎ｝为 Ｃ的

对偶码Ｃ⊥的Ｌｅｅ重量分布．称

ＳｗｅＣ（Ｘ０，Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３）＝∑
ｃ∈Ｃ
Ｘｗ０（ｃ）０ Ｘｗ１（ｃ）１ Ｘｗ２（ｃ）２ Ｘｗ３（ｃ）３

为Ｃ的广义对称重量计数器；ｗＨ（ｃ）＝ｗ１（ｃ）＋ｗ２（ｃ）＋
ｗ３（ｃ），称

ＨａｍＣ（Ｘ，Ｙ）＝∑
ｃ∈Ｃ
Ｘｎ－ｗＨ（ｃ）ＹｗＨ（ｃ）

为Ｃ的Ｈａｍｍｉｎｇ重量计数器．设ｑ＝｜Ｒ／〈λ〉｜，则｜Ｒ｜＝
ｑ３ｌ．本文约定Ｒ＝｛ｇ１，ｇ２，…，ｇｑ３ｌ｝，其中 ｇ１，ｇ２，…，ｇｑ３ｌ互
不相同，且按一定的顺序排列．约定ｇ１＝０，对Ｒ

ｎ中元素

ｃ＝（ｃ０，ｃ１，…，ｃｎ－１），记ｎｉ（ｃ）为ｃ中值为ｇｉ的元素成分
个数，其中１≤ｉ≤ｑ３ｌ，称

ＣｗｅＣ（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｑ３ｌ）＝∑
ｃ∈Ｃ
Ｘ１
ｎ１（ｃ）Ｘ２

ｎ２（ｃ）…Ｘｑ３ｌ
ｎｑ３ｌ（ｃ）

为Ｃ的完全重量计数器．对任意的 ｇｉ∈Ｒ，记Ｉ（ｉ）＝
ｗＬ（ｇｉ），其中１≤ｉ≤ｑ

３ｌ．
　　定理２　设Ｃ是环Ｒ上长度为ｎ的线性码，则下面
等式成立：

（１）ＬｅｅＣ（Ｘ，Ｙ）＝ＳｗｅＣ（Ｘ
３，Ｘ２Ｙ，ＸＹ２，Ｙ３）；

（２）ＳｗｅＣ（Ｘ０，Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３）＝ＣｗｅＣ（ＸＩ（１），ＸＩ（２），…，
ＸＩ（ｑ３ｌ））

（３）ＨａｍＣ（Ｘ，Ｙ）＝ＳｗｅＣ（Ｘ，Ｙ，Ｙ，Ｙ）；
（４）ＬｅｅＣ（Ｘ，Ｙ）＝ＨａｍΦ（Ｃ）（Ｘ，Ｙ）；
（５）ＨａｍＣ（Ｘ，Ｙ）＝ＣｗｅＣ（Ｘ，Ｙ，…，Ｙ）．

　　证明　
（１）对任意的ｃ∈Ｃ，
ｎ＝ｗ０（ｃ）＋ｗ１（ｃ）＋ｗ２（ｃ）＋ｗ３（ｃ），
ｗＬ（ｃ）＝ｗ１（ｃ）＋２ｗ２（ｃ）＋３ｗ３（ｃ）．
于是

ＬｅｅＣ（Ｘ，Ｙ）＝∑
ｃ∈Ｃ
Ｘ３ｗ０（ｃ）＋２ｗ１（ｃ）＋ｗ２（ｃ）Ｙｗ１（ｃ）＋２ｗ２（ｃ）＋３ｗ３（ｃ）

＝ＳｗｅＣ（Ｘ
３，Ｘ２Ｙ，ＸＹ２，Ｙ３）

（２）若Ｉ（ｉ）＝ｊ，其中１≤ｉ≤ｑ３ｌ，０≤ｊ≤３，则 ｎｉ（ｃ）计
数于ｗｊ（ｃ），因此容易验证等式成立．

（３）因为ｗＨ（ｃ）＝ｗ１（ｃ）＋ｗ２（ｃ）＋ｗ３（ｃ），则

ＨａｍＣ（Ｘ，Ｙ）＝∑
ｃ∈Ｃ
Ｘｗ０（ｃ）Ｙｗ１（ｃ）＋ｗ２（ｃ）＋ｗ３（ｃ）

＝ＳｗｅＣ（Ｘ，Ｙ，Ｙ，Ｙ）
（４）由定义可知

ＨａｍΦ（Ｃ）（Ｘ，Ｙ）＝ ∑
Φ（ｃ）∈Φ（Ｃ）

Ｘｎ－ｗＨ（Φ（ｃ））ＹｗＨ（Φ（ｃ））．

因为ｗＬ（ｃ）＝ｗＨ（Φ（ｃ）），而Φ是一个Ｒ
ｎ到Ｒ３ｎ的同构

映射，则

　　ＨａｍΦ（Ｃ）（Ｘ，Ｙ）＝ ∑
Φ（ｃ）∈Φ（Ｃ）

Ｘｎ－ｗＨ（Φ（ｃ））ＹｗＨ（Φ（ｃ））

＝∑
ｃ∈Ｃ
Ｘｎ－ｗＬ（ｃ）ＹｗＬ（ｃ）

＝ＬｅｅＣ（Ｘ，Ｙ）
（５）因为ｇ１＝０，显然

　　ｗＨ（ｃ）＝ｎ２（ｃ）＋ｎ３（ｃ）＋…＋ｎｑ３ｌ（ｃ），
则

ＣｗｅＣ（Ｘ，Ｙ，…，Ｙ）＝∑
ｃ∈Ｃ
Ｘｎ１（ｃ）Ｙｎ２（ｃ）＋…＋ｎｑ３ｌ（ｃ）

＝∑
ｃ∈Ｃ
Ｘｎ－ｗＨ（ｃ）ＹｗＨ（ｃ）

＝ＨａｍＣ（Ｘ，Ｙ）
引入三个变量ξ１，ξ２和ξ３使得ξ

ａ１
１ ＝ξ

ａ２
２ ＝ξ

ａ３
３ ＝ｅ

２πｉ／ｐ．对 Ｒ

中任一元素 ａ，可唯一地写为 ａ＝∑
ｌ－１

ｊ＝０
（λｊ∑

ｍ－１

ｉ＝０
ａｊ，ｉβ

ｉ），其

中β为Ｒ／〈λ〉中一个本原元，ａｊ，ｉ∈Ｆｐ．因此，Ｒ中任一
元素ｃ唯一表示为

　　ｃ＝α１∑
ｌ－１

ｊ＝０
（λｊ∑

ｍ－１

ｉ＝０
ａｊ，ｉβ

ｉ）

＋α２∑
ｌ－１

ｊ＝０
（λｊ∑

ｍ－１

ｉ＝０
ｂｊ，ｉβ

ｉ）

＋α３∑
ｌ－１

ｊ＝０
（λｊ∑

ｍ－１

ｉ＝０
ｄｊ，ｉβ

ｉ）

其中ａｊ，ｉ，ｂｊ，ｉ，ｄｊ，ｉ∈Ｆｐ，０≤ｉ≤ｍ－１，０≤ｊ≤ｌ－１．
对任意的

ｃ＝α１∑
ｌ－１

ｊ＝０
（λｊ∑

ｍ－１

ｉ＝０
ａｊ，ｉβ

ｉ）

＋α２∑
ｌ－１

ｊ＝０
（λｊ∑

ｍ－１

ｉ＝０
ｂｊ，ｉβ

ｉ）

＋α３∑
ｌ－１

ｊ＝０
（λｊ∑

ｍ－１

ｉ＝０
ｄｊ，ｉβ

ｉ）∈Ｒ

定义在Ｒ上复值映射θｃ为：对任意的

ｃ′＝α１∑
ｌ－１

ｊ＝０
（λｊ∑

ｍ－１

ｉ＝０
ａ′ｊ，ｉβ

ｉ）

＋α２∑
ｌ－１

ｊ＝０
（λｊ∑

ｍ－１

ｉ＝０
ｂ′ｊ，ｉβ

ｉ）

＋α３∑
ｌ－１

ｊ＝０
（λｊ∑

ｍ－１

ｉ＝０
ｄ′ｊ，ｉβ

ｉ）∈Ｒ

θｃ（ｃ′）＝ξ
α１∑

ｌ－１

ｊ＝０
（λｊ∑

ｍ－１

ｉ＝０
ａｊ，ｉａ′ｊ，ｉ）

１ ·ξα２∑
ｌ－１

ｊ＝０
（λｊ∑

ｍ－１

ｉ＝０
ｂｊ，ｉｂ′ｊ，ｉ）

２

·ξα３∑
ｌ－１

ｊ＝０
（λｊ∑

ｍ－１

ｉ＝０
ｄｊ，ｉｄ′ｊ，ｉ）

３

ｃ＝１时，θ１（ｃ′）＝ξ
α１ａ′０，０
１ ξα２ｂ′０，０２ ξα３ｄ′０，０３ 和 θ１（０）＝１．对任意

的ｃ′，ｃ″∈Ｒ，容易验证
θ１（ｃ′＋ｃ″）＝θ１（ｃ′）θ１（ｃ″）．

将θｃ扩展到 Ｒ
ｎ上，对固定的 ｃ∈Ｒｎ，定义 Ｒｎ到 Ｒ

的复值映射 Θｃ为：对任意的 ｃ′∈Ｒ
ｎ，Θｃ（ｃ′）＝θ１（ｃ·

ｃ′）．我们先给出下面引理．
　　引理２　对任意的ｃ∈Ｒ和环Ｒ的任一非零理想Ｉ，
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有∑
ｃ′∈Ｉ
θｃ（ｃ′）＝０．

　　证明　容易验证
Ｒｒ，ｓ，ｔ＝〈α１λ

ｒ〉〈α２λ
ｓ〉〈α３λ

ｔ〉

为环Ｒ的所有非零理想，其中０≤ｒ，ｓ，ｔ≤ｌ．令

ｃ′＝α１∑
ｌ－１

ｊ＝ｒ
（λｊ∑

ｍ－１

ｉ＝０
ａ′ｊ，ｉβ

ｉ）

＋α２∑
ｌ－１

ｊ＝ｓ
（λｊ∑

ｍ－１

ｉ＝０
ｂ′ｊ，ｉβ

ｉ）

＋α３∑
ｌ－１

ｊ＝ｔ
（λｊ∑

ｍ－１

ｉ＝０
ｄ′ｊ，ｉβ

ｉ）∈Ｒ

ｃ＝α１∑
ｌ－１

ｊ＝０
（λｊ∑

ｍ－１

ｉ＝０
ａｊ，ｉβ

ｉ）

＋α２∑
ｌ－１

ｊ＝０
（λｊ∑

ｍ－１

ｉ＝０
ｂｊ，ｉβ

ｉ）

＋α３∑
ｌ－１

ｊ＝０
（λｊ∑

ｍ－１

ｉ＝０
ｄｊ，ｉβ

ｉ）∈Ｒ

则

∑
ｃ′∈Ｒｒ，ｓ，ｔ

θｃ（ｃ
′）＝∑

ｃ′∈Ｒｒ，ｓ，ｔ

（ξα１∑
ｌ－１

ｊ＝ｒ
（λｊ∑

ｍ－１

ｉ＝０
ａｊ，ｉａ

′
ｊ，ｉ）

１

·ξα２∑
ｌ－１

ｊ＝ｓ
（λｊ∑

ｍ－１

ｉ＝０
ｂｊ，ｉｂ

′
ｊ，ｉ）

２

·ξα３∑
ｌ－１

ｊ＝ｔ
（λｊ∑

ｍ－１

ｉ＝０
ｄｊ，ｉｄ

′
ｊ，ｉ）

３ ）

我们可以将其写为

∑
ｃ′∈Ｒｒ，ｓ，ｔ

θｃ（ｃ
′）＝ ∑

ａ′∈〈α１λ
ｒ〉

ξα１∑
ｌ－１

ｊ＝ｒ
（λｊ∑

ｍ－１

ｉ＝０
ａｊ，ｉａ

′
ｊ，ｉ）( )１

· ∑
ｂ′∈〈α２λ

ｓ〉

ξα２∑
ｌ－１

ｊ＝ｓ
（λｊ∑

ｍ－１

ｉ＝０
ｂｊ，ｉｂ

′
ｊ，ｉ）( )２

· ∑
ｄ′∈〈α３λ

ｔ〉

ξα３∑
ｌ－１

ｊ＝ｔ
（λｊ∑

ｍ－１

ｉ＝０
ｄｊ，ｉｄ

′
ｊ，ｉ）( )２

而

∑
ａ′∈〈α１λ

ｒ〉

ξ１∑
ｌ－１

ｊ＝ｒ
（∑
ｍ－１

ｉ＝０
λｊａｊ，ｉａ

′
ｊ，ｉ） ＝∏

ｌ－１

ｊ＝ｒ
∑
ａ′∈〈α１λ

ｒ〉

ξ１∑
ｍ－１

ｉ＝０
λｊａｊ，ｉａ

′
ｊ，( )ｉ

＝∏
ｌ－１

ｊ＝ｒ
∏
ｍ－１

ｉ＝０
∑
ｐ－１

ａ′ｊ，ｉ＝０
ξλ

ｊａｊ，ｉａ
′
ｊ，ｉ( )( )１

＝∏
ｌ－１

ｊ＝ｒ
∏
ｍ－１

ｉ＝０

１－ｅ２ａｊπｉ

１－ｅ２ａｊπ( )( )ｉ／ｐ

＝０

因此∑
ｃ′∈Ｉ
θｃ（ｃ

′）＝０．

　　定理３　设Ｃ是环Ｒ上长度为ｎ的线性码，则
　ＣｗｅＣ⊥（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｑ３ｌ）

　　　 ＝ １
｜Ｃ｜ＣｗｅＣ（∑

ｑ３ｌ

ｉ＝１
θ１（ｇ１ｇｉ）Ｘｉ，∑

ｑ３ｌ

ｉ＝１
θ１（ｇ２ｇｉ）Ｘｉ

，…，∑
ｑ３ｌ

ｉ＝１
θ１（ｇｑ３ｌｇｉ）Ｘｉ）

　　证明　对任意 ｃ∈Ｃ，设 ｆ^（ｃ）＝∑
ｃ′∈Ｒｎ
Θｃ（ｃ

′）ｆ（ｃ′），

ｆ（ｃ）＝Ｘｎ１（ｃ）１ Ｘｎ２（ｃ）２ …Ｘ
ｎｑ３ｌ（ｃ′）
ｑ３ｌ ，推知

ｆ^（ｃ）＝∑
ｃ′∈Ｒｎ
Θｃ（ｃ

′）（Ｘｎ１（ｃ
′）

１ Ｘｎ２（ｃ′）２ …Ｘ
ｎｑ３ｌ（ｃ′）
ｑ３ｌ ），

则

∑
ｃ∈Ｃ
ｆ^（ｃ）＝∑

ｃ∈Ｃ
∑
ｃ′∈Ｒｎ
Θｃ（ｃ

′）（Ｘｎ１（ｃ
′）

１ Ｘｎ２（ｃ
′）

２ …Ｘｎｑ３ｌ（ｃ
′）

ｑ３ｌ ）

＝∑
ｃ′∈Ｒｎ
Ｘｎ１（ｃ

′）

１ Ｘｎ２（ｃ
′）

２ …Ｘ
ｎｑ３ｌ（ｃ

′）
ｑ３ｌ ∑

ｃ∈Ｃ
Θｃ（ｃ

′）

对固定的ｃ′∈Ｒｎ，若 ｃ′∈Ｃ⊥，则 Θｃ（ｃ
′）＝θ１（０）＝１，推

知∑
ｃ∈Ｃ
Θｃ（ｃ

′）＝｜Ｃ｜．若 ｃ′Ｃ⊥，容易验证集合｛ｃ·ｃ′｜

ｃ∈Ｃ｝是环Ｒ的一个非零理想，根据引理２可以得到

∑
ｃ∈Ｃ
Θｃ（ｃ

′）＝０．因此有

∑
ｃ∈Ｃ
ｆ^（ｃ）＝｜Ｃ｜∑

ｃ′∈Ｃ⊥
Ｘｎ１（ｃ′）１ Ｘｎ２（ｃ′）２ …Ｘ

ｎｑ３ｌ（ｃ′）
ｑ３ｌ

＝｜Ｃ｜ＣｗｅＣ⊥（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｑ３ｌ）
另一方面，

ｆ^（ｃ）＝∑
ｃ′∈Ｒｎ
Θｃ（ｃ

′）（Ｘｎ１（ｃ
′）

１ Ｘｎ２（ｃ
′）

２ …Ｘ
ｎｑ３ｌ（ｃ′）
ｑ３ｌ ）

＝∑
ｃ′∈Ｒｎ
θ１（ｃ·ｃ

′）（Ｘｎ１（ｃ
′）

１ Ｘｎ２（ｃ
′）

２ …Ｘ
ｎｑ３ｌ（ｃ′）
ｑ３ｌ ）

设ｃ＝（ｃ０，ｃ１，…，ｃｎ－１），ｃ
′＝（ｃ′０，ｃ

′
１，…，ｃ

′
ｎ－１），其中 ｃｉ，ｃ

′
ｉ

∈Ｒ，０≤ｉ≤ｎ－１，则θ１（ｃ·ｃ
′）＝∏

ｎ－１

ｊ＝０
θ１（ｃｊｃ

′
ｊ），

推知

ｆ^（ｃ）＝∑
ｃ′∈Ｒｎ
∏
ｎ－１

ｊ＝０
θ１（ｃｊｃ

′
ｊ）∏

ｑ３ｌ

ｉ＝１
Ｘｎｉ（ｃ）( )ｉ

＝∑
ｃ′∈Ｒｎ
∏
ｎ－１

ｊ＝０
（θ１（ｃｊｃ

′
ｊ）∏

ｑ３ｌ

ｉ＝１
Ｘδ（ｃ

′
ｊ，ｇｉ）

ｉ( )）
其中δ（ｘ，ｙ）为ＫｒｏｎｅｃｋｅｒＤｅｌｔａ函数．容易验证

ｆ^（ｃ）＝∏
ｎ－１

ｊ＝０
∑
ｑ３ｌ

ｉ＝１
θ１（ｃｊｇｉ）Ｘ( )ｉ，

而

∏
ｎ－１

ｊ＝０
∑
ｑ３ｌ

ｉ＝１
θ１（ｃｊｇｉ）Ｘ( )ｉ

　　　　 ＝∏
ｑ３ｌ

ｊ＝１
∑
ｑ３ｌ

ｉ＝１
θ１（ｇｊｇｉ）Ｘ( )ｉ

ｎｊ（ｃ）

由完全重量计数器的定义可知

∑
ｃ∈Ｃ
ｆ^（ｃ）＝ＣｗｅＣ（∑

ｑ３ｌ

ｉ＝１
θ１（ｇ１ｇｉ）Ｘｉ，∑

ｑ３ｌ

ｉ＝１
θ１（ｇ２ｇｉ）Ｘｉ

，…，∑
ｑ３ｌ

ｉ＝１
θ１（ｇｑ３ｌｇｉ）Ｘｉ）　

综上所述，

ＣｗｅＣ⊥（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｑ３ｌ）

　　 ＝ １
｜Ｃ｜ＣｗｅＣ（∑

ｑ３ｌ

ｉ＝１
θ１（ｇ１ｇｉ）Ｘｉ，∑

ｑ３ｌ

ｉ＝１
θ１（ｇ２ｇｉ）Ｘｉ

，…，∑
ｑ３ｌ

ｉ＝１
θ１（ｇｑ３ｌｇｉ）Ｘｉ）　

　　推论 ２　设 Ｃ是环 Ｒ上长度为 ｎ的线性码，则
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ＨａｍＣ⊥（Ｘ，Ｙ）＝
１
｜Ｃ｜ＨａｍＣ（Ｘ＋（ｑ

３ｌ－１）Ｙ，Ｘ－Ｙ）．

　　证明　由定理２的（５）可知 ＨａｍＣ⊥（Ｘ，Ｙ）＝ＣｗｅＣ⊥
（Ｘ，Ｙ，…，Ｙ）．因为ｇ１＝０，若Ｘ２＝…＝Ｘｑ３ｌ＝Ｙ，则

∑
ｑ３ｌ

ｉ＝１
θ１（ｇｊｇｉ）Ｘｉ＝Ｘ－Ｙ＋Ｙ∑

ｑ３ｌ

ｉ＝１
θ１（ｇｊｇｉ），

其中２≤ｊ≤ｑ３．由引理２容易验证∑
ｑ３ｌ

ｉ＝１
θ１（ｇｊｇｉ）＝０，则

可推 知 ∑
ｑ３ｌ

ｉ＝１
θ１（ｇｊｇｉ）Ｘｉ ＝Ｘ－Ｙ，２≤ ｊ≤ ｑ

３．而

∑
ｑ３ｌ

ｉ＝１
θ１（ｇｊｇ１）Ｘｉ＝Ｘ＋（ｑ

３ｌ－１）Ｙ，则

ＣｗｅＣ⊥（Ｘ，Ｙ，…，Ｙ）＝
１
｜Ｃ｜ＣｗｅＣ（Ｘ＋（ｑ

３ｌ－１）Ｙ，

Ｘ－Ｙ，…，Ｘ－Ｙ）　
推知

ＨａｍＣ⊥（Ｘ，Ｙ）＝
１
｜Ｃ｜∑ｃ∈Ｃ（Ｘ＋（ｑ

３ｌ－１）Ｙ）ｎ１（ｃ）

·（Ｘ－Ｙ）ｎ２（ｃ）＋…＋ｎｑ３ｌ（ｃ）

因为ｗＨ（ｃ）＝ｎ２（ｃ）＋ｎ３（ｃ）＋…＋ｎｑ３ｌ（ｃ），则
　ＨａｍＣ⊥（Ｘ，Ｙ）

＝ １｜Ｃ｜∑ｃ∈Ｃ（Ｘ＋（ｑ
３ｌ－１）Ｙ）ｎ－ｗＨ（ｃ）（Ｘ－Ｙ）ｗＨ（ｃ）

＝ １｜Ｃ｜ＨａｍＣ（Ｘ＋（ｑ
３ｌ－１）Ｙ，Ｘ－Ｙ）

下面研究广义对称重量计数器的 ＭａｃＷｉｌｌｉａｍｓ恒
等式，设

　Ｄ０＝｛０｝，
　Ｄ１＝（〈α１〉∪〈α２〉∪〈α３〉）＼Ｄ０，

　Ｄ２＝
（〈α１〉〈α２〉）∪（〈α１〉（〈α３〉）

∪（〈α２〉〈α３( )〉）
＼（Ｄ１∪Ｄ０）

　Ｄ３＝Ｒ＼（Ｄ２∪Ｄ１∪Ｄ０），
容易验证Ｄｊ中元素的Ｌｅｅ重量为ｊ，其中０≤ｊ≤３．我们
先给出下面定理：

　　定理４　对任意的ｇ∈Ｒ，有
（１）若ｇ∈Ｄ０，则

∑
ｇｉ∈Ｄｊ
θ１（ｇｇｉ）＝｜Ｄｊ｜，０≤ｊ≤３；

（２）若ｇ∈Ｄ１，则

∑
ｇｉ∈Ｄ０
θ１（０）＝１，∑

ｇｉ∈Ｄ１
θ１（ｇｇｉ）＝２ｑ

ｌ－３，

∑
ｇｉ∈Ｄ３
θ１（ｇｇｉ）＝－（ｑ

ｌ－１）２，

∑
ｇｉ∈Ｄ２
θ１（ｇｇｉ）＝ｑ

２ｌ－４ｑｌ＋３；

（３）若ｇ∈Ｄ２，则

　　　∑
ｇｉ∈Ｄ０
θ１（０）＝１，∑

ｇｉ∈Ｄ３
θ１（ｇｇｉ）＝ｑ

ｌ－１，

　　　∑
ｇｉ∈Ｄ１
θ１（ｇｇｉ）＝ｑ

ｌ－３，∑
ｇｉ∈Ｄ２
θ１（ｇｇｉ）＝３－２ｑ

ｌ；

（４）若ｇ∈Ｄ３，则

∑
ｇｉ∈Ｄ０
θ１（０）＝１，∑

ｇｉ∈Ｄ１
θ１（ｇｇｉ）＝－３，

∑
ｇｉ∈Ｄ２
θ１（ｇｇｉ）＝３，∑

ｇｉ∈Ｄ３
θ１（ｇｇｉ）＝－１．

　　证明　
（１）ｇ∈Ｄ０时ｇ＝０，则

∑
ｇｉ∈Ｄｊ
θ１（ｇｇｉ）＝∑

ｇｉ∈Ｄｊ
θ１（０）＝∑

ｇｉ∈Ｄｊ

１＝｜Ｄｊ｜，０≤ｊ≤３．

（２）ｇ∈Ｄ１时，不妨令ｇ∈〈α１〉＼｛０｝，则

∑
ｇｉ∈Ｄ１
θ１（ｇｇｉ）＝－１＋∑

ｇｉ∈〈α１〉
θ１（ｇｇｉ）＋ ∑

ｇｉ∈（〈α２〉∪〈α３〉）＼｛０｝
θ１（０）

＝－１＋２（ｑｌ－１）＝２ｑｌ－３，

因为由引理２可知 ∑
ｇｉ∈〈α１〉

θ１（ｇｇｉ）＝０．同理可验证

∑
ｇｉ∈Ｄ２
θ１（ｇｇｉ）＝ｑ

２ｌ－４ｑｌ＋３，∑
ｇｉ∈Ｄ３
θ１（ｇｇｉ）＝－（ｑ

ｌ－１）２．

（３）ｇ∈Ｄ１时，不妨令 ｇ∈（〈α１〉＼｛０｝）（〈α２〉）＼
｛０｝），
则

∑
ｇｉ∈Ｄ１
θ１（ｇｇｉ）＝ ∑

ｇｉ∈〈α１〉＼｛０｝
θ１（ｇｇｉ）＋ ∑

ｇｉ∈〈α２〉＼｛０｝
θ１（ｇｇｉ）

＋ ∑
ｇｉ∈〈α３〉＼｛０｝

θ１（０）

由引理 ２可知 ∑
ｇｉ∈〈α１〉

θ１（ｇｇｉ）＝∑
ｇｉ∈〈α２〉

θ１（ｇｇｉ）＝０，则有

∑
ｇｉ∈Ｄ１
θ１（ｇｇｉ）＝－１＋－１＋（ｑ

ｌ－１）＝ｑｌ－３．由引理２易证

∑
ｇｉ∈（〈α１〉＼｛０｝）（〈α２〉＼｛０｝）

θ１（ｇｇｉ）＝１，

∑
ｇｉ∈（〈α２〉＼｛０｝）（〈α２〉＼｛０｝）

θ１（ｇｇｉ）＝－（ｑ
ｌ－１）

∑
ｇｉ∈（〈α１〉＼｛０｝）（〈α２〉＼｛０｝）

θ１（ｇｇｉ）＝－（ｑ
ｌ－１），

则我们有

　　∑
ｇｉ∈Ｄ２
θ１（ｇｇｉ）＝ ∑

ｇｉ∈（〈α１〉＼｛０｝）（〈α２〉＼｛０｝）
θ１（ｇｇｉ）

　 ＋ ∑
ｇｉ∈（〈α１〉＼｛０｝）（〈α３〉＼｛０｝）

θ１（ｇｇｉ）

　 ＋ ∑
ｇｉ∈（〈α２〉＼｛０｝）（〈α３〉＼｛０｝）

θ１（ｇｇｉ）

＝３－２ｑｌ

同理可以验证∑
ｇｉ∈Ｄ３
θ１（ｇｇｉ）＝ｑ

ｌ－１．对于（４），利用引理

２容易验证．
　　定理５　设Ｃ是环Ｒ上长度为ｎ的线性码，则
ＳｗｅＣ⊥（Ｘ０，Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３）

＝１｜Ｃ｜ＳｗｅＣ（Ｘ０＋３（ｑ－１）Ｘ１＋３（ｑ
ｌ－１）２Ｘ２＋（ｑ

ｌ－１）３Ｘ３，

　Ｘ０＋（２ｑ
ｌ－３）Ｘ１＋（ｑ

２ｌ－４ｑｌ＋３）Ｘ２－（ｑ
ｌ－１）２Ｘ３，

　Ｘ０＋（ｑ
ｌ－３）Ｘ１＋（３－２ｑ

ｌ）Ｘ２＋（ｑ
ｌ－１）Ｘ３，

　Ｘ０－３Ｘ１＋３Ｘ２－Ｘ３）
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　　证明　由定理２的（２）可知
ＳｗｅＣ⊥（Ｘ０，Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３）＝ＣｗｅＣ⊥（ＸＩ（１），ＸＩ（２），…，ＸＩ（ｑ３ｌ））
根据定理３可知
　ＳｗｅＣ⊥（Ｘ０，Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３）

　　＝ １｜Ｃ｜ＣｗｅＣ（∑
ｑ３ｌ

ｉ＝１
θ１（ｇ１ｇｉ）ＸＩ（ｉ），

∑
ｑ３ｌ

ｉ＝１
θ１（ｇ２ｇｉ）ＸＩ（ｉ），…，∑

ｑ３ｌ

ｉ＝１
θ１（ｇｑ３ｌｇｉ）ＸＩ（ｉ））　

因为∑
ｑ３ｌ

ｉ＝１
θ１（ｇｓｇｉ）ＸＩ（ｉ）＝∑

３

ｊ＝０
∑
ｇｉ∈Ｄｊ
θ１（ｇｓｇｉ）Ｘｊ，

其中１≤ｓ≤ｑ３ｌ，则
　ＳｗｅＣ⊥（Ｘ０，Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３）

　 ＝ １
｜Ｃ｜ＣｗｅＣ（∑

３

ｊ＝０
∑
ｇｉ∈Ｄｊ
θ１（ｇ１ｇｉ）Ｘｊ，∑

３

ｊ＝０
∑
ｇｉ∈Ｄｊ
θ１（ｇ２ｇｉ）Ｘｊ，

…，∑
３

ｊ＝０
∑
ｇｉ∈Ｄｊ
θ１（ｇｑ３ｌｇｉ）Ｘｊ）　　

因为｜Ｄ０｜＝１，｜Ｄ１｜＝３（ｑ
ｌ－１），｜Ｄ２｜＝３（ｑ

ｌ－１）２，｜Ｄ３｜
＝（ｑｌ－１）３和Ｄｊ中元素的Ｌｅｅ重量为ｊ，其中０≤ｊ≤３，
利用定理４可以推知

ＣｗｅＣ（∑
３

ｊ＝０
∑
ｇｉ∈Ｄｊ
θ１（ｇ１ｇｉ）Ｘｊ，∑

３

ｊ＝０
∑
ｇｉ∈Ｄｊ
θ１（ｇ２ｇｉ）Ｘｊ，

…，∑
３

ｊ＝０
∑
ｇｉ∈Ｄｊ
θ１（ｇｑ３ｌｇｉ）Ｘｊ）　　

＝（Ｘ０＋３（ｑ
ｌ－１）Ｘ１＋３（ｑ

ｌ－１）２Ｘ２＋（ｑ
ｌ－１）３Ｘ３）

ｗ０（ｃ）

　（Ｘ０＋（２ｑ
ｌ－３）Ｘ１＋（ｑ

２ｌ－４ｑｌ＋３）Ｘ２
　 －（ｑｌ－１）２Ｘ３）

ｗ１（ｃ）（Ｘ０＋（ｑ
ｌ－３）Ｘ１＋（３－２ｑ

ｌ）Ｘ２
　 ＋（ｑｌ－１）Ｘ３）

ｗ２（ｃ）（Ｘ０－３Ｘ１＋３Ｘ２－Ｘ３）
ｗ３（ｃ）

＝ＳｗｅＣ（Ｘ０＋３（ｑ
ｌ－１）Ｘ１＋３（ｑ

ｌ－１）２Ｘ２＋（ｑ
ｌ－１）３Ｘ３，

　Ｘ０＋（２ｑ
ｌ－３）Ｘ１＋（ｑ

２ｌ－４ｑｌ＋３）Ｘ２－（ｑ
ｌ－１）２Ｘ３，

　Ｘ０＋（ｑ
ｌ－３）Ｘ１＋（３－２ｑ

ｌ）Ｘ２＋（ｑ
ｌ－１）Ｘ３，

　Ｘ０－３Ｘ１＋３Ｘ２－Ｘ３）
因此

ＳｗｅＣ⊥（Ｘ０，Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３）

＝１｜Ｃ｜ＳｗｅＣ（Ｘ０＋３（ｑ－１）Ｘ１＋３（ｑ
ｌ－１）２Ｘ２＋（ｑ

ｌ－１）３Ｘ３，

　Ｘ０＋（２ｑ
ｌ－３）Ｘ１＋（ｑ

２ｌ－４ｑｌ＋３）Ｘ２－（ｑ
ｌ－１）２Ｘ３，

　Ｘ０＋（ｑ
ｌ－３）Ｘ１＋（３－２ｑ

ｌ）Ｘ２＋（ｑ
ｌ－１）Ｘ３，

　Ｘ０－３Ｘ１＋３Ｘ２－Ｘ３）
注　由定理２的（３）可知

ＨａｍＣ⊥（Ｘ，Ｙ）＝ＳｗｅＣ⊥（Ｘ，Ｙ，Ｙ，Ｙ），
利用定理５我们可以得到
ＨａｍＣ⊥（Ｘ，Ｙ）

＝ １｜Ｃ｜ＳｗｅＣ（Ｘ＋３（ｑ
ｌ－１）Ｙ＋３（ｑｌ－１）２Ｙ＋（ｑｌ－１）３Ｙ，

　Ｘ０＋（２ｑ
ｌ－３）Ｙ＋（ｑ２ｌ－４ｑｌ＋３）Ｙ－（ｑｌ－１）２Ｙ，

　Ｘ＋（ｑｌ－３）Ｙ＋（３－２ｑｌ）Ｙ＋（ｑｌ－１）Ｙ，

　Ｘ－３Ｙ＋３Ｙ－Ｙ），
化简得到

ＨａｍＣ⊥（Ｘ，Ｙ）

＝ １｜Ｃ｜ＳｗｅＣ（Ｘ＋（ｑ
３ｌ－１）Ｙ，Ｘ－Ｙ，Ｘ－Ｙ，Ｘ－Ｙ）

＝ １｜Ｃ｜ＨａｍＣ（Ｘ＋（ｑ
３ｌ－１）Ｙ，Ｘ－Ｙ）

这与推论２一致．
　　推论３　设Ｃ是环Ｒ上长度为ｎ的线性码，则

ＬｅｅＣ⊥（Ｘ，Ｙ）＝
１
｜Ｃ｜ＬｅｅＣ（Ｘ＋（ｑ

ｌ－１）Ｙ，Ｘ－Ｙ）

　　证明　根据定理２可知
ＬｅｅＣ⊥（Ｘ，Ｙ）＝ＳｗｅＣ⊥（Ｘ

３，Ｘ２Ｙ，ＸＹ２，Ｙ３）
再利用定理５容易验证．
　　例　设 Ｃ是环 Ｆ３＋ｖＦ３＋ｖ

２Ｆ３上长度为２的线性
码，且Ｃ＝｛（０，０），（１，１），（２，２）｝，容易得知 Ｃ的 Ｌｅｅ
重量分布为 Ｂ０＝１，Ｂ６＝２．下面利用上面的理论来求
Ｃ⊥的Ｌｅｅ重量分布．

（１）显然ＬｅｅＣ（Ｘ，Ｙ）＝Ｘ
６＋２Ｙ６，由推论３可知

ＬｅｅＣ⊥（Ｘ，Ｙ）＝
１
｜Ｃ｜ＬｅｅＣ（Ｘ＋２Ｙ，Ｘ－Ｙ）

＝１３（（Ｘ＋２Ｙ）
６＋２（Ｘ－Ｙ）６）

化简为

ＬｅｅＣ⊥（Ｘ，Ｙ）＝Ｘ
６＋３０Ｘ４Ｙ２＋４０Ｘ３Ｙ３

＋９０Ｘ２Ｙ４＋６０ＸＹ５＋２２Ｙ６

因此Ｃ⊥的Ｌｅｅ重量分布为
Ｂ′０＝１，Ｂ

′
１＝０，Ｂ

′
２＝３０，Ｂ

′
３＝４０，

Ｂ′４＝９０，Ｂ
′
５＝６０，Ｂ

′
６＝２２

（２）ＳｗｅＣ（Ｘ０，Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３）＝Ｘ
２
０＋２Ｘ

２
３，由定理５可知

ＳｗｅＣ⊥（Ｘ０，Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３）＝
１
３（（Ｘ０＋６Ｘ１＋１２Ｘ２＋８Ｘ３）

２

＋２（Ｘ０－３Ｘ１＋３Ｘ２－Ｘ３）
２）

则

ＬｅｅＣ⊥（Ｘ，Ｙ）＝ＳｗｅＣ⊥（Ｘ
３，Ｘ２Ｙ，ＸＹ２，Ｙ３）

＝１３（（Ｘ
３＋６Ｘ２Ｙ＋１２ＸＹ２＋８Ｙ３）２

　 ＋２（Ｘ３－３Ｘ２Ｙ＋３ＸＹ２－Ｙ３）２）
化简为

ＬｅｅＣ⊥（Ｘ，Ｙ）＝Ｘ
６＋３０Ｘ４Ｙ２＋４０Ｘ３Ｙ３

＋９０Ｘ２Ｙ４＋６０ＸＹ５＋２２Ｙ６

与第一种方法相符．

５　结束语

　　本文研究有限环Ｒ＋ｖＲ＋ｖ２Ｒ上线性码的各种重量
计数器，其中Ｒ是特征为奇素数方幂的有限链环，给出
了环Ｒ＋ｖＲ＋ｖ２Ｒ上线性码线性码及其对偶码之间的各
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种重量分布的ＭａｃＷｉｌｌｉａｍｓ恒等式．本文研究结果不仅
为探索Ｒ＋ｖＲ＋ｖ２Ｒ上线性码的码字结构提供了重要的
方法，而且也为计算 Ｒ＋ｖＲ＋ｖ２Ｒ上线性码译码误码率
提供重要的依据．如何利用得到的 Ｒ＋ｖＲ＋ｖ２Ｒ上线性
码的各种ＭａｃＷｉｌｌｉａｍｓ恒等式，设计编码与译码算法是
一个值得探索的问题．

参考文献

［１］ＨａｍｍｏｎｓＪＡＲ，ＫｕｍａｒＰＶ，ＣａｌｄｅｒｂａｎｋＡＲ，ｅｔａｌ．Ｔｈｅ
Ｚ４－ｌｉｎｅａｒｉｔｙｏｆＫｅｒｄｏｃｋ，Ｐｒｅｐａｒａｔａ，Ｇｏｅｔｈａｌｓ，ａｎｄｒｅｌａｔｅｄ
ｃｏｄｅｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＴｈｅｏｒｙ，１９９４，
４０（２）：３０１－３１９．

［２］ＴａｒｏｋｈＶ，ＳｅｓｈａｄｒｉＮ，ＣａｌｄｅｒｂａｎｋＡＲ．Ｓｐａｃｅｔｉｍｅｃｏｄｅｓ
ｆｏｒｈｉｇｈｄａｔａｒａｔｅｗｉｒｅｌｅｓｓｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎ：Ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｃｒｉ
ｔｅｒｉｏｎａｎｄｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ
Ｔｈｅｏｒｙ，１９９８，４４：７４４－７６５．

［３］ＤｉｎｈＨＱ，ＬóｐｅｚＰｅｒｍｏｕｔｈＳＲ．Ｃｙｃｌｉｃａｎｄｎｅｇａｃｙｃｌｉｃ
ｃｏｄｅｓｏｖｅｒｆｉｎｉｔｅｃｈａｉｎｒｉｎｇｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＩｎ
ｆｏｒｍａｔｉｏｎＴｈｅｏｒｙ，２００５，５０（８）：１７２８－１７４４．

［４］ＨｕＰｅｎｇ，ＬｉＨｕｉ，ＬｉｕＸｉｕｓｈｅｎｇ．Ｔｈｅｇｅｎｅｒａｔｏｒｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ
ｏｆｃｙｃｌｉｃａｎｄｎｅｇｅｃｙｃｌｉｃｃｏｄｅｓｏｖｅｒｆｉｎｉｔｅｃｈａｉｎｒｉｎｇ［Ｊ］．
ＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓｉｎＰｉｃｔｕｒｅａｎｄＴｈｅｏｒｙ，２０１１，４１（２）：２１７
－２２１．

［５］ＭａｃＷｉｌｌｉａｍｓＦＪ，ＳｌｏａｎｅＮＪＡ．ＴｈｅＴｈｅｏｒｙｏｆＥｒｒｏｒＣｏｒ
ｒｅｃｔｉｎｇＣｏｄｅｓ［Ｍ］．Ｅｌｓｅｖｉｅｒ，１９７７．

［６］ＷａｎＺｈｅｘｉａｎ．ＱｕａｔｅｒｎａｒｙＣｏｄｅｓ［Ｍ］．Ｓｉｎｇａｐｏｒｅ：Ｗｏｒｌｄ
ＳｃｉｅｎｔｉｃＰｕｂＣｏ，１９９７．２５－７０．

［７］ＡｓｈｉｋｈｍｉｎＡＥ．ＧｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＨａｍｍｉｎｇｗｅｉｇｈｔｓｆｏｒＺ４－
ｌｉｎｅａｒｃｏｄｅｓ［Ａ］．Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆ１９９４ＩＥＥＥＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ
ＳｙｍｐｏｓｉｕｍｏｎＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＴｈｅｏｒｙ［Ｃ］．ＩＥＥＥ，１９９４．３０６－
３０６．

［８］ＡｓｈｉｋｈｍｉｎＡＥ．ＯｎｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＨａｍｍｉｎｇｗｅｉｇｈｔｓｆｏｒＧａ
ｌｏｉｓｒｉｎｇｌｉｎｅａｒｃｏｄｅｓ［Ｊ］．Ｄｅｓｉｇｎｓ，ＣｏｄｅｓａｎｄＣｒｙｐｔｏｇｒａ
ｐｈｙ，１９９８，１４（２）：１０７－１２６．

［９］朱士信．Ｚｋ线性码的对称形式的 ＭａｃＷｉｌｌｉａｍｓ恒等式
［Ｊ］．电子与信息学报，２００３，２５（７）：９０１－９０６．
ＺｈｕＳｈｉｘｉｎ．ＡｓｙｍｍｅｔｒｉｚｅｄＭａｃＷｉｌｌｉａｍｓｉｄｅｎｔｉｔｙｏｆＺｋｌｉｎ
ｅａｒｃｏｄｅ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＥｌｅｃｔｒｏｎｉｃｓ＆ＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＴｅｃｈｎｏｌ
ｏｇｙ，２００３，２５（７）：９０１－９０６．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［１０］ＷａｎＺｈｅｘｉａｎ．ＴｈｅＭａｃＷｉｌｌｉａｍｓｉｄｅｎｔｉｔｙｆｏｒｌｉｎｅａｒｃｏｄｅｓ
ｏｖｅｒＧａｌｏｉｓｒｉｎｇｓ［Ａ］．ＮｕｍｂｅｒｓＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎａｎｄＣｏｍ
ｐｌｅｘｉｔｙ［Ｃ］．Ｎｅｔｈｅｒｌａｎｄｓ：ＫｌｕｗｅｒＡｃａｄｅｍｉｃＰｕｂｌｉｓｈｅｒｓ，
２０００．３３３－３３８．

［１１］余海峰，朱士信．环 Ｆ２＋ｕＦ２上线性码及其对偶码的
ＭａｃＷｉｌｌｉａｍｓ恒等式［Ｊ］．中国科学技术大学学报，
２００６，３６（２）：１２８５－１２８８．

［１２］梁华，唐元生．环 Ｆ２＋ｕＦ２＋ｕ
２Ｆ２上线性码的 ＭａｃＷｉｌ

ｌｉａｍｓ恒等式［Ｊ］．数学的实践与认识，２０１０，４０（２３）：２００
－２０５．

［１３］许小芳，毛琪莉．环 Ｆｐ＋ｕＦｐ＋ｕ
２Ｆｐ上线性码的 Ｍａｃ

Ｗｉｌｌｉａｍｓ恒等式［Ｊ］．数学杂志，２０１３，３３（３）：５１９－５２４．
［１４］施敏加，朱士信，李平．环 Ｆ２＋ｖＦ２上线性码的 ＭａｃＷｉ

ｌｌｉａｍｓ恒等式［Ｊ］．计算机应用研究，２００８，２５（４）：１１３４
－１１３５．

［１５］刘修生，刘花璐．环 Ｆｐ＋ｖＦｐ上线性码的 ＭａｃＷｉｌｌｉａｍｓ
恒等式［Ｊ］．山东大学学报（理学版），２０１３，（１２）：６１
－６５．

［１６］施敏加，杨善林．非主理想环Ｆｐ＋ｖＦｐ上线性码的 Ｍａｃ
Ｗｉｌｌｉａｍｓ恒等式［Ｊ］．电子学报，２０１１，３９（１０）：２４４９
－２４５３．
ＳｈｉＭｉｎｊｉａ，ＹａｎｇＳｈａｎｌｉｎ．Ｍａｃｗｉｌｌｉａｍｓｉｄｅｎｔｉｔｉｅｓｏｆｌｉｎｅａｒ
ｃｏｄｅｓｏｖｅｒｎｏｎｐｒｉｎｃｉｐａｌｉｄｅａｌｒｉｎｇＦｐ＋ｖＦｐ［Ｊ］．Ａｃｔａ
ＥｌｅｃｔｒｏｎｉｃａＳｉｎｉｃａ，２０１１，３９（１０）：２４４９－２４５３．（ｉｎＣｈｉ
ｎｅｓｅ）

作者简介

朱士信　男，１９６２年生于安徽枞阳．教授、
博士生导师．合肥工业大学数学学院院长，中国
密码学会理事，安徽省数学会副理事长．研究方
向为代数编码与密码、非线性移位寄存器等．
Ｅｍａｉｌ：ｚｈｕｓｈｉｘｉｎ＠ｈｆｕｔ．ｅｄｕ．ｃｎ

黄　磊　男，１９８９年生于江西上高．２０１５年
毕业于合肥工业大学，硕士．研究方向为代数编
码与密码．
Ｅｍａｉｌ：１８７５６０９６７０７＠１６３．ｃｏｍ

３７５１


