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基于双三次曲面片的三维接触面光滑方法 

姜玉曦，周海兵，熊  俊，刘文韬 
(北京应用物理与计算数学研究所，北京 100094) 

摘  要：该文提出了一种基于双三次曲面片的适用于结构和非结构网格的三维接触面光滑方法。此光滑方法中，

仅仅依靠网格节点坐标和法向定义了双三次曲面片，并由此构造出曲面片之间切平面连续，曲面片内 C1 连续的

三维光滑接触面。在构造的光滑接触面上，设计了接触搜索方法用以确定接触发生的位置，并且依据罚函数接触

算法，计算节点的穿透深度和接触作用力。算例结果显示光滑接触面确保了滑动节点的接触力的连续变化，提高

了计算的收敛性。 
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A 3D CONTACT SMOOTHING METHOD BASED ON BI-CUBIC 
PARAMETRIC PATCHES 

JIANG Yu-xi , ZHOU Hai-bing , XIONG Jun , LIU Wen-tao 

(Institute of Applied Physics and Computational Mathematics, Beijing 100094, China) 

Abstract:  A new strategy for the smooth representation of three-dimensional contact surfaces is developed. This 

method can be applied to both regular and irregular meshes. In this method, the contact surfaces are modeled 

using bi-cubic parametric patches. These patches are defined only by using the coordinates and the normal vectors 

of the mesh nodes. The resulting surfaces are tangent plane continuous between adjacent patches and C1 

continuous in the patches. A contact search algorithm is designed on the smooth contact surfaces to determine the 

contact points. Then the gaps and the contact forces are calculated using the penalty algorithm. The numerical 

examples demonstrate that the smooth contact surface ensures that the contact forces of the sliding nodes vary 

smoothly and provides an improvement in convergence behavior. 

Key words:  contact algorithm; surface smoothing; bi-cubic parametric patches; penalty method; Lagrangian 

numerical simulation 

 

拉氏方法或者采用重分重映技术的拉氏方法

具有描述物质界面运动先天优势。在拉氏方法中，

接触算法对相互接触的物质运动界面施加约束以

保证接触界面的正确模拟，是拉氏方法中最重要的

部分之一。由于接触问题的非线性，接触算法成为

拉氏方法中最难的部分之一。其中一个非线性的主

要来源就是接触面的几何非线性。在通常的计算

中，接触面由离散的网格单元表面组成，是一个法

向不连续的非光滑曲面。在界面发生大变形情况

下，当节点在单元面之间滑移或者是滑出边界时，

节点接触位置的法向发生跳跃，使得施加给节点的

接触约束力的方向发生跳跃。这种非物理跳跃会带

来应力错误和边界节点的振动，甚至导致计算   

发散。 
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为了补救接触界面的几何非线性对接触计算

带来的缺陷，许多学者引入了接触界面光滑方法。

在二维下基于样条插值的光滑方法被用来构造光

滑的接触滑移线，如三次 Hermit 插值[1]、三次 Bezier

插值[2]、Overhauser 插值[3－4]或 NURBS 插值方法[5]

等。三维接触面的光滑方法比二维的光滑方法要困

难得多。被用于构造三维光滑接触面的插值方法有

四次 Bezier 曲面片插值方法[6]，基于边界曲线的曲

面片插值方法[7]，基于 Gregory 曲面片的插值方    

法[8]，三维接触面光滑细分格式[9]，以 NURBS 插值

为基础的等参几何分析方法[10－12]，基于 Nagata 曲

面片的插值方法[13]等。由于三维接触面的空间复杂

性，近年来兴起了网格无关的接触面光滑方法，如

光滑距离函数方法[14]，径向点插值方法[15]等。 

以上提出的三维接触光滑方法中，或者只适用

于三角形单元面或规则网格，或者大大增加了计算

量。因此，一个可以应用于结构和非结构网格的，

计算简单的三维接触面光滑方法，仍是一个值得研

究的问题。实际上，接触问题的计算只需要接触面

满足切平面连续的 G1 光滑性就可以避免接触力的

“跳跃”[8]。 

本文提出了一种三维接触面光滑算法，仅仅依

靠网格节点坐标和法向等当地信息，构造出单元面

边界 G1 连续，其余地方 C1 连续的三维光滑接触面。

在此光滑接触面上，设计了接触搜索方法，然后计

算接触点的坐标以及节点对接触面的穿透深度，依

据罚函数方法计算接触力，从而求解接触问题。 

1  基于双三次插值的接触面光滑方法 

1.1  曲面的表示 

通常用于描述连续体表面的参数曲面单元片

如图 1 所示，可以表示为： 
3 3

3 3
,

0 0

( , ) (1 ) (1 )i i j j
i j

i j

      

 

  x c    (1) 

其中： 和 是曲面片内任一点的参数坐标，其范

围是 0~1； , ( , 0,1,2,3)i j i j c 是该曲面的系数向量，

表示成矩阵如下： 
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c c c c

c c c c
C

c c c c

c c c c

         (2) 

只要给定矩阵C 不同的值，式(1)便可以生成不

同类型的曲面片，如 Bezier 曲面、B 样条曲面和

Coons 曲面等。 
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图 1  参数化曲面片 

Fig.1  Parametric surface patch 

1.2  曲面边界曲线的系数确定 
对式(1)取 0  ，得到一条曲面边界的曲线： 

3
3

0,
0

(0, ) (1 )j j
j

j

   



 x c         (3) 

令 0  和 1  ，得到： 

00 0,0(0,0)  x P c , 01 0,3(0,1)  x P c   (4) 

系数 00c 和 03c 分别为曲面边界的两个顶点坐标。 

对式(1)取 1  ，可以得到系数 30c 和 33c 分别为

曲面片的另外两个顶点坐标 10P 和 11P 。 

假定与顶点 00P 共有 n 个相连的单元面，如图 2

所示，第 i 个单元面中与顶点 00P 相连的边向量分别

为 iC 和 1iC ，第 i 个单元面的面积为 iA ， 00P 在此

单元面内的法向为 in ： 

1 1/i i i i i   n C C C C         (5) 

定义顶点 00P 的法向 00n 等于其在周围相连的

各个单元面内法向的面积加权： 

00
1 1

n n

i i i i
i i

A A
 

 n n n          (6) 

00n

1in
in

 

图 2  顶点法向的定义 

Fig.2  The definition of the vertex normal vector 

根据法向 00n ，可以确定 00P 处的切平面。如  

图 3 所示，将式(3)描述的边界曲线沿法向 00n 投影在

此切平面内，即可得到此曲线在顶点 00P 处的切向： 

01 00 01 00 00 00
00

01 00 01 00 00 00

( ) (( ) )

( ) (( ) )

   


   
P P P P n n

t
P P P P n n

   (7) 
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图 3  边界曲线在顶点 P00的切平面内的投影 

Fig.3  The projection of the boundary curve on the tangent 

plane of the vertex P00 

式(3)对 求导，然后取 0  ： 

0 0,0 0,1( / ) 3     x c c          (8) 

为了求解系数 01c ，需要知道 0( / )   x ，而

0( / )   x 的方向与切向 00t 相同，可以令： 

0 00 00( / ) w    x t              (9) 

其中， 00w 是权值，可以是任意实数，通过调整权

值可以改变曲线的形状。为了简单起见，可令权值

等于 1。所以有： 

01 00 00 00 003 3   c c t P t        (10) 

同样的处理可以得到： 

02 03 01 01 013 3   c c t P t         (11) 

采用相同的方法，依次对曲面片的其余三条边

界曲线进行计算，可以得到各边上的系数 10c 、 20c 、

13c 、 23c 、 31c 、 32c 。 

1.3  曲面内部系数的确定 

至此，在曲面函数式(1)的 16 个系数中，还剩 4
个( 11c ， 12c ， 21c ， 22c )是待定的。为了求得这 4

个系数，对式(1)取交叉导数： 
2

11 00 10 010, 0
( / ) 9 3( )

 
 

 
      x c c c c   (12) 

2
12 03 13 020, 1

( / ) 9 3( )
 

 
 

       x c c c c  (13) 

2
21 30 20 311, 0

( / ) 9 3( )
 

 
 

       x c c c c  (14) 

2
22 33 23 321, 1

( / ) 9 3( )
 

 
 

      x c c c c   (15) 

上述交叉偏导数，就是计算几何中的扭矢(twist 

vector)，通常可令扭矢为 0，即可以使得共点的曲

面片在顶点处的法向连续，又可以使得计算简单。

这样，式(12)~式(15)可得出 11c ， 12c ， 21c 和 22c ： 

11 10 01 00 00 00 103( ) 9 3(3 )     c c c c P t t   (16) 

12 13 02 03 01 30 013( ) 9 3(3 )     c c c c P t t   (17) 

21 20 31 30 10 20 113( ) 9 3(3 )     c c c c P t t   (18) 

22 23 32 33 11 21 313( ) 9 3(3 )     c c c c P t t   (19) 

最终系数矩阵C可以写成： 
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      (20) 

1.4  讨论 

如果已知曲面片内任意一点的参数坐标

( , )  ，此点的坐标 x 可以由式(1)和相应的系数矩

阵式(20)计算。 
而 ( , )  点的法向由下列式子计算： 

( , ) ( , )

( , )
( , ) ( , )

   
  
   
 

 


 
 


 

x x

n
x x

    (21) 

由式(1)和系数矩阵式(20)，可以得到在 0  边

界曲线上的导数值： 
3

3
0 10

0

( / ) (1 ) [ 3 ]j j
j j

j
   




     x c c  (22) 

2
000

( / ) 3(1 ) 


     x c   

2 2 2
01 02 03(1 4 ) (2 3 ) 3        c c c (23) 

/  x 和 /  x 在 0  边界曲线上只与系数

00c 、 01c 、 02c 、 03c 有关。这些系数又仅仅依据曲

线的顶点坐标和法向确定，可见在曲线 0  上由

式(21)确定的法向是唯一的。由于曲面片方程的对

称性，在其余的边界上，也有相同的结果。由此证

明曲面片之间是法向连续的。 

如果单元面是三角形，把它看作是有一条长度

为 0 的曲线边的四边形来处理，假设一条曲线的两

个顶点重合，例如 00 01 P P P ，则有： 

00 03 c c P，  01 02 3 c c P      (24) 

同理可以得到其他系数的值。由此可见，此方

法可以应用于非结构网格中。 

2  接触问题的描述与接触算法 

2.1  接触问题的描述 
考虑两个物体 B ， 1, 2  ，占据空间

3R  ，经过运动后发生接触，运动的过程分别

可以视为两个映射 ( , )t     ∶ X x 。则存在两个
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初始坐标为 1X 和 2X 的分别位于 1B 和 2B 边界上的

点 ， 经 过  的 映 射 成 为 同 一 个 点 ， 即

1 1 2 2( , ) ( , )t t  X X x。 

在接触界面上必须满足法向的不可穿透条件

和法向应力连续条件。 
对于 2B 的边界上每个点 2x ，在 1B 上都有一个

与之距离最近的点 1x ，法向不可穿透条件表述为： 

2 1 1( ) 0  ≥x x n             (25) 

其中， 1n 是点 1x 的法向。 

可以定义一个距离函数(gap function)表述法向

不可穿透条件的不等式： 

2 1 1 2 1 1

2 1 1

( ) ( ) 0

0 , ( ) 0N

n
g

   
   

x x x x n

x x n

≥,

＜

当

当
 (26) 

法向应力连续条件表述为： 
1 2 0N NP P                  (27) 

在法向上，不考虑在接触界面之间的任何粘

性，所以法向应力 NP 不能是拉力，必须满足： 

0 , 0

0 , 0
N N

N N

P g

P g

 
  

当

当
        (28) 

因此接触约束条件可以统一写成： 
0N Np g                   (29) 

拉氏框架下的控制方程表示如下： 
d /d 0t    u            (30) 

d /dt   u σ               (31) 

d /d :e t   σ u              (32) 

其中： 是密度； u是速度； e 是内能；σ是应力

张量；另外还需要补充连续介质的本构关系和状态

方程。 

需要满足的边界条件有： 
位移边界条件：    u u              (33) 

应力边界条件：   n   σ σ           (34) 

位移初始条件：   0 0,t  u u           (35) 

速度初始条件：   0 0,t   u u           (36) 

接触条件：      0N NP g             (37) 

其中式(37)的接触边界条件，描述了运动边界的相

互作用，需要接触算法进行计算。由于接触区域是

事先不可知的，所以接触算法的第一步就是接触搜

索，以确定接触发生的地点。在确定发生接触的区

域后，应用接触算法计算接触作用力，并将接触作

用力反馈到动量方程的计算中。 

2.2  三维光滑接触面上的接触搜索 

通常将节点在相对接触面上的投影点作为它

的接触位置。整个接触搜索过程可以分为两个步

骤，首先是在相对界面上的节点中，寻找给定节点

的最近点，然后在最近点周围相连的单元面中，确

定节点投影的位置。 

搜索节点的最近点的过程，称为“全局搜索”，

它是一个相对独立的过程，在本文中采用的是桶搜

索(Bucket Search)[16]算法，可以比较高效地寻找到

节点的最近点。 

确定节点投影单元面的过程，称为“局部搜

索”。在本文中，首先采用“Inside-Outside”方法[17]

来初步判定节点可能投影在那个单元面内。 

设节点 A 的最近点 a 相连的其中一个单元面如

图 4 所示，定义沿着单元面的外法线方向逆时针旋

转，在旋转的左手边为“内侧”-Inside，右手边为

“外侧”-Outside。 

an

an

abv

bcv

cdv

dav
sn

 

图 4 节点与单元面的投影关系示意图 

Fig.4  Schematic of a node projected to a segment 

如果节点 A 沿着最近点 a 的法向 an 投影，满足

下列的关系，则称节点 A 投影在边 ab 的“内侧”： 

aA ab a

1
( ) 0

2nS v v n   ≤        (38) 

如果对于单元面的所有边，节点 A 沿着最近点

a 的法向的投影，都位于此边的“内侧”，则可以判

断为节点 A 投影在此单元面内。 

在确定节点 A 投影在其最近点 a 的某个单元面

内之后，需要在此单元面的光滑曲面片上，寻找节

点 A 的投影点。如图 5 所示，曲面片形心标记为G ，

点 A 在曲面片上的投影点标记C，点 A 到投影点C
的向量 ACr 。则在参数化的曲面片上，投影点C 处

的两个切向与向量 ACr 正交，则有以下两个式子的

成立： 

C AC( / ) 0   r r             (39) 

C AC( / ) 0   r r             (40) 

其中接触点的切向可以通过接触面的表达式(1)和

式(20)得到。通过 Newton-Raphson 迭代方法可以求

解点 A 在接触片段上的接触点参数坐标( C , C )。 
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图 5  参数化曲面片上的接触点位置 

Fig.5  Location of contact point on parametric surface patch 

2.3  罚函数方法 

罚函数算法[18]是接触计算中常用的一种算法。

此方法中接触面通常分为主面和从面，之上的节点

分别称为主点和从点。经过接触搜索之后，得到从

点在主面上的投影点坐标和法向，然后计算从点在

主面上的穿透深度： 

A C( )ng   r r n             (41) 

其中： ng 是节点的穿透深度，简称穿深； Ar 是节

点的坐标； Cr 是投影点坐标；n是投影点的法向。 

如果节点的穿深 0ng  ，则对从点施加的惩罚

力为： 

s nkg f n， 2 /k KA V     (42) 

其中： 是缩放系数，通常取 0.1；K 是体积模量；

A是从点穿透的主面的单元面面积；V 是从点穿透

的主面的单元体积；n 是从点在主面上的投影点的

法向。 

然后将惩罚力的反向作用力，通过插值方法施

加到从点穿透的主面的顶点上。 

C C( , )i
m i s    f f           (43) 

其中， C C( , )i   是从点的投影点在主面上的插值形

函数。 

在已知光滑曲面片的几何描述后，可以构造在

此曲面片上的光滑的函数分布，并由此得出函数的

插值形函数。 
设有函数 ( , )S   ，可以将此函数的分布表示

为： 
3 3

3 3
,

0 0

( , ) (1 ) (1 )i i j j
i j

i j

S b      

 

    (44) 

其中， , ( , 0,1,2,3)i jb i j  是该物理量表达的系数。 

取 0  的边界曲线，分别取 0  和 1  ，可

知系数 00b 和 03b 分别为曲线的两个顶点处的函数

值。同样地，系数 30b 和 33b 为曲面片的另外两个顶

点处的函数值。 

0  的边界曲线对 求导，然后分别取 0 
和 1  ，并且令曲线顶点处函数对 求导的偏导数

等于 0，得到： 

0,1 0,0 003 3b b S  ， 0,2 0,3 013 3b b S    (45) 

同样的方法可以处理 1  、 0  和 1  的边

界曲线，分别得到 30b 、 31b 、 32b 、 33b 、 10b 、 20b 、

13b 和 23b 。 

对式(44)取交叉导数，同时令这些交叉导数在

曲面片的顶点处都等于 0，可得出： 

11 009b S ， 12 019b S ， 21 109b S ， 22 119b S  (46) 

于是系数矩阵 B 可以写成： 

00 00 01 01

00 00 01 01

10 10 11 11

10 10 11 11

3 3

3 9 9 3

3 9 9 3

3 3

S S S S

S S S S

S S S S

S S S S

 
 
 
 
 
 

B     (47) 

由式(44)和系数矩阵式(47)可知，插值形函数： 
2 2

1 C C( , ) (1 ) (1 ) (1 2 )(1 2 )             (48) 

2 2
2 C C( , ) (1 ) (3 2 ) (1 2 )                (49) 

2 2
3 C C( , ) (3 2 ) (3 2 )                  (50) 

2 2
4 C C( , ) (1 ) (1 2 ) (3 2 )               (51) 

3  数值算例 

3.1  表面光滑的算例 

一个球面，采用 24 个网格单元网格进行离散

划分，结果如图 6 的左图所示，这样的一个离散单

元组成的球面，可见在单元节点和边线上的法向是

不连续的。经过式(1)和式(20)表示的曲面片插值方

法的光滑后，形成了图 6 的右图所示的法向连续的

光滑的球面形状。 

  

图 6 光滑前和光滑后的球面 

Fig.6  The sphere surface before and after smoothing 

3.2  双管碰撞算例 

双管碰撞算例是接触碰撞问题的经典算    

例[19－20]，两管长 46 cm，外径 20 cm，厚 0.6 cm。

左管垂直放置，右管水平放置，两管相距 5 cm，以



16 工    程    力    学  

35 m/s 速度相对运动。双管的材料参数如表 1 所示。

管的长度方向网格数为 10，厚度方向 1 个网格，管

的周向 36 网格。 

表 1  双管的材料参数 

Table 1  Material parameters of two tubes 

弹性模量 塑性模量 屈服应力 泊松比 密度 

E/GPa Ep/GPa /GPa  /(kg/m3) 

25 0.23 0.1 0.3 7640 

图 7 显示了 t=5 ms 时刻的算例计算结果，其中

左图是双管的单元压力分布图，压力的单位是 GPa，

右图是双管的形状图。将图 7 与文献[19－20]结果

进行比较，说明三维接触面光滑方法很好地模拟双

管的碰撞过程。 

表 2 记录了接触面光滑算法与非光滑算法计算

双管碰撞算例所耗的时间。在此算例中，接触碰撞

的计算占据整个计算时间耗费的 36%左右。接触光

滑算法增加了接触面的光滑过程、光滑接触面上的

投影点的计算过程以及插值过程，其增加的耗费时

间仅仅占整个计算的大约 1%左右。可见光滑算法

能够在增加较少计算量的情况下，给接触面一个光

滑的表达。 

压力
0.04
0.03
0.02
0.01

0
-0.01
-0.02
-0.03
-0.04
-0.05

 
图 7  t=5 ms 时刻的双管形状与压力分布 

Fig.7  Pressure distribution and configuration of the two tubes 

at t=5 ms 

表 2  双管碰撞计算的时间消耗 

Table 2  Time consumption for two tubes impact simulation 

两种算法 接触计算耗时/s 计算总耗时/s 

接触面光滑算法 101.81 280.38 

非光滑算法 98.56 277.14 

3.3  金属冲压算例 

在上方的钨冲压头和下方深 0.2 m 的钨制凹槽

之间，放置一块铝板，给定冲压头一个 10 m/s 的恒

定速度，对铝板进行冲压。 

计算中应用 Gruneisen 状态方程，设置中间铝

板的弹性模量为 11 23.66 10 N/mE   ，密度为
3 33.96 10 kg/m   ，泊松比为 0.22  。整个算

例共有 12384 个网格单元，其中中间铝板的网格单

元数为 7560。 

图 8 为 t=20 ms 时刻，金属冲压算例的最终形

状，其中右图是中间铝板的形状。表 3 则记录了金

属冲压算例的模拟过程所耗费的时间。 

 

图 8  金属冲压成型算例在 t=20 ms 时刻的形状 

Fig.8  The configurations of the metal sheet stamping process 

at t=20 ms 

表 3  金属冲压计算的时间消耗 

Table 3  Time consumption for metal sheet stamping 

simulation 

两种算法 接触计算耗时/s 计算总耗时/s 

接触面光滑算法 4346 9568.71 

非光滑算法 4198.67 9421.38 

在此算例中，接触碰撞的计算占据整个计算时

间耗费的 45%左右。接触光滑带来的额外时间消耗

占整个计算的大约 1.6%左右。结果显示金属成型的

过程被很好的进行了模拟。 

4  结论 

本文提出了一种三维接触面的光滑方法，依靠

单元面顶点的坐标和法向等当地局部信息，构造出

单元面边界 G1 连续(切平面连续)，其余地方 C1 连

续的三维光滑接触面。在此构造的光滑接触面上，

设计了接触搜索方法，并将此光滑接触面应用于罚

函数接触算法中。数值算例的结果显示此算法能够

在增加较少计算量的情况下，为实际的接触面提供

一个更为准确的几何表达，光滑接触面的连续法向

保证了法向接触力的连续施加，提高了计算的收   

敛性。 
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