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第四章 空间力系
§4-1  空间汇交力系（合成与平衡）

§4-2  力对点之矩和力对轴之矩

§4-3  空间力偶系（合成与平衡）

§4-4  空间任意力系向一点简化（合成）

§4-5  空间任意力系的平衡方程（平衡）
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1．力在直角坐标上的投影

（1）一次（直接）投影法
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（2）二次（间接）投影法
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§4-1  空间汇交力系
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2、分力与力的投影
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βα sincosFFX t == βα coscosFFY a −==

αsinFFZ r −==

例半径r的斜齿轮，其上作用力F，如图所示。
求力在坐标轴上的投影。
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2.空间汇交力系的合成与平衡条件

(1)空间汇交力系的合成

1 2R n= + + + = ∑F F F F F

222 )()()( ZYXFR ∑+∑+∑=

i jR X Y Zk= ∑ + ∑ + ∑F
合力在某轴上的投影等于力系中所有各力在同一轴上投影

的代数和。

合力等于各分力的矢量和。合力的作用线通过汇交点.

R
R

R
R

R
R F

Z
kF

F

Y
jF

F

X
iF ==

Σ
= ),cos(),cos(),cos(

Σ Σ



静
力
学—

空
间
力
系

(2)空间汇交力系的平衡

0R =F
2 2 2( ) ( ) ( ) 0R x y zF F F F= ∑ + ∑ + ∑ =

0
0

0

x

y

z

F
F

F

⎫∑ =
⎪∑ = ⎬
⎪∑ = ⎭

力系中所有各力在三个坐标轴

上的投影的代数和分别等于零。

三个方程—求解三个未知数。
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挂物架如图所示,三杆的重量不计，平面BOC为水平面,
且OB=OC，若在O点挂一重物G=1000N，求三杆所受的力。

0yF =∑

0xF =∑

x y

z
解：三杆均为二力杆

OCF

OBF

OAF

45cos45cos OBOC FF =

OBOC FF =

0zF =∑ GFOA =45cos
NFOA 1414=

45sin45sin2 OAOB FF =

NFF OBOC 707==
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例 °= 30α DEEBCE == °=∠ 30EBF kN10=P

试求：起重杆所受的压力和绳子的拉力。 °=∠=∠ 45DC
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0xF∑ =

0yF∑ =

°°+
°°=°

30cos45cos
30cos45cos30sin

2

1

F
FFA

0zF∑ =

PF
FF

A =°+
°°+°°

30cos
30sin45cos30sin45cos 21

解得

kN54.321 == FF

kN66.8=AF

045sin45sin 21 =°−° FF
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( )O = ×M F r F
)(M)( OO FFM = ),sin(rF Fr=

Fh= OABΔ= 2

一、力对点之矩的定义：

FrFM ×=)(O

x y z

x y z
F F F

=
i j k

( )z yyF zF= − i ( )x zzF xF+ − j
( )y xxF yF+ − k

§4-2  力对点之矩和力对轴之矩
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Fz

Fx

Fy

*力与轴平行或相交时，力对该轴的矩等于零。

二．力对轴之矩
力对轴之矩为力使刚体绕轴转动效果的度量，是一代数量。
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( ) ( )z O xyM M=F F

( ) ( )O OM=M F F OABΔ= 2

2xyF h Oab= ± ⋅ = Δ

力对点之矩：

力对轴的矩等于该力在与轴垂直的平面上的投影
对轴与平面交点之矩。
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力对点的矩矢在通过该点的某轴上的投

影，等于力对该轴的矩。

三、力对点之矩与力对轴之矩的关系

[ ]zO )(FM kFM ⋅= )(O

γcos1)( ⋅⋅= FMO

γcos2 ⋅Δ= OAB

OabΔ= 2 )(FzM=
kFjFiFFM )()()()( zyxO MMM ++=
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小 结
1、力对点之矩是理解空间力系简化和合成的关键；

2、力对轴之矩是正确列出矩式平衡方程的基础；

力臂便于确定，可按定义计算

一般将力沿坐标轴分解，应用合力矩定理

将力沿坐标轴分解之后，代入力对轴之矩的解析表达
式

利用力对点之矩的关系计算

注意力对轴之矩数值的正、负或零
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例手柄ABCE在平面Axy内，F在垂直于y轴的平面
内，AB=BC=L，CD=a。试求力对x、y和z三轴之矩。

解： αsinFFx = αcosFFz =

z( ) ( ) ( )x x zM M F AB CD= =− +F F αα cos)( +−= lF

( ) ( )
( )

z z

x

M M
F AB CD

=
= − +

xF F

αα sin)( +−= lF

z( ) ( )

cos
y y

z

M M

F BC Fl α

=

= − = −

F F
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§4-3   空间力偶系
⒈ 力偶矩矢

2．力偶等效条件
若两力偶的力偶矩矢相等，则两力偶等效。

= ≠

空间力偶三要素：力偶矩的大小；力偶作用面

在空间的方位；力偶在作用面内的转向。
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ΣMx

ΣM z

ΣMy

3．空间力偶系的合成与平衡条件
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M

ΣMx

ΣM z

ΣMy

i1 2 n= + + = ∑M M M M M
(1) 力偶系的合成：

X Y ZM M i M j M k= + +∑ ∑ ∑
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已知直角三棱柱上作用力 ，
试求：它们的合成结果。

N20011 =′= FF N10022 =′= FF

作用在三棱柱上的两个力偶，可分别用力偶矩矢表示

1 0.3i 60i(N.m)= ⋅ =M F

2
4 30.2j F 0.2k
5 5

= ⋅ + ⋅M F m)12k(N16j ⋅+=

60 16 12 ( . )i j kM N m= + +
2 2 260 16 12 63 25( . )M . N m= + + =

其合力偶矩矢:

合力偶矩大小

求合力偶矩矢,一般只需求得其沿各坐标轴的分量即可
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（2）平衡条件：

0= =∑ iM M

0

0

0

x

y

z

M

M

M

⎫=
⎪⎪= ⎬
⎪

= ⎪⎭

∑
∑
∑

力偶系中所有各力偶矩矢在三坐
标轴上投影的代数和分别等于零

三个方程—求解三个未知数
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图示三圆盘A、B和C的半径分别为150mm、100mm和
50mm。求:力F 的大小和 角。α

mNM A .30=

mNM B .4=

mFNM C .1.0=

0xM =∑
AC MM =− )90cos(α

0yM =∑
8143,50 ′== αNF

BC MM =− )90sin(α
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Fn

F2
F1

F1

F2

Fn

M1

M2

Mn

F1

F2

Fn

M1

M2

Mn FR
MMOO

§4-4  空间任意力系向一点简化

1．空间任意力系向一点简化
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My
Mx

Mz

FRz

FRx

FRy

FR
MO

kFMjFMiFM iziyix ∑∑∑ ++= )()()(

ZkYXR ∑+∑+∑= jiF

k][j][i][M zOyOxOO MMM ++=

MMnn MM22

MM11
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力系主矢的特点：
* 对于给定的力系，主矢FR唯一；

•主矢FR仅与力系中各力的大小和方向有关，主矢

不涉及作用点和作用线，主矢是自由矢。

力系主矩的特点:

*   力系主矩MO与矩心O的位置有关;
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求:力系向O点简化的结果

解:力系主矢在轴上的投影

βα cossin 32 FF −−=
RX xF F= ∑

RY yF F= ∑
NF 9.246cos2 == α

N4.345−=

RZ zF F= ∑ NFF 56.10sin31 =−= β

i j k= + +∑ ∑ ∑R x y zF F F F 10.56k(N)246.9j345.4i ++−=

NF 1001 =

NF 2003 =

NF 3002 =

x

z

y
300

200
100 O

α

β
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力系主矩在轴上的投影

∑= )(FMM XOX

∑= )(FMM YOY

mN
FF

.56.36
100sin200 21

−=
⋅−⋅−= α

∑= )(FMM ZOZ mNFF .6.103300cos300sin 32 =⋅+⋅= βα

O i j kX Y ZM M M M= + +∑ ∑ ∑
)103.6k(N.m36.56j51.78i +−−=

NF 1001 =

NF 2003 =

NF 3002 =

x

z

y
300

200
100 O

α
β

mN
FF

.78.51
300sin100cos 32

−=
⋅−⋅−= βα
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力系向某一点(O )简化的几种结果

空间力系简化为一合力，且该合力的作用线恰好

通过所选的简化中心；

*              (平衡力系)0R OF M′ = =

* 合力偶0, 0R OF M′ = ≠

* 合 力0, 0R OF M′ ≠ =

• (还可以再简化为合力)
( FR // MO )  力螺旋

0, 0( )R O R OF M F M′ ′≠ ≠ ⊥
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F’R

d1=M01 /F’R

空间力系简化为一合力，该合力的作用
线并不通过所选的简化中心；

MO1

F’R

MO2

F’R

d2=M02 /F’R

0, 0( )R O R OF M F M′ ′≠ ≠ ⊥
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F’R
d2=M02 /F’R

d1=M01 /F’R

MOx

F’R

MO

x

y

z

空间力系合成的结果一般是力螺旋

若MOy=0, MOz=0力螺旋中

心轴通过简化中心

若MOy≠0,MOz ≠0力螺
旋中心轴与简化中心
距离为d。

x

y

z

MOx

MOy

F’R

MOz
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§5-5 空间任意力系的平衡方程

R 0′ =F O 0=M
所有各力在三个坐标轴中每一个轴上的投影的代

数和等于零,以及这些力对每一个坐标轴的矩的代数和

也等于零 0
0

0

x

y

z

F
F

F

∑ =
∑ =

∑ = 0)F(

0)F(
0)F(

=∑

=∑
=∑

z

y

x

M

M
M

六个方程，求解六个未知数。
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已知：M2、M3，其他条件如图。
求：平衡时M1大小及支座反力。

3

例题1
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∑ = 0)(FM z 03 =− AYaFM
a

MFAY
3=

∑ = 0)(FMY

02 =+− AZaFM
a

MFAZ
2=

∑ = 0)(FM X 01 =−− AYAZ cFbFM

c
a

Mb
a

MM 32
1 +=

0xF =∑
0=DXF

0yF =∑
a

MFDY
3−= a

MFDZ
2−=

0zF =∑

M1

M2 M3

X

z

y

FAZ

FAY

FDZ

FDX FDY

已知：M2、M3，其他条件如图。
求：平衡时M1大小及支座反力。
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空间任意力系解题步骤：
1、明确已知和求解；

2、选取研究对象，作受力图（画在原图上，便于表现力的

空间几何关系）；

3、建立合理的坐标系。为了简洁，力的投影轴尽可能与多

数未知力垂直，矩轴尽量与未知力的作用线共面。

4、列平衡方程。正确而熟练地计算力在轴上投影和各力对

轴之矩是关键；

5、求解方程，必要时讨论分析结果。
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例题2
图示为水力涡轮发电机主轴，将锥
齿轮B处受到的力分解为三个分力：
圆周力Ft，轴向力Fa和径向力Fr，
三者大小之比为Ft : Fa : Fr=1 : 0.32 : 
0.17，已知涡轮连同轴和锥齿轮的
总重量为W=12kN，其作用线沿轴
Cz；锥齿轮的平均半径OB=0.6m，

水 力 推 动 涡 轮 转 动 的 力 偶 矩
Mz=1200 N.m。

试求：止推轴承C和轴承A处的约

束力。
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0tzM F OB− × =
由此解得作用在锥齿轮上的圆周力: N2000t =F

FCx

FAyFAx

FCy

FCz

∑ = 0)(FzM

N640a =F N340r =F再由三个力的数值比，得到

最后应用空间力系的平衡方程，可以写出

∑ = 0)(FyM t3 4 0AxF F− =

∑ = 0)(FxM 06.043 ar =+−− FFFAy

0r =++ FFF CyAy

0t =−+ FFF CxAx

WFF aCZ +=

N325−=AyF

N7.14−=CyF

kN67.2=AxF

667NCxF = − kN6.12=CzF

解：

0yF =∑
0zF =∑

0xF =∑
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图示电动机以转矩M通过
链条传动将重物P等速提
起，链条与水平线成角300

（直线O1x1平行与直线
Ax）。已知：r=100mm，
R=200mm，P=10kN，链

条主动边（下边）的拉力
为从动边拉力的两倍。轴
及轮重不计.求支座A和B的
反力以及链条的拉力。

例题3
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已知：r=100mm，R=200mm，P=10kN，.求支座A和
B的反力以及链条的拉力。

∑ = 0)(FMY

FAX

FAZ

FBX

FBZ

T1

T2

021 =⋅−⋅− rPR)T(T
21 2TT =

kNTkNT 510 21 ==

∑ = 0)(FM X

030030sin)(6001000 21 =−−+ PTTFBZ

kNFBZ 5.1=
∑ = 0)(FM Z

030cos)(6001000 21 =−−− TTFBX

kNFBX 8.7−=
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FAX

FAZ

FBX

FBZ

T1

T2

0xF =∑ 030cos)( 21 =+++ TTFF BXAX

kNTkNT 510 21 == kNFBZ 5.1= kNFBX 8.7−=

kNFAX 2.5−=
0zF =∑

030sin)( 21 =−−++ PTTFF BZAZ

kNFAZ 6=
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求：各杆内力

∑ = 0)(3 FM

∑ = 0)(1 FM

∑ = 0)(5 FM A B

CD

∑ = 0)(FM AB

01010 5 =×+× FF

)(5 压FF −=

∑ = 0)(FM BC )(1 压FF −= 0yF =∑ )(3 拉FF =

取板为研究对象

02 =F

04 =F

06 =F

例题4
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例题5 正方形板由六根直杆支撑于水平位置，若在
点A沿作用水平力P，不计板重和杆重，试求各杆的

内力。
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045cos45cos0)( 54' =⋅−⋅=∑ aFaFM DD F
045cos0)( 34 =+⋅=∑ aFaFM AD F )(3 压PF −=

)(24 拉PF =

045cos0)( 2' =⋅+=∑ aFPaM BB F
045cos0)( 5' =⋅−=∑ aFPaM CC F )(25 拉PF =

)(22 压PF −=
空间一般力系有6个方程,尽量使一个方程包含一个未知数取板为研究对象：

00)( 16'' =+=∑ aFaFM CB F )(1 拉PF =

045cos0)( 65 =+⋅=∑ aFaFM CD F )(6 压PF −=
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∑ = 0)(1 FM

例题6   等边三角形边长为a，求各杆内力

30
30

0
2
330cos5 =+ MaF )(

3
4

5 压
a
MF −=

)(
3
4

645 压
a
MFFF −===

∑ = 0)(FM AC

)(
3
230sin52 拉

a
MFF =−=

)(
3
2

312 拉
a
MFFF ===

取板为研究对象
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本章小结
1.计算力在空间直角坐标轴上的投影有两种

方法：一次（直接）投影法和二次（间接）投影法。

2.力对轴之矩是力使物体绕轴转动效果的度量，是

代数量。

3．力对点之矩是力使物体绕该点转动效果的度量，

是定位矢量。 ( )OM = ×F r F
4．力对点之矩在通过该点某轴

上的投影等于力对该轴之矩。

O

O

O

[ ( )] ( )
[ ( )] ( )

[ ( )] ( )

x x

y y

z z

M M
M M

M M

⎫=
⎪

= ⎬
⎪= ⎭

F F
F F

F F
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5．空间力系平衡方程

所有各力在三个坐标轴中每一个轴

上的投影的代数和等于零，以及这些力对
每一个坐标轴的矩的代数和也等于零。

0
0

0

x

y

z

F
F

F

∑ =

∑ =

∑ =

( ) 0
( ) 0

( ) 0

x

y

z

M
M

M

∑ =
∑ =

∑ =

F
F

F
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