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约束力学系统引入待定乘子的两种方式
1)

丁光涛 2)

(安徽师范大学物理与电子信息学院，安徽芜湖 241000)

摘要 讨论约束力学系统中引入待定乘子两种不同的途径及

其对应的物理意义. 一种方式引入待定乘子是处理非独立坐

标变更，乘子与约束反力相关；另一种方式是变分原理条件

极值要求，乘子与系统的拉格朗日函数相关.对完整系统由两

种途径导出的带乘子运动方程是相同的，但是对非完整系统

则分别导出两种不同的运动方程: 罗斯方程和维科 (Vacco)

方程.
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非完整力学从出现以来，就存在着不同的认知

和模型. 20 世纪 90 年代初开始，我国力学界也就

此开展了深入的争论，极大地推动了对非完整力学

的研究，但是，并没有全面解决问题 [1-4]. 约束是加

在力学系统上的限制条件，以数学语言 (等式或不等

式)来表示，但是，应通过一定的物理机制和过程来

实现，当然，在建立理论时必然要通过某些理想化

处理. 约束系统的运动方程应当包含了这种数学和

物理的两方面因素，在导出运动方程的过程中，利用

的数学方法和引入的有关假设都与物理 (力学)条件

相关，所以，对约束问题的讨论应当涉及数学和物理

两方面. 在建立约束系统，特别是非完整约束系统

运动方程时，利用待定乘子是基础性的方法，这里

有两种基本方程 —— 罗斯方程和维科 (Vacco) 方

程 [1,5-8], 分别代表着两种典型的处理方式. 在研究

非完整约束系统运动中如何引入待定乘子，以及不

同的方式引入的乘子的物理 (力学) 意义是什么，

近年来仍是国内外讨论的热点 [1,9-12]. 通常在数学

上引入待定乘子是为了处理非独立的坐标变更，而

在讨论其意义时认为待定乘子与约束反力相关；然

而，文献 [7,13] 中曾提出一种从力场势能去理解约

束的思想，也就是说，待定乘子可能与能量有联系.

我们从新的角度来讨论和分析这两种方式，着重研

究变分原理条件极值中引入待定乘子修正系统的拉

格朗日函数的方式. 引入待定乘子的这两种方式，

在数学上都有规范的程序，但是，建立力学系统理论

如何选择应当基于物理 (力学) 考虑. 本文首先在完

整约束系统中，研究引入待定乘子的两种标准数学

方式，并分析对应的物理意义 [14-15]，这种情况下两

种方式引入的待定乘子的物理意义相关联，导出的

运动方程相同. 然后，将讨论推广到非完整系统，这

时两种方式引入的待定乘子的物理意义存在实质区

别，导出罗斯方程和维科方程不同，两种引入待定乘

子的方式和两种方程可能与约束实现机制和方式关

联.

1 完整系统待定乘子的两种引入方式及其物理意义

1.1 待定乘子和消除不独立坐标变更

设力学系统带有几何约束

fα(xi, t) = 0 (i = 1, 2, · · · , n ; α = 1, 2, · · · , s ; s < n)

(1)

它的拉格朗日函数为

L = L(xi, ẋi, t) (2)

由哈密顿原理

δS = δ

∫ t2

t1

Ldt = 0 , (δxi1 = δxi2 = 0) (3)

可以导出
∫ t2

t1

−
( d

dt

∂L

∂ẋi
− ∂L

∂xi

)
δxidt = 0 (4)
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由于几何约束 (1)的存在，n 个 δxi 之间存在下述 s

个关系
∂fα

∂xi
δxi = 0 (5)

为了处理非独立坐标变更，引入 s个待定乘子 λα，

并由式 (4) 和式 (5) 导出
∫ t2

t1

−
( d

dt

∂L

∂ẋi
− ∂L

∂xi
− λα

∂fα

∂xi

)
δxidt = 0 (6)

选择 s 个待定乘子 λα 使得不独立的坐标变更前面

的系数为 0，而由于其余的坐标变更是独立的任意

变更，其前面的系数也必为零，因此从式 (6)导出下

列方程组

d
dt

∂L

∂ẋi
− ∂L

∂xi
− λα

∂fα

∂xi
= 0 (i = 1, 2, · · · , n) (7)

约束方程 (1) 的出现，表示给出的描述系统位

形的坐标数多于系统的自由度，方程 (7) 通常称为

带有多余坐标系统的拉格朗日方程；如果 xi 选择为

系统质点的笛卡尔坐标，式 (7) 就称为第一类拉格

朗日方程. 原则上，解方程 (7) 和方程 (1)，可以得

到 n + s 个变量 xi 和 λα.

1.2 待定乘子与约束反力的联系

上述引入待定乘子 λα是一种数学方式，而处理

的是力学系统的运动，因此必须讨论待定乘子的力

学 (物理)意义.通常几何约束由物体的光滑接触、刚

性连接等机制实现，约束对系统的作用归结为力，即

作用在系统质点除了主动力以外，还有约束反力，

把这两种力的分量分别记为 Fi, Ri. 哈密顿原理 (13)

成立的条件之一是系统约束是理想的，即

Riδxi = 0 (8)

式 (5) 中各式分别乘以 λα 再对 α 求和，得到

λα
∂fα

∂xi
δxi = 0 (9)

比较式 (8) 和式 (9)，可以设定下列关系式

Ri = λα
∂fα

∂xi
(10)

这种待定乘子与理想约束反力之间的关系，就是乘

子的第一种物理意义.

1.3 待定乘子和变分原理的条件极值

根据变分法理论，带有约束条件 (1) 的力学系

统运动方程可以利用条件极值哈密顿原理导出. 引

入待定乘子 µα，将拉格朗日函数修正为

L′ = L(xi, ẋi, t) + µαfα(xi, t) (11)

将原理 (3) 推广成带有约束条件的哈密顿原理

δ

∫ t2

t1

L′dt = δ

∫ t2

t1

(L + µαfα)dt = 0 (12)

这里 µα 是待定的时间函数，展开式 (12)，并利用端

点条件可以导出

∫ t2

t1

[(
− d

dt

∂L

∂ẋi
+

∂L

∂xi
+ µα

∂fα

∂xi

)
δxi+

fαδµα

]
dt = 0

(13)

式中 n 个 δxi 和 s 个 δµα 都是独立的任意变更，故

由上式同时导出运动方程 (7)和约束方程 (1)(式 (7)

中待定乘子 λα 应当改成 µα)

d
dt

∂L

∂ẋi
− ∂L

∂xi
− µα

∂fα

∂xi
= 0 (14)

1.4 待定乘子和系统能量修正的联系

显然，在数学上引入待定乘子 µα的途径与引入

待定乘子 λα 的途径是不同的，µα 不是为了消除不

独立变量变更，而是按照变分法中求条件极值理论

的要求，用来修正泛函的被积函数. 为了确定待定

乘子 µα 的物理意义，研究式 (14) 中与乘子 µα 相

关项，由于 µα 是时间的函数，故可以写成

µα
∂fα

∂xi
=

∂(µαfα)
∂xi

(15)

考虑到通常力学系统的拉格朗日函数为系统动能与

势能之差 L = T − V，则式 (11) 可以改写成

L′ = T − V + µαfα = T − V ′ (16)

式中

V ′ = V − µαfα (17)

以上关系表示待定乘子与系统约束之间的能量相

关，在完整系统中约束方程是坐标和时间的函数，

这种能量可以看作与约束相关的 “势能”，这就是乘

子 µα 的物理意义.

文献 [15] 提出过从能量来理解约束的观点，文

献 [7]也以强吸引梯度的力场来解释曲线约束，事实

上物理学中这种思想并不少见，例如，静电学中电荷

束缚在导体表面就以电势跃变来说明，分子物理学
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中对封闭在刚性容器中的气体分子，器壁可以作为

无限高的势垒处理等. 在力学中，力和能量，特别是

和势能紧密关联，既然引入与约束相关的反力是通

常的处理方式，那么引入式 (17) 所表示的约束对势

能的修正也应当能够理解. 这里强调指出，对于完

整约束而言，无论用哪种数学方式引入待定乘子，

无论是从力的角度还是从能量角度来说明乘子的物

理意义，所得到的运动方程形式都是相同的，而且力

是势能的负梯度，所以这两种方式引入的乘子的物

理意义实质上是相通的. 然而对于推广到与速度相

关的运动约束，这种情况将会改变.

2 非完整系统两种引入待定乘子方式

2.1 第 1 种方式和罗斯方程的导出

设力学系统带有非完整约束

gσ(xi, ẋi, t) = 0,

(i = 1, 2, · · · , n ; σ = 1, 2, · · · , r ; r < n)

(18)

为简单计算不考虑完整约束. 设系统的拉格朗日函

数为式 (2)，仍由哈密顿原理 (3)导出式 (4)，由于非

完整约束 (18)的存在，使得 n个 δxi 不再是彼此独

立的任意变化的坐标变更，但是，坐标变更之间的关

系不再是式 (5)，而是根据阿贝尔 --契塔耶夫定义，

由约束条件 (18) 导出 δxi 之间的下述 r 个关系式

∂gσ

∂ẋi
δxi = 0 (19)

这是关于坐标变更独立性的新假设. 引入 r 个待定

乘子 λσ，由式 (4) 和式 (19) 导出

∫ t2

t1

−
(

d
dt

∂L

∂ẋi
− ∂L

∂xi
− λσ

∂gσ

∂ẋi

)
δxidt = 0 (20)

按照导出方程 (7) 的方式，得到下列运动方程

d
dt

∂L

∂ẋi
− ∂L

∂xi
− λσ

∂gσ

∂ẋi
= 0 (21)

这就是罗斯方程 [5-6].

通常也将 λσ
∂gσ

∂ẋi
理解为约束反力，即仍然将待

定乘子与约束反力联系起来，然而与式 (10) 比较，

其意义不够明确. 虽然阿贝尔 --契塔耶夫定义已经

得到普遍承认，但是到目前为止仍然存在争议，在约

束是线性非完整约束情况下，式 (19) 表示的坐标虚

变更的关系，还可以通过引入可能位移得到解释，

文献 [11] 也探讨通过新的关于虚位移和速度虚变更

的定义，说明在一般的非完整约束情况下契塔耶夫

条件的合理性，但是在约束是非线性非完整约束情

况下，式 (19) 实质上是一种独立的约定. 将待定乘

子 λσ 与约束反力联系起来的物理意义并不分明，

特别是在约束方程只与速度有关而与坐标无关情况

下，例如对速度大小为常量的约束

ẋ2
1 + ẋ2

2 + ẋ2
3 = c2 (22)

就很难理解 λσ
∂gσ

∂ẋi
是约束反力.

2.2 第 2 种方式和维科方程的导出

如果以第 2 种方式引入待定乘子，即引入 r 个

待定乘子 µσ，修正拉格朗日函数

L′ = L(xi, ẋi, t) + µσgσ(xi, ẋi, t) (23)

代人条件极值变分原理

δ

∫ t2

t1

L′dt = δ

∫ t2

t1

(L + µσgσ)dt = 0 (24)

展开并利用端点条件，则得到

∫ t2

t1

[(
− d

dt

∂L

∂ẋi
+

∂L

∂xi
− µ̇σ

∂gσ

∂ẋi
−

µσ
d
dt

∂gσ

∂ẋi
+ µσ

∂gσ

∂xi

)
δxi + δµσgσ

]
dt = 0

(25)

仍然仿照从式 (6) 导出式 (7) 的程序，从上式得到

n + r 个方程，前 n 个是维科方程

d
dt

∂L

∂ẋi
− ∂L

∂xi
+ µ̇σ

∂gσ

∂ẋi
+

µσ

(
d
dt

∂gσ

∂ẋi
− ∂gσ

∂xi

)
= 0 (26)

而后 r 个方程与 δµσ 相关，就是约束方程 (18).

式 (13)和式 (24)都是条件极值变分原理，前者

的约束方程是代数方程，后者是微分方程，分别导出

方程 (7) 和方程 (26)，都是按照正常的变分法程序

得到的. 方程 (26) 与方程 (21) 之间存在区别，到现

在关于这两种方程的争论，并没有平息. 式 (23) 中

的 µσgσ 不能再看作势能修正项，对线性非完整约束

而言，可以看作广义势的修正项；对式 (22) 类型的

只与速度相关的约束，甚至能看作动能修正项；对一

般非线性非完整约束而言，只能看作是对拉格朗日

函数的修正项. 方程 (26) 中与待定乘子 µσ 有关的

项为

Φi = µ̇σ
∂gσ

∂ẋi
+ µσ

( d
dt

∂gσ

∂ẋi
− ∂gσ

∂xi

)
(27)
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难以将其意义与约束反力直接关联起来，对非线性

非完整约束系统，这个展开式中将会出现广义加速

度，牛顿力学中的力应当与加速度无关. 但是，与以

方程 (21)表示约束对系统的作用相比，式 (27)不仅

包含更多的与约束相关的信息，而且与待定乘子 µσ

的关系也更加复杂.

3 结论和讨论

(1) 在分析力学中引入与约束条件相关的待定

乘子有两种典型的数学方式，一种处理约束条件带

来的不独立坐标变更问题，另一种是修正作用量泛

函，将变分原理变换为条件极值问题. 对完整系统

而言，两种方式从不同的方面描述约束对系统的作

用，通常认为前一种表示约束反力，后一种从 “能

量” 角度修正系统的拉格朗日函数；这两条不同的

途径导出的方程一致，引入的两种待定乘子的物理

意义，表面上存在区别，实质上是相互联系的，这是

由于力与势能是紧密相关的. 对非完整系统而言，

两种引入待定乘子的不同途径得到了不同的运动方

程，前一条途径得到罗斯方程，后一条途径得到维

科方程，在一般情况下，这两种方程不能等价；对应

地，引入的两种待定乘子的物理意义也存在本质上

的区别，而且不能简单地与约束反力、能量等直接相

关.

(2) 对非完整系统两种引入待定乘子方式和导

出的两种不同的运动方程，不能简单地选择一种，

排斥另一种，它们不是相互对立的，而是相互补充

的，这里可能与实现非完整约束的物理方式和机制

的多样性有关. 经典非完整约束是通过接触、摩擦

来实现的，如冰刀、滚球、滚盘、三轮桌台等等，这

些基本上是线性非完整约束，在物理机制上可以明

显体现为力的作用，这种约束对系统运动的影响利

用第 1 种方式处理也许是适合的. 然而，随着社会

实践发展和工程技术进步，许多非线性非完整约束

条件被提出来，且新的约束实现方式和机制也对应

出现，例如可以通过传感、反馈、调节等实现对系统

运动的控制. 在后一种情况下也许是以第 2 种方式

表示约束对系统的作用更为适合，利用维科方程更

加符合实际，当然，这个问题应当继续深入研究. 此

外，对于这些新型物理方式实现的约束与传统方式

实现的非完整约束，是否应当在约束分类上加以区

别也值得研究. 20世纪 90年代我国力学学者关于非

完整力学的大讨论，得到阿贝尔 --契塔耶夫模型和

维科模型并非二选一问题的结论 [1]，可能开辟了进

一步研究的道路.

综上所述，两种模型的分歧表明研究非完整约

束本质上是物理 (力学) 问题，不能只从数学方面讨

论，而应当重视分析实现约束的原理和机制，同一

个约束方程表示的约束，由于实现机制不同，也许

要求用不同的模型来处理. 此外，除了上述两种基

本模型外，是否还有新的数学模式来处理非完整系

统运动，也应当继续进行探讨.
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