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朱正龙，闫野，杨跃能
（国防科技大学 航天科学与工程学院，湖南 长沙 410073）
摘  要：本文提出了一种基于相对轨道动力学方程和二阶龙格库塔积分公式的高精度空间非合作目标相对轨道预报模型。考虑地球J2摄动加速度，将目标轨道方程在参考轨道附近展开，保留至引力加速度差的二阶展开项，并进一步推导考虑J2摄动的参考轨道角速度和角加速度，建立相对轨道动力学微分方程；在给定相对轨道初值的情况下，采用二阶龙格库塔积分公式进行相对轨道预报。该模型采用数值积分方法，对相对轨道动力学模型形式没有限制，通用性好，适用范围广；选择低阶龙格库塔公式积分预报，既减小了计算量又保证了计算精度。设置了高轨和低轨两种相对运动仿真场景，仿真结果表明了模型的通用性和精确性。
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High Accurate State Propagation of Non-Cooperate Relative Orbit in Space
ZHU Zhenglong, YAN Ye, Yang Yueneng
(College of Aerospace Science and Engineering, National University of Defense Technology, Changsha 410073, China)
Abstract：Based on relative orbit dynamics equations and second order Runge-Kutta method, a highly accurate state propagation model of non-cooperative relative orbit motion is proposed. Taking the J2 perturbation into account and expanding the target orbit equations into second order Taylor series beside the reference orbit, the relative orbit dynamics equations is built. Then the second order Runge-Kutta method is used to propagate the relative orbit motion. With the use of second order Runge-Kutta method, the computing efficiency is improved while calculation accuracy is guaranteed. What’s more, the model can be widely used without any limiting condition because of numerical integral method is used. Two simulation scenarios, a low Earth orbit scenario and a high Earth orbit scenario, are designed to testify the generality and precision.
Keywords：relative orbit dynamics, J2 perturbation, relative orbit propagation





1
空间相对轨道状态预报技术是完成空间接近操作任务的关键技术之一。针对空间非合作目标的相对轨道预报难度更大，不仅需要追踪航天器对非合作目标进行跟踪测量，还需要不依赖目标轨道参数的相对轨道预报模型提供理论支撑。
经典相对轨道预报模型，如CW模型和TH模型[1][2]广泛应用于空间交会对接、编队飞行以及其它在轨操作接近任务中，其优点是可获得解析解，使用方便，但是该模型忽略了地球非球形引力摄动，并对相对运动方程进行了线性化处理，适用范围有限和预报精度受到限制，难以满足高精度空间操作任务的需求。Schweighart和Sedwick[3]考虑J2摄动的影响，并引入平均参考轨道的概念，建立了线性化的相对轨道模型，适用于近圆轨道的空间编队任务。该模型虽然也可以获得解析解，但是参考轨道的平均化、相对运动方程的线性化处理以及近圆假设均限制了模型的适用范围。Pluym和Damaren[4]建立了考虑到中心引力3阶、J2摄动引力2阶的相对运动模型，该模型仅给出微分方程，并且采用了平均轨道角速度。Chen和Jing[5]基于拉格朗日动力学理论，建立了考虑J2摄动和大气阻力摄动的精确相对运动微分方程，并给出了相应的精确轨道角速度矢量和轨道角加速度矢量。
现有的相对运动模型存在的问题是适用范围受限、通用性差或者难以求解，这都不利于在实际工程应用。本文以接近的空间非合作目标为背景，研究远距离、高速相对运动条件下的高精度相对轨道预报模型。考虑地球J2摄动，建立完整相对轨道动力学方程，然后将相对运动方程在参考轨道附近展开，保留主要引力加速度项，并借鉴数值积分的思想，建立模型精度高、计算速度快、通用性好的相对轨道预报解析模型。
1相对轨道动力学
1.1一般相对动力学方程
[bookmark: OLE_LINK3]为描述问题的方便，首先定义轨道坐标系：原点O位于航天器的质心，ox轴由地心指向航天器的质心，oy在轨道面内垂直于ox轴并指向运动方向， ox、oy和oz构成右手直角坐标系。




设追踪航天器和目标航天器的位置矢量分别为和，追踪航天器的轨道角速度矢量为。定义两个航天器的相对位置矢量为，根据动坐标系下的矢量微分法则，在追踪航天器的轨道坐标系中：

[bookmark: ZEqnNum434979]		



式中，表示绝对导数，而和表示动坐标系下的当地导数。假设航天器未受控制力作用，根据牛顿运动定律：

[bookmark: ZEqnNum881832]		


式中，表示中心引力加速度差，为摄动加速度差之和。联立式和式可得追踪器轨道坐标系下的目标相对运动方程：

[bookmark: ZEqnNum755523]		


需要注意，采用不同的参考轨道模型，轨道角速度矢量和轨道角加速度矢量的表达式不同。
1.2精确二体相对运动模型
在式中，忽略摄动加速度和控制加速度，可得到精确的二体相对运动方程：

[bookmark: ZEqnNum213909]		


将和投影到追踪器轨道坐标系：

[bookmark: ZEqnNum741690]		
在二体运动条件下，追踪器轨道角速度矢量和轨道角加速度矢量可表示为[1]

		

其中，为真近点角。目标器和追踪器的中心引力加速度在追踪器轨道坐标系中的投影分别为

[bookmark: ZEqnNum547574]		

[bookmark: ZEqnNum752830]		
中心引力加速度差的表达式为

[bookmark: ZEqnNum417001]		

其中，。将式至式带入式，并展开成坐标分量形式：

[bookmark: ZEqnNum776768]	
式即为二体条件下目标相对追踪器的精确运动方程，为时变系数的非线性微分方程组。
[bookmark: OLE_LINK81]1.3精确J2摄动相对运动模型
文献[5]在推导相对轨道微分方程时，考虑了J2摄动和大气阻力摄动，本文仅考虑J2项地球扁率摄动，忽略其它摄动加速度和控制加速度，建立相对运动模型：

[bookmark: ZEqnNum926930]		
此时，目标器与追踪器的轨道均受到J2摄动力的影响。根据文献[6]，摄动加速度在轨道坐标系中可表示为：

[bookmark: ZEqnNum185534]		
在追踪器轨道坐标系中，地球扁率摄动加速度差的计算表达式为

[bookmark: ZEqnNum405948]						


式中，和分别为追踪器和目标器的轨道坐标系相对惯性坐标系的坐标转换矩阵，与瞬时轨道根数有关。

轨道角速度矢量的计算过程及表达式为

[bookmark: ZEqnNum289618]		

式中，表示绕坐标轴的初等转换矩阵。进一步整理上式可得：

		
轨道根数的导数可根据高斯摄动方程获得参见文献[7]，将式代入高斯摄动方程可得[5]：

		

		

		

		


其中，，为常数。进一步，追踪器轨道角速度为

[bookmark: ZEqnNum947737]		

对式求微分，可求得轨道角加速度：

[bookmark: ZEqnNum238520]			


其中，为追踪器地心距的变化率，且满足。
将式、、和式代入式即得到目标器相对追踪器的轨道运动模型。
2相对运动模型的展开
从式可以看出，在计算J2摄动加速度差时，还需要获取目标航天器的轨道参数，而对非合作空间目标，其轨道参数常常无法获取。为此考虑将目标航天器轨道在参考轨道航天器附近进行泰勒级数展开。
2.1中心引力加速度的展开


根据式和式，将在附近级数展开可得：

[bookmark: ZEqnNum862716]	




式中，为三维向量空间中的标准基向量，表示目标引力加速度关于的高阶展开项。在式中，作如下符号定义：

		

		
经计算推导，可得：

		

		

		

[bookmark: ZEqnNum337411]		
根据式至，经推导计算，中心引力加速度差的一阶项和二阶项表达式分别为


[bookmark: ZEqnNum239118]				
2.2 J2摄动加速度的展开

根据式，将目标J2摄动加速度在追踪器轨道坐标系中的计算式为

[bookmark: ZEqnNum234479]		


为方便计算，将转化为显含的函数表达式。根据文献[1]，目标器在惯性坐标系下的J2项摄动加速度可表示为

[bookmark: ZEqnNum256422]		

将投影到追踪器轨道坐标系的关系式为

		

坐标转换矩阵的表达式为

[bookmark: ZEqnNum682545]		

利用，将式化为

		





将式至式带入上式，可将表示为显含相对位置矢量的函数，将在附近级数展开可得：

[bookmark: ZEqnNum267561]		




式中，为三维向量空间中的标准基向量，表示目标引力加速度关于的高阶展开项。作如下符号定义：

		

		


记，为任意的角变量，经过推导计算可得[4]：

	

	

	

	
根据式，保留至J2摄动加速度差的二阶近似表达式为

[bookmark: ZEqnNum606984]	


将上式中的一阶项和二阶项分别记为和，即

[bookmark: ZEqnNum165763]		

		
若取中心引力和J2摄动加速度差的一阶展开项，根据式可得线性化的相对运动方程：

[bookmark: ZEqnNum736754]		




其中，和分别由式和式给出，和分别由式和式给出。

取状态变量为，式写成状态空间的形式：

[bookmark: ZEqnNum674568]		

其中，时变矩阵的表达式为

[bookmark: ZEqnNum504989]		
方程给出了考虑J2地球扁率摄动的精确相对运动方程，其中J2摄动加速度差的计算包含了目标航天器的轨道根数，这对于非合作目标的相对轨道计算很不方便。为此，考虑取全部中心引力加速度差和J2摄动加速度差的前两阶展开项，得到高精度的非线性相对运动方程为

[bookmark: ZEqnNum189830]		




式中，和分别由式和式给出，和分别由式和式给出。
3相对轨道预报模型
本节在相对轨道运动微分方程的基础上，研究快速、高精度的空间非合作目标相对轨道状态预报方法。




在进行相对轨道预报时，一般根据当前时刻的状态及追踪器轨道参数，计算出经时间之后的状态，可表示为如下非线性函数的形式：

		

[bookmark: OLE_LINK65]为实现相对状态的时间转移，现在的任务就是构造一个计算速度快，计算精度损失小的非线性函数。借助数值积分的方法，采用低阶的Runge-Kutta积分方法实现相对状态的转移。设微分方程形式的相对轨道模型可表示为

[bookmark: ZEqnNum494682]		



式中，表示追踪器的轨道根数，在此假设轨道根数可由追踪器上的导航设备精确提供，并且在单个状态转移周期内保持不变。
3.1线性化的相对轨道预报模型
线性系统理论已经十分成熟，而且在使用中十分方便。若线性化的相对轨道运动方程可写为

		
根据常微分方程的知识，求解上述连续时变系统，可得

		

式中，状态转移矩阵，其计算公式为

		
对于矩阵的指数运算，其定义为

				

从而，当状态转移时间较小时，可得到状态转移矩阵的表达式：

		

考虑地球中心引力加速度差和J2摄动加速度差的一阶展开模型由式给出，相应的系统矩阵由式计算，阶数根据需要选择。
3.2非线性相对轨道预报模型

对于高精度的状态预报问题，状态方程线性化处理损失了模型的精度，为此须对非线性相对轨道运动方程进行求解。相对轨道运动方程方程由式给出，记，可将式写成式的形式，并且：

	
基于二阶Runge-Kutta公式的相对状态转移公式为

		


二阶Runge-Kutta公式为二阶精度的积分公式，具体的状态转移精度由状态转移周期决定。
4仿真分析
本节从积分方法、积分步长以及相对动力学方程三个方面分析本文建立的相对轨道预报模型的精度。在仿真分析时，采用STK-HPOP模块生成目标航天器和追踪航天器的轨道数据，并转换为相对轨道数据，作为真实轨道数据用于对比分析模型精度。
在高轨和低轨分别设计一个目标器与追踪器先接近后远离的相对运动场景，最小相对距离为20km，仿真时间为以目标器、追踪器最近距离为中点的前后共600s的时间。
低轨仿真场景：目标器与追踪器轨道分别运行于800km高度的太阳同步轨道上，两轨道面的夹角为7.69°目标器和追踪器先后过轨道交点，最小相对距离约为20km。
高轨仿真场景：目标器运行于地球同步轨道上，追踪器运行于周期为12小时、远地点高度低于目标轨道20km的椭圆轨道上。
4.1积分方法对预报精度的影响
采用基于二阶Runge-Kutta积分公式的相对轨道预报模型，分别在低轨和高轨两个不同场景条件下，仿真分析考虑不同展开项引力加速度相对运动模型的预报精度。
图1给出了分别基于Euler方法和二阶至四阶Runge-Kutta方法进行轨道预报的误差曲线，仿真计算步长为0.1s。仿真结果表明：采用二阶Runge-Kutta方法既保证了计算精度，也提高了计算效率。
[image: F:\809专题\[16]809数值仿真试验\交会打击数值仿真系统\Outputs\ModelError-RKi.tif]
（a）低轨算例
[bookmark: OLE_LINK1](a) Low Earth orbit example 
[image: F:\809专题\[16]809数值仿真试验\交会打击数值仿真系统\Outputs\MOdelError-RKi gaogui.tif]
（b）高轨算例
(b) High Earth orbit example
图1 采用不同积分方法时的相对轨道预报误差曲线
Fig. 1 Relative orbit propagation error with different integral methods
4.2积分步长对预报精度的影响
将积分步长分别取为0.1s、1s、5s和10s四种情况分别进行轨道预报，经过600预报后，预报误差如表1和表2所示。
表1和表2的结果表明：若采用二阶以上（含二阶）积分方法，模型中计算步长在0.1s-10s之间时的误差发散情况相当；而采用Euler方法时，误差近似呈线性发散，计算精度很低。
表1 采用不同积分步长时的低轨相对轨道预报误差
Tab. 1 Relative orbit propagation errors with different integral step in low Earth orbit
	积分步长/s
	0.1
	1
	5
	10

	Euler
	11.08
	107.5
	532.9
	1057

	RK2
	1.2438
	1.3182
	3.6207
	11.572

	RK3
	1.2431
	1.2515
	1.2962
	1.3683

	RK4
	1.2431
	1.2515
	1.2966
	1.3720



表2 采用不同积分步长时的高轨相对轨道预报误差
Tab. 2 Relative orbit propagation errors with different integral step in high Earth orbit
	[bookmark: _Hlk413077645]积分步长/s
	0.1
	1
	5
	10

	[bookmark: _Hlk413077698]Euler
	3.113
	30.89
	154.4
	308.8

	RK2
	0.3687
	0.3688
	0.3730
	0.4031

	RK3
	0.3678
	0.3688
	0.3710
	0.3784

	RK4
	0.3678
	0.3688
	0.3710
	0.3784


4.3相对动力学方程对预报精度的影响
当相对轨道动力学方程保留不同阶数的地球引力加速度差时，得到的相对轨道预报模型精度不同。图2（a）和图2（b）分别为低轨和高轨场景下的相对轨道预报误差曲线。
[bookmark: OLE_LINK4]仿真结果表明：在600秒的相对运动过程中，二体相对模型‘TB’及其一阶展开式‘TB（1）’、二阶展开式‘TB（1,2）’在低轨预报误差均在50m以上，而在高轨的预报误差小于2m；考虑J2摄动及其一阶、二阶展开项的模型，即‘TB+J2’、‘TB+J2(1)’和‘TB+J2(1,2)’，在低轨的预报误差均在10m以内，而高轨预报误差在1m以内；此外两个线性模型，即‘TB(1)’和‘TB(1)+J2(1)’在高轨的预报误差在2m以内，在低轨的预报误差均超过1000m。
综上可知：在高轨，采用二体模型的一阶展开式（即著名的Lawden方程）建立预报模型即可获得较高的预报精度，预报误差在2m以内；在低轨，除考虑中心引力差的一阶展开项，还必须考虑中心引力的二阶展开项以及J2摄动加速度差的一阶展开项，才能获得预报误差小于10m的模型，若进一步考虑J2摄动加速度差的二阶展开项，600秒内的预报误差可缩小到2m以内。
J2摄动是最主要的轨道摄动因素之一，考虑到J2摄动加速度的大小近似与航天器地心距的5次方成反比，而高轨航天器的地心距约为低轨的6倍，由此可知高轨J2摄动加速度的影响很小，而低轨影响明显。此外，由于相对距离远，摄动加速度差的高阶展开项不再是小量，因而忽略会带来较大的预报误差。

[image: C:\Users\Administrator\Desktop\低轨场景下相对运动模型误差曲线(参考HPOP).tif]
[bookmark: OLE_LINK13][bookmark: OLE_LINK15][bookmark: OLE_LINK26][bookmark: OLE_LINK27]（a）低轨算例
(a) Low Earth orbit example
[image: E:\博士学位论专用文件夹\低轨场景下相对运动模型误差曲线(参考HPOP).tif]
（b）高轨算例
(b) High Earth orbit example
图2 采用不同动力学方程时的相对轨道预报误差曲线
Fig. 2 Relative orbit propagation errors with different equations of relative orbit dynamics
4结论
    空间非合作目标相对轨道预报是实现空间操作的一项重要技术环节。本文考虑主要轨道摄动因素，并基于二阶Runge-Kutta方法，综合考虑计算精度和计算效率，提出的模型原理简单，通用性好，方法简单，计算速度快，预报精度高，可以实现对高速相对运动空间非合作目标的相对轨道预报，在给定的时间内，其预报误差在米量级。本文提出的方法对解决未来更高精度的空间操作任务能够提供经验参考和技术支撑。
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