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高精度有限体积格式在三维曲线坐标系下的应用
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摘　要：为了构造在光滑区具有较高分辨率并且可以无振荡捕捉激波的高精度有限体积格式，同时降低
格式在模板选择上遇到的困难，基于逐维重构方法，发展了结构网格下的高精度有限体积格式，并将这一格

式推广到三维曲线坐标系下，从而可以适应相对复杂外形下的计算。为充分验证格式的有效性，选取一系列

典型算例进行计算：在等熵涡输运和二维喷管流动中验证了格式的精度可以达到设计精度；在双马赫反射问

题中格式也表现出良好的捕捉激波的能力。数值计算表明，上述格式在曲线网格上具有较高的数值精度和

鲁棒的激波捕捉能力，适用于流体力学方程的计算。
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　　凭借良好的数值特性和稳定性，有限体积方
法被广泛应用于计算流体动力学（Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ
ＦｌｕｉｄＤｙｎａｍｉｃｓ，ＣＦＤ）研究，并被大部分商业软件
采用。但是基于此方法的大部分应用和软件都仅

限于２阶精度［１］，而随着计算气动声学、大涡模

拟、直接数值模拟应用的兴起，高精度格式成为发

展趋势。

对于有限体积方法，高精度格式主要依赖于有

效无振荡（ＥｓｓｅｎｔｉａｌｌｙＮｏｎＯｓｃｉｌｌａｔｏｒｙ，ＥＮＯ）和加权
有效无振荡（ＷｅｉｇｈｔｅｄＥｓｓｅｎｔｉａｌｌｙＮｏｎＯｓｃｉｌｌａｔｏｒｙ，
ＷＥＮＯ）的 重 构 方 法。Ａｂｇｒａｌｌ［２］，Ｈａｒｔｅｎ和
Ｃｈａｋｒａｖａｒｔｈｙ［３］，Ｓｏｎａｒ［４］分别将 ＥＮＯ应用于非结

构网格下的有限体积方法。将 ＥＮＯ选择最光滑
模板的方法发展为不同模板的非线性加权是

ＷＥＮＯ格式的基本构造思想。Ｆｒｉｅｄｒｉｃｈ［５］最早将
ＷＥＮＯ应用于非结构网格，但是没有实现最优
化，这一工作由Ｓｈｕ等［６］完成。Ｔｓｏｕｔｓａｎｉｓ等［７］则

在三维非结构网格的基础上，研究了任意混合网

格的计算方法。最近Ｇｒｏｔｈ等［８］发展了一种同样

基于光滑度测试的中心有效无振荡（Ｃｅｎｔｒａｌ
ＥｓｓｅｎｔｉａｌｌｙＮｏｎＯｓｃｉｌｌａｔｏｒｙ，ＣＥＮＯ）格式，并分别用
于结构、非结构网格。尽管 ＣＥＮＯ格式中并没有
涉及多模板选择，但仍因其具有 ＥＮＯ特性而
命名。
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尽管基于ＥＮＯ／ＷＥＮＯ发展了众多的高阶有
限体积算法，但是直接在物理空间上执行，特别是

在非结构网格上，仍存在较大的问题，尤其是在高

阶多维重构中存在模板选择困难，这将严重增加

算法和代码的复杂性，并消耗大量的ＣＰＵ和内存
资源，从而无法应用于实际问题的计算。为解决

这一问题，一个有效的方法就是在曲线网格下执

行有限体积方法。此时需要使用结构网格，尽管

灵活性会受到一定的影响，但是可以使用标准的

多维重构方法，从而有效降低对计算机内存和

ＣＰＵ的要求。Ｃａｓｐｅｒ等［９］较早讨论了将高阶ＥＮＯ
格式应用于结构网格的方法，并详细讨论了有限体

积下的多维重构。Ｔｉｔａｒｅｖ和Ｔｏｒｏ［１０］给出了三维条
件下的多维重构方法，但仅限于笛卡尔网格。

为进一步提高高精度有限体积方法的使用范

围，将基于逐维重构的高精度有限体积格式推广

到曲线坐标系，使格式在保持较高精度和激波捕

捉能力的基础上，适应相对复杂外形下的计算。

通过数值算例，验证格式的精度和对流场间断的

分辨能力。

１　曲线坐标系下的有限体积方法

考虑三维条件下的双曲守恒系统：

Ｑ
ｔ
＋Ｅ
ｘ
＋Ｆ
ｙ
＋Ｇ
ｚ
＝０ （１）

经过坐标变换（ｘ，ｙ，ｚ）→（ξ，η，ζ）可得：


ｔ
Ｑ( )Ｊ ＋ Ｅ^ξ

＋Ｆ^
η
＋Ｇ^
( )ζ ＝０ （２）

式中：

Ｅ^＝ξ＾ｘＥ＋ξ
＾
ｙＦ＋ξ

＾
ｚＧ

Ｆ^＝η^ｘＥ＋η^ｙＦ＋η^ｚＧ

Ｇ^＝ζ＾ｘＥ＋ζ
＾
ｙＦ＋ζ

＾
ｚ

{
Ｇ

（３）

经过坐标变换，方程中出现网格导数和雅克比。

对于静止网格，在曲线网格控制单元Ｉｉｊｋ＝［ξｉ－１／２，
ξｉ＋１／２］×［ηｉ－１／２，ηｉ＋１／２］×［ζｉ－１／２，ζｉ＋１／２］内对控制
方程式（２）进行积分，可以得到如式（４）所示
关系：

ｄ
ｄｔ
Ｑ( )Ｊ ｉｊｋ

＋１
Δξ
（Ｅ^ｉ＋１／２，ｊ，ｋ－Ｅ^ｉ－１／２，ｊ，ｋ）＋

１
Δη
（Ｆ^ｉ，ｊ＋１／２，ｋ－Ｆ^ｉ，ｊ－１／２，ｋ）＋

１
Δζ
（Ｇ^ｉ，ｊ，ｋ＋１／２－Ｇ^ｉ，ｊ，ｋ－１／２）＝０

　
　
　
　
（４）

式中，
Ｑ( )Ｊ ｉｊｋ

为单元Ｉｉｊｋ内的空间平均值，Ｅ^ｉ＋１／２，ｊ，ｋ，

Ｆ^ｉ，ｊ＋１／２，ｋ，Ｇ^ｉ，ｊ，ｋ＋１／２等为单元面上的通量。对于有

限体积方法，流场信息存储在单元平均值
Ｑ( )Ｊ ｉｊｋ

中，为计算其随时间的变化，需要根据单元平均值

重构得到单元面上的通量。接下来以通量

Ｅ^ｉ＋１／２，ｊ，ｋ为例对其计算方法进行说明，Ｆ^ｉ，ｊ＋１／２，ｋ，

Ｇ^ｉ，ｊ，ｋ＋１／２等的计算方法类似。
在数值计算中，积分要通过一定精度的近似

计算得到。利用Ｇａｕｓｓ积分公式，通量 Ｅ^ｉ＋１／２，ｊ，ｋ可
以表示为：

Ｅ^ｉ＋１／２，ｊ，ｋ ＝
１
ΔηΔζ∑

Ｎ

α＝１
∑
Ｎ

β＝１
Ｅ^α，βＫαＫβ （５）

Ｅ^α，β ＝Ｅ^［Ｑ
Ｌ（ξｉ＋１／２，ηα，ζβ），Ｑ

Ｒ（ξｉ＋１／２，ηα，ζβ），

（ξ＾ｘ，ξ
＾
ｙ，ξ
＾
ｚ，Ｊ）ｉ＋１／２，α，β］ （６）

其中：α，β代表 η和 ζ方向的 Ｇａｕｓｓ点；Ｋα和 Ｋβ
为相应的权系数。那么有限体积方法构造的关键

就在于如何得到Ｇａｕｓｓ点处的ＱＬ，ＱＲ以及相应的
网格导数和雅克比。

１．１　逐维重构方法

曲线网格的一个重要优势就是可以在计算空

间中通过逐维重构计算 Ｇａｕｓｓ点处的 ＱＬ和 ＱＲ，
而实际应用证明逐维重构是较为简单和节约计算

时间的方法，其本质就是在计算 Ｇａｕｓｓ点值时进
行多次重构，但每次重构都等价于一维重构。接

下来给出这一重构方法的简要说明。

在三维空间中，首先利用单元平均值
Ｑ( )Ｊ ｉｊｋ

重构得到Ｇａｕｓｓ点所在面的左右面元平均值：
Ｑ( )Ｊ

Ｌ

ｉ＋１／２，ｊ，ｋ
＝ １
ΔηΔζ∫

η
ｊ＋１／２

η
ｊ－１／２
∫
ζ
ｋ＋１／２

ζ
ｋ－１／２

Ｑ( )Ｊ
Ｌ

ｄηｄζ

Ｑ( )Ｊ
Ｒ

ｉ＋１／２，ｊ，ｋ
＝ １
ΔηΔζ∫

η
ｊ＋１／２

η
ｊ－１／２
∫
ζ
ｋ＋１／２

ζ
ｋ－１／２

Ｑ( )Ｊ
Ｒ

ｄηｄ{ ζ

（７）
然后，利用面元平均值重构得到Ｇａｕｓｓ点所在沿ζ
方向线元上的平均值：

Ｑ( )Ｊ
Ｌ

ｉ＋１／２，ｊα，ｋ
＝１
Δζ∫

ζ
ｋ＋１／２

ζ
ｋ－１／２

Ｑ( )Ｊ
Ｌ

ｄζ

Ｑ( )Ｊ
Ｒ

ｉ＋１／２，ｊα，ｋ
＝１
Δζ∫

ζ
ｋ＋１／２

ζ
ｋ－１／２

Ｑ( )Ｊ
Ｒ

ｄ{ ζ

（８）

最后，利用线元上的平均值重构得到 Ｇａｕｓｓ点处

的左右值
Ｑ( )Ｊ

Ｌ

ｉ＋１／２，ｊα，ｋβ

，
Ｑ( )Ｊ

Ｒ

ｉ＋１／２，ｊα，ｋβ

。根据数值

方法精度的不同，每一次重构使用的模板长度不

同。对２阶精度，Ｇａｕｓｓ点位置位于单元面的中
心，并且可以等价代替单元面的平均值，此时只需

·７５·
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要一次重构即可，而不需要进行多维重构；而对于

高阶格式，必须进行多次重构，重构过程中需要使

用ＷＥＮＯ方法防止模板跨越间断。对于二维高
阶格式，只要进行两次重构即可得到 Ｇａｕｓｓ点处
的左右值。

对于上述方法，此处不给出具体的计算公式，

可以参考文献［１０］，文献中 Ｔｉｔａｒｅｖ和 Ｔｏｒｏ在笛
卡尔网格下详细讨论了上述计算方法。本文与文

献［１０］的主要差别就在于当进行坐标变换时，重

构变量由Ｑ变为 Ｑ( )Ｊ，并且通量计算中含有相应
的网格导数，因此需要额外计算 Ｇａｕｓｓ点处的网
格导数和雅克比，接下来将对其计算进行说明。

１．２　网格导数和雅克比计算方法

网格导数在三维条件下存在多种等价的解析

形式，但离散条件下各种表达式的数值表现却有

很大差别。使用Ｄｅｎｇ等［１１］在对称守恒网格导数

计 算 方 法 （ＳｙｍｍｅｔｒｉｃａｌＣｏｎｓｅｒｖａｔｉｖｅ Ｍｅｔｒｉｃ
Ｍｅｔｈｏｄ，ＳＣＭＭ）中导出的对称守恒形式计算网格
导数，如式（９）～（１１）所示：

ξ＾ｘ＝
１
２［（ｚｙη）ζ＋（ｙｚζ）η－（ｚｙζ）η－（ｙｚη）ζ］

ξ＾ｙ＝
１
２［（ｘｚη）ζ＋（ｚｘζ）η－（ｘｚζ）η－（ｚｘη）ζ］

ξ＾ｚ＝
１
２［（ｙｘη）ζ＋（ｘｙζ）η－（ｙｘζ）η－（ｘｙη）ζ











 ］

（９）

η^ｘ＝
１
２［（ｚｙζ）ξ＋（ｙｚξ）ζ－（ｚｙξ）ζ－（ｙｚζ）ξ］

η^ｙ＝
１
２［（ｘｚζ）ξ＋（ｚｘξ）ζ－（ｘｚξ）ζ－（ｚｘζ）ξ］

η^ｚ＝
１
２［（ｙｘζ）ξ＋（ｘｙξ）ζ－（ｙｘξ）ζ－（ｘｙζ）ξ











 ］

（１０）

ζ＾ｘ＝
１
２［（ｚｙξ）η＋（ｙｚη）ξ－（ｚｙη）ξ－（ｙｚξ）η］

ζ＾ｙ＝
１
２［（ｘｚξ）η＋（ｚｘη）ξ－（ｘｚη）ξ－（ｚｘξ）η］

ζ＾ｚ＝
１
２［（ｙｘξ）η＋（ｘｙη）ξ－（ｙｘη）ξ－（ｘｙξ）η











 ］

（１１）
对于雅克比的计算，也存在多种方法，此处使

用物理量空间重构的方式得到 Ｇａｕｓｓ点处的雅克

比。对于单元平均值
Ｑ( )Ｊ ｉｊｋ

有：

Ｑ( )Ｊ ｉｊｋ
＝ １
ΔξΔηΔζ∫

ξ
ｉ＋１／２

ξ
ｉ－１／２
∫
η
ｊ＋１／２

η
ｊ－１／２
∫
ζ
ｋ＋１／２

ζ
ｋ－１／２

Ｑ
Ｊｄξｄηｄζ

（１２）

当假设Ｑ在空间分布为常数时，式（１２）可以简化
为：

１( )Ｊ ｉｊｋ
＝ １
ΔξΔηΔζ∫

ξ
ｉ＋１／２

ξ
ｉ－１／２
∫
η
ｊ＋１／２

η
ｊ－１／２
∫
ζ
ｋ＋１／２

ζ
ｋ－１／２

１
Ｊｄξｄηｄζ

（１３）
根据积分变换定理可得：

∫
ξ
ｉ＋１／２

ξ
ｉ－１／２
∫
η
ｊ＋１／２

η
ｊ－１／２
∫
ζ
ｋ＋１／２

ζ
ｋ－１／２

１
Ｊｄξｄηｄζ＝

∫
ｘ
ｉ＋１／２

ｘ
ｉ－１／２
∫
ｙ
ｊ＋１／２

ｙ
ｊ－１／２
∫
ｚ
ｋ＋１／２

ｚ
ｋ－１／２

ｄｘｄｙｄｚ＝Ｖｉｊｋ

　
　
（１４）

式中，Ｖｉｊｋ为网格单元对应的物理空间的体积。因

此，
１
Ｊ在计算空间的平均值等于网格单元物理空

间的体积与计算空间体积之比。而已知单元平均

值，就可以通过１１节的重构方法得到 Ｇａｕｓｓ点

处的值，并且此时的
１
Ｊ也分左右。采用这一计算

方法，将有效保持格式的自由流保持特性。

２　算例验证

通过对二维、三维算例的计算，验证文中发展

的高精度有限体积格式的精度和对激波的捕捉

能力。

２．１　等熵涡输运

为在曲线网格下验证有限体积格式，本算例

中使用波形网格，其可以在均匀网格的基础上通

过式（１５）得到：

ｘ＝ｘ０＋Δｘ０ Ａｓｉｎ
ｎπ（ｋ－１）Δｙ０

Ｌ０
ｓｉｎ
ｎπ（ｌ－１）Δｚ０

Ｌ[ ]
０

ｙ＝ｙ０＋Δｙ０ Ａｓｉｎ
ｎπ（ｊ－１）Δｘ０

Ｌ０
ｓｉｎ
ｎπ（ｌ－１）Δｚ０

Ｌ[ ]
０

ｚ＝ｚ０＋Δｚ０ Ａｓｉｎ
ｎπ（ｊ－１）Δｘ０

Ｌ０
ｓｉｎ
ｎπ（ｋ－１）Δｙ０

Ｌ[ ]















０

（１５）
其中：ｎ＝４，Ａ＝０４；Ｌ０为计算域的总无量纲长
度；ｊ，ｋ，ｌ为网格点坐标索引；ｘ０，ｙ０，ｚ０为对应的坐
标值；Δｘ０，Δｙ０，Δｚ０表示均匀网格长度，且满足
Δｘ０＝Δｙ０＝Δｚ０。初始流场为等熵涡：

ｕ０＝Ｕ∞ －（Ｕ∞β）
ｙ－Ｙｃ
Ｒ ｅｘｐ －ｒ

２( )２
ｖ０＝（Ｕ∞β）

ｘ－Ｘｃ
Ｒ ｅｘｐ －ｒ

２( )２
ｗ０












＝０

（１６）

其中，Ｕ∞是未扰动速度，涡强度β＝００２，（Ｘｃ，Ｙｃ）

为网格中心，ｒ＝
（ｘ－Ｘｃ）

２＋（ｙ－Ｙｃ）槡
２

Ｒ ，其他物

·８５·
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理量的计算可以参考文献［１２］。此算例中所有
边界都设置为周期边界条件。

图１中给出了三维网格以及涡输运一个周期
后的速度ｕ分布。从图中可以看出，涡结构得到
了很好的保持。考虑三维条件下计算量的限制，

在二维条件下对这一问题进行了精度测试，表１
给出了不同网格下速度 ｖ误差的 Ｌ１范数及计算
得到的格式精度。从表中可以看出，在曲线网格

下，本文发展的有限体积格式达到了设计的５阶
精度，对于光滑流场具有较高的分辨率。

（ａ）三维网格
（ａ）Ｔｈｒｅｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｇｒｉｄ

（ｂ）速度ｕ等值线
（ｂ）Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｖｅｌｏｃｉｔｙｕ

图１　三维等熵涡输运网格和计算结果
Ｆｉｇ．１　Ｇｒｉｄａｎｄｎｕｍｅｒｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｉｎｔｈｅ

ｔｈｒｅｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｉｓｅｎｔｒｏｐｉｃｖｏｒｔｅｘｔｒａｎｓｐｏｒｔｐｒｏｂｌｅｍ

表１　涡输运问题在不同网格下的误差及精度
Ｔａｂ．１　Ｅｒｒｏｒｓａｎｄｔｈｅａｃｃｕｒａｃｙｏｆｏｒｄｅｒｉｎｖｏｒｔｅｘｔｒａｎｓｆｏｒｍ

ｐｒｏｂｌｅｍｏｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｇｉｒｄｓ

网格 误差 精度

４０×４０ １．０２０Ｅ－０４

８０×８０ ９．１２９Ｅ－０６ ３．４８

１２０×１２０ １．３８９Ｅ－０６ ４．６４

１６０×１６０ ３．４１６Ｅ－０７ ４．８７

２４０×２４０ ４．６２２Ｅ－０８ ４．９３

２．２　二维喷管流动

为了进一步验证格式在管道流动中的模拟能

力，选取Ｅｕｌｅｒ方程控制的等熵二维喷管流动进
行计算。Ｃａｓｐｅｒ等［１３］最早对这一问题进行了研

究。在本文中使用 Ｃ３外形，中间段的形状通过
式（１７）拟合：

ｙ１（ｘ）＝－０．５＋０．０５ｓｉｎ
４ １０
９πｘ＋

π( )２
ｙ２（ｘ）＝０．５－０．０５ｓｉｎ

４ １０
９πｘ＋

π( ){
２

（１７）

此算例中包含亚声速入口、出口及滑移边界

条件。图２为喷管外形和网格示意图。

图２　二维喷管外形和网格
Ｆｉｇ．２　Ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎａｎｄｍｅｓｈｕｓｅｄｉｎｔｈｅ

ｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｃｈａｎｎｅｌｆｌｏｗ

图３给出了计算得到的流场压力，从图中可
以看出压力分布对称。表２中给出了流场熵误差
的Ｌ１范数和计算得到的格式精度。从表中可以
看出，由于在边界处格式的精度要适当降低，总体

精度略小于５０，但格式仍可以保持较高的数值
精度，这表明本文使用的格式在管道流动中也有

较好的效果。

图３　二维喷管流动压力分布
Ｆｉｇ．３　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｐｒｅｓｓｕｒｅｉｎｔｈｅ

ｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｃｈａｎｎｅｌｆｌｏｗ

·９５·
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表２　喷管算例在不同网格下的熵误差及精度
Ｔａｂ．２　Ｅｎｔｒｏｐｙｅｒｒｏｒｓａｎｄｔｈｅａｃｃｕｒａｃｙｏｆｏｒｄｅｒｉｎｔｈｅ
ｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｃｈａｎｎｅｌｆｌｏｗｏｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｇｉｒｄｓ

网格 误差 精度

１５×１０ ２．１４１Ｅ－０３
３０×２０ ５．４３９Ｅ－０５ ５．３０
４５×３０ １．０１０Ｅ－０５ ４．１５
６０×４０ ２．８８９Ｅ－０６ ４．３５
９０×６０ ４．６４２Ｅ－０７ ４．５１

２．３　双马赫反射

为了考核高精度有限体积格式在激波捕捉方

面的能力，对双马赫反射问题进行了计算。算例的

计算域为［０，４］×［０，１］，反射位置从下壁面１／６
处开始，初始时刻马赫数为１０的右行激波位于
（１／６，０），并与壁面成６０°角。上边界条件设为精确
的激波移动条件，整个数值计算进行到ｔ＝０．２。

一般双马赫反射问题都在笛卡尔网格下计

算，但为了测试本文中高精度有限体积格式在曲

线网格下的应用，同时在随机网格上进行了计算。

随机网格的生成方法是在笛卡尔网格的基础上对

网格坐标增加一个随机量。这一过程由 Ｆｏｒｔｒａｎ
程序控制，但不会超过当地步长的２０％。文中使
用２４０×６０的计算网格。图４中分别给出了笛卡
尔网格和随机网格下的计算结果。从图中可以看

出，两种网格下的计算结果基本相同，并且格式都很

好地捕捉到了激波结构。这表明本文中使用的高精

度有限体积格式同样具有很好的激波捕捉能力。

（ａ）笛卡尔网格下计算结果
（ａ）ＲｅｓｕｌｔｏｎＣａｒｔｅｓｉａｎｇｒｉｄ

（ｂ）随机网格下计算结果
（ｂ）Ｒｅｓｕｌｔｏｎｒａｎｄｏｍｉｚｅｄｇｒｉｄ

图４　双马赫反射计算结果
Ｆｉｇ．４　ＲｅｓｕｌｔｓｉｎｔｈｅｄｏｕｂｌｅＭａｃｈｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍ

３　结论

将基于逐维重构方法的高精度有限体积方法

推广到三维曲线坐标系，讨论了曲线坐标系下的重

构方法和网格导数、雅克比的计算方法。通过涡输

运算例和喷管流动算例的计算，证明格式可以实现

设计的精度，具有较高的空间分辨率。在双马赫反

射算例中，一方面验证了格式具有良好的激波捕捉

能力，另一方面也表明格式具有较强的网格适应能

力，在随机网格上也可以得到较好的数值结果。在

接下来的工作中，将考虑实现黏性项处理的高精

度，从而将格式推广到ＮＳ方程的计算。
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